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CAiVIBIO DE INSUMO-EROLUCTQ- '

Bste informe tiene como propósito presentar ante
el grupo de investigadores del INDEC un modelo de proyec­
ción de matrices de insumo-producto, extraído del libro de
MICHAtíi BACHARACH "B1 PROPORCIONAL MAÍCRICES AND INPUT-OUKUT
CH^NGE':.

Además de su utilidad en la proyección de matri­
ces de insumo-producto su importancia actual se debe a la
utilización del mismo en el modelo de estadísticas nació na
les integradas de RICHARD STONE de reciente aparición.

La descripción matemática de este modelo es la si
guíente:

::Dada una matriz de coef ic rentej de insumo-produc
to para un período inicial t = o, L(o) =-^1^(o))hallar
une. matriz de insumo-producto para t = 1: L(l) =(1^

que satisface las siguientes restricciones:

l±j (1) > o (i = lam,j = lan)

rili3(o)S3 - li3 (1)

> q3(l) - Uj. (1)
* - ■ -1— -L (J tj ú

3=1

(i = lam)

ri1i/o)qj(1) = V3 (1) ° = lan)

i = 1
donde u.(l) y v-(l) son respectivamente los insumes y pro
ductoo intermedios pera t - es el producto Oruto

observado para t = 1.
Lu hipótesis del modelo consiste entonces en supo

ner que los coeficientes de insumo—produc co para t 1
proporcionales a los coeficientes r^ por fil°-s y P
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3s decir que los coeficientes variarán en forma
proporcional a la 'tendencia de sustitución de insumos:: y a
la tendencia de fabricación de los productos0.

Las principales propiedades de este modelo se de
tallan a continuación;
1§) existe un método iterativo de la solución del problema

que ha llevado a resultados satisfactorios en las apli
caciones eqíricas. x ~

22) mantiene los coeficientes de insumo-producto estables
a uravés del tiempo, es decir, que los coeficientes
Ijij (1) a aproximan a los L^-Co).

5 = la matriz L(l) conserva los ceros de la matriz L(o). Es
decir, si para, un par (i. .) de índices se verifica

= o, también será d l.-^(l) = o
U -L (J

42 posee la propiedad de invariancia @^tj¿é cambios del pro­
ducto bruto, es decir que para distintos valores de
q-(l) se obtiene- la misma solución.

J

pueden introducirse en este modelo econométrico elemen­
tos estocásticos. Dadas las distribuciones de los insu­
mos y productos intermedios u^(l) y v-(l) puode dedu­
cirse la distribución de los oeficientes de la matriz

62 pueden obtenerse resultados duales sobre el comportamien
to de las estimaciones ante las variaciones de los pre­
cios de los productos.

El modelo biproporcional constituye un paso ade­
lante respecto al método de proyección de coeficientes fi­
jos. Si bien se Unieron otros intentos para introducir cam
bios en el tiempo de los coeficientes de insumo-producto
estos han carecido de algunas de las propiedades que se aca
han de describir o en la posibilidad de encontrar una solu­
ción positiva.

Esta falencia en la búsqueda de solución para mo­
delos alternativos se debió en algunos casos a la falta de
un método de solución del problema, planteado y en otros ca­
sos a la excesiva información requerida para hallarla.

En principio el método de proyección puede exten­
derse a los períodos para los que existe información sobre
los incumos y productos intermedios, pero puede, generalizar
se p.ra períodos en los que no se dispone esta información.



M KEL<®I3J¿3. iTEMPO DE LA

MATRIZ BE INbUvIO-PRODUCTO

Cuando xeontief formuló su teoría de insumo-producto
la base de la misma fue oue los coeficientes de la matriz no
variarEm con el nivel de producción.

Be aquí a formular una hipótesis sobre la invaria bilí
dad de la matriz en el tiempo había un solo paso.

Este paso fue dado por varios investigadores que in­
tentaron la verificación empírica de esta hipótesis.

Las pruebas que se hicieron en tal sentido siguieron
dos direcciones claramente diferenciadas.

Si primer tipo de pruebas realizadas consistió en
comparar los insumos intermedios observados en un período y los
deducidos de una matriz correspondiente a un período anterior.

Luego se cotejaron estas diferencias con los errores
de observación, si las diferencias resultaban significativas
se rechazaba esta hipótesis de invariabilidad.

El segundo tipo de pruebas consistía en el cotejo en
tre matrices correspondientes a diferentes períodos.

Ambos tipos de prueba llevaron a una. misma conclu­
sión; el rechazo de la hipótesis de la invariabilidad en el
tiempo de la matriz de insumo producto.

E'n efecto, en ambos tipos de pruebas las diferencias
observadas mostraban una tendencia en el tiempo, que reflejaba
a su vez una tendencia, en los coeficientes de la matriz.

Esta diferencia se atribuyó en principio a la dife­
rencie. en la estructura de cada producción especifica.

Sin embargo, ambos métodos presentaban problemas.
Mientras que el primer tipo de pruebas no ofrecía nin

gana alternativa a la hipótesis de invariabilidad en el . tiempo
el segundo tipo requería contar con la información consistente
en un conjunto de matrices extendidas en el tiempo. Estas ma­

trices debían se comparables.
Varios países cuentan con un conjunto de matrices co­

rrespondientes a distintos períodos oue no res ritan comparables
ya. sea por una incompatibilidad en la desagregación o porqué

algunas matrices fueron construido. . p
y otras a precios de productores.
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Jiste problema fue resuelto por Arrow y Hoffenberg
quienes en lugar de utilizar coeficientes directamente obser­
vados, utilizaron coeficientes estimados en base a los insumos
observados a

Para ello construyeron un modelo en el cual cada
transacción se expregaba mediante la suma, de una. proporción de
le. producción y una variable en el tiempo.

asgo les permitió estimar los coeficientes de la na-
triz mediante ecnaciones de la forma

“i ■ I bj + i eifl (t) (1)

donde;
Uj_ = insumo intermedio

= producción del bien j

e. . = variable en el tiempo

Este mocelo contiene un gran número de parámetros a
estimar, por lo que es necesario una serie larga de insumos
pera poder efectuar las estimaciones con un número suficiente
de grados de libertad,,

Una. vez estimados los coeficientes Arrow y Hoffenberg
supusieron que las variables e. .(t) eran función lineal de di-
ferentss variables por lo estimaron los parámetros de dos fun­
ciones lineales.

En el primer caso supusieron que los insumos corres­
pondientes a una producción específica podían clasificarse en
dos tipos diferentes.

El primero de ellos incluía insumos proporcionales
al nivel de producción, pero con un coeficiente de proporcio­
nalidad variable en la escala de producción.

En él segundo se incluía a insumos que podían econo­
mizarse con la disponibilidad de mejores equipos pero de los
que era. re cesarlo o na cierta cantidad para la formación de
stock, j.demás se suoonía que los co ericlentes variaban lineal­
mente en el tiempo.

La segunda función colocaba a. los coeficientes de
insumo-producto como una función lineal de las siguientes va­
riables; <ti snonibilidad de ingresos, relación entre los gastos 
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de defensa y el P.B.N, y el tiempo.
La inclusión, de le disponibilidad de ingresos como

variable explicativa se debí?- a la hipótesis de que a une ma­
yor disponibilidad le correspondía una estructura diferente
p?ra cada producción (mejores productos).

La relación entre los gastos de defensa y el P.B.N.
se incluyó entre las variables explicativas teniendo en cuenta
que la serie de insumos para los que se disponía de informa­
ción incluía el lapso de la Segunda Guerra Mundial. Se pensaba
cue cuanto mayor fuese esta relación mayor sería la proporción
en que caria producción estaba integrada por productos milita­
res. Finalmente la inclusión del tiempo explicaba la tendencia
hacia un carbio de tecnología y la del gusto de los consumido­
res que afectaba a la estructura de cada producción.

Para obtener los parámetros de estas funciones ubili
zaron el método de máxima verosilimitud.

Pero obtuvieron un fracaso debido a que algunos pa­
rámetros estimados resultaron negativos y otros excesivamente
grandes.

Esto les hizo recurrir a otro método consistente en
un programa, lineal donde se intentaba minimizar las sumas de
las diferencias absolutas entre los insumos estirados con los
resultantes de una. estimación con coeficientes de insumo-pro
ducto fijos.

Lograron así buenos ajustes.
Si bien el método sofisticado de Arrow y Hoffenberg

puede resultar útil en las planificaciones a largo plano , para
las planificaciones a corto plazo es necesario contar con un
método , qee haciendo uso de los insumos y productos intermedios
observados permita estimar rápidamente los cambios en el tiem
po de los coeficientes de insumo-producto. En este sentido las
DE-trices biproporci o cale s presentadas en el informe anterior
resultan el método más exitoso.



KUTODO IT,i® ATIVO PkáA L^oOLK¿I_Oií 31, ERí. a,SIuA Dm
Efe TRI ¿ BE PROPCRCICNÁL

Dada la matriz A da coeficientes insumo-producto
par<=. el período t = O y los insumos intermedies u^ y los
productos intermedios v^ para t . 1 se llama na trio bipro-
porcional de coeficientes de insumo-producto corre sp endien­
te a t = 1 a una. matriz AB tal pie

AB > o

0 a. > 0J

-i ? 1 ri SJ -J ^1^Ui (-1')

m

E ri aió sd qd (1) ■ vá C1)
i = 1

Si se puede encontrar un par de Vectores
R = (r-^ r2 .... m) S = (S-^ S2 SQ) tales que satisfa­
gan estas condiciones, se dice que el problema de matriz t¿_
proporcional tiene solución.

Puede demostrarse bajo condiciones débiles que tal
solución, existe, que es única y que el procedimiento itera
ti ve que se utiliza para hallarla converge a ella.

3ste teorema se demuestre, comenzando por asegurar
la convergencia del método iterativo, lo o.ue asegura asi la
existencia de la. solución y una vez probada ote esta existe
se demuestra su unicidad.

Por lo tanto es conveniente presentar en primer
término él método iterativo y este puede verse con claridad
si se lo acompaña con un ejemplo numérico sencillo.

Sea para ello la matriz

*0,3 0,2
A = 0,2 0,4

0,1 0,2u J |100
y el vector de producción bruta Q L 75

I.lultiolicando cada coluirme de A por la producción
bruta correspondiente se tiene la matriz de transacciones
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T = 20
10

15
30
15

Sea además
terne <31 os proa t = 1

los vectores de insumos y pro dicto s in

u =
40*
60
50

y de productos intermedios v = 60, 70

M^odo £e solución 1er. Paso; Partiendo de la matriz r se
obtiene una primera matriz r-, que satisface las restriccio­
nes por fila correspondiente a t = 1.

Para ello se multiplica cada fila por una constan
te cve resulta del cociente entre el insumo intermedio co­
rrespondiente a t = 1 y el correspondiente a t = 0

2§_?aso Multíplice r ceda columna por un coeficiente numéri­

S1 =
26,667

24
_ 12
62,667 en

 h 5^
^

V
I VI V
 VJ

V
I,.

 • VI i 40
60
30

La nstriz
pero no por columna.

satisface las restricciones por fila

Por ello es necesario efectúa.r un

co apropiado pe. re- obtener una natriz r2 que satisface la. s
restricciones por columna pero no por fila;

T2 =
25,532
22,979
11,489

60

13,861'
37,4-26
18,713_

70

39,593
60,405
50,202

Ahora la matriz r2 satisface las restricciones por
columna., pero la forma de obtenerla hizo que se destruyeran
las condiciones por filas oue eran válidas pe. re r-^. Sin em­
bargo podemos ver oue como consecuencia de la aplicación an
terior del primer paso las surta s por filas son más próxina s
a los valoras de insumos intermedios que en la matriz r.

/■■hora el método consiste en aplicar reiterada y
alternativamente los pasos 1 y 2. .¿e obtiene asi la siguien­
te sucesión de matrices:
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25 , 926
22,325
11,412
'60,163

2 5,380
22,754
11,376
60,010

69,837n

14,074
37,175

45
60
30

14,120 40
37,246 60
13,624J 30
69,990

T +
25,856
22,763
11,381

u 60

14,107
37,262
18,631

70

39 ,963
60,025
30,012

T.
25 , 376

= 22,750
11,37!-

60

14,122
37,251
18,62?J

70

3 ,998
60,001
30,001

Puede verse que las na trices con subíndice impar
satisfacen las restricciones por fila y la s de orden per
les restricciones por columna. Además observando 2 matrices
de orden impar se ve que si lien no satisfacen 1 .s restric­
ciones por columna, cada vez se acercan más a la.s mismas. fc>e
observa igual hecho para las matrices de orden par y las res-
tricci ones por fi la .

Habiéndose obtenido la matriz T-g, donde las res­
tricciones por file, se satisfacen salvo error mínimo, se de­
cide dar por terminado el proceso, considerando que las dife­
rencias pueden ser menores que los errores probables de ob
servadón de los insumos.

El procedimiento seguido muestra que la natriz rg
es biproporcional a la matriz r.

Para obtener los coeficientes de proporcionalidad,
se tiene comparando las matrices r y rg que:

rl 30 S1 = 25 ’8?6 rl 15 s2 = 1*422
r2 20 S-j. = 22,750 r2 30 S2 = 37,251
r^ 10 S-, = 10 r5 15 S2 = 18,627

de los cuales, por cociente entre las distintas relacione s
se obtienen los siguientes valores:

r, = 1 r~ = r- = 1,319 S-i - 0,3625 S2 = 0,9414
1 ¿ 3 x c-

Para pe sar de la matriz de transacá ones a la ma­
triz de insumo-producto es necesario indicar la producción
bruta, correspondiente a t = 1. Por razones de comparación se
supondrá que Q (1) = Q (0) =

Luego, dividiendo cada columna de rg por la corres.
pondiente producción bruta se hallan los coeficientes de la
matriz de insumo-producto proyectada para t = 1.



- 4 -

AB = 0,259
0,227
0,115

0,189
0,497
0,24-8

T>
Cotejando las matrices A y A puede observarse

que los coeficientes correscondientes al insumo 1 son infe­
rí aces para AJJ que para. A, Esto es consecuencia de qte para
obtener igual producción bruta, fué necesario para t = 1 ura
cantidad menor del insumo 1 (40 v-, 45). En cambio los coefi­
cientes correspondientes a los insumos 2 y 3 son mayores ja-~p>
ra A ote para A porqué fué necesario en t = 1 realizar un
es'ot insumo para obtener la misma producción final.

¿Jota; La nomenclatura utilizada para este informe es la ri- 
guíente: 

aij = coeficientes de insumo-producto para t = 0

u^(0) = insumo intermedio daL bien i para t = 0

Ui(l) = " ** :: " H t = 1

V.(0) = producción intermedia para t =0u
Vril) = " ■■ •' t = 1u
<^(0) = producción bruta, del articulo j para t = 0u -


