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Est. - A

ESTADISTICA CURSO " A " la. 2a. y 3a. Conferencia
Prof. Dra. Clotilte Dula

ESTADISTICA

El termino Estadística tiene dos sentidos.

En el lenguaje común se usa generalmente como sinónimo del
término ” dato Así por ejemplo, se dice que hemos visto ” ostadís,
ticas de cereales cosechados Se hablaría con más precisión, en es_
te caso,si'se dijera e hemos visto "datos de cereales cosechados”.

El término ” estadística ” se aplica también a los princi­
pios y métodos científicos de descripción y análisis de datos numéri
eos.

El estudio de la Estadística es el estudio de los métodos
usados para coleccionar, presentar, analizar e interpretar datos cuan
titativos y cualitativos.

El estudio de la estadística agropecuaria, por ejemplo,con
siste en un examen de aquellos métodos que pueden ser especialmente
usados en el tratamiento de datos relacionados con las actividades a
grícolas y ganaderas.

Los métodos de análisis estadísticos se emplean en muchos
campos del conocimiento ; biología, psicología, bacteriología, educa,
ción, etc., pero su uso se ha extendido más rápidamente, en los ulti
mos arios, al campo de la Economía y el Comercio.

El objeto del método estadístico son los hechos o fenóme -
nos colectivos, porque o es la misma colectividad lo que nos intere­
sa o bien una muestra de ella que puede conducir al conocimiento de
la característica deseada.

Reunidas las unidades estadísticas debe realizarse el des­
pojo para obtener aquellos datos que constituyen el fin del releva -
miento. ” Despojar ” una unidad significa " repartirla ” en grupos se
gún la calidad o la intensidad de los caracteres o de las circunstan
cias que para cada una de estas unidades fueron determinadas.

Se trata entonces de formar, sobre la base de un esquema de
despojo, tantos grupos de unidades como modalidades " cualitativas ”
o " cuantitativas ” se desean estudiar.
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Un carácter se llama " cualitativo " cuando no puede ser in
dicado más que con expresiones verbales. Por ejemplo, la nacionali­
dad es un carácter cualitativo porque se expresa por la voz derivada
del país de origen de los individuos considerados.

Un carácter se llama " Cuantitativo " cuando puede ser ex­
presado por cifras. Por ejemplo, las estaturas, las edades, etc.

ni carácter cuantitativo puede variar d^ modo ? 1) conti -
nuo y 2) discontinuo.

Varía de modo " continuo " cuando al pasar de un valor' x a
un valor x t 1 puede tomar todos los infinitos valores intermedios.

Varía en forma "discontinua" cuando procede por saltos.

Son de variación continua s la estatura, el peso, la edad,
ya que fijados dos valores para cada uno de ellos, se puede concebir
la existencia de individuos que posean uno cualquiera de los infini­
tos valores intermediarios•

Son de variación discontinua? la población, la fecundidad,
medida por el número de hijos, porque crecen o decrecen de uno en u-
no, saltando todos los valores fraccionarios intermedios.

En el agrupamiento que se realiza para la presentación de
una observación estadística, referida a caracteres cuantitativos, de
be tenerse en cuenta las necesidades de la investigación que poste -
riormente debe realizarse.

Conviene realizar el despojo de las unidades encelases mas
o menos amplias. La amplitud de estas clases se llama " módulo ".

Cuando ,el módulo tiene siempre la misma
que la observación está *■  resentada en una serie
llama " plurimodular " cuando en la clasificación
de distinta amplitud..

amplitud, se dice
monomodular ” y se
se emplean módulos

A veces resulta necesario dejar abierta la primera o la ul
tima clase de una serie, o ambas a la vez en caso que ellas conten -
gan pocas observaciones, se dice entonces que estas clases son abier
tas. Cuando el límite inferior de la primera clase y el límite supe­
rior déla última clase están perfectamente determinados se dice que
ambas clases son cerradas.

Hemos dicho que en o los car.acteres observados en una in -
vestigación estadística pueden tomar una modalidad " cuantitativa "
o " cualitativa ". En el primer caso se los designa con el nombre de
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" variables " y en el segundo con el de "atributos "

Los caracteres observados pueden presentarse con distinta
frecuencia. Cuando cada carácter se presenta una sola vez se dice
que no hay ponderación, sobreentendimiento que ella es equivalente a
la unidad. Cuando cada carácter se presenta más de una vez, se dice
que la observación es ponderada.

EJEMPLOS?

N- 1.- Exportaciones Argentinas en 1950

Productos
X

Valores en millones de mr)n
y

de la Ganadería
de la Agricultura
Forestales
de la Minería
de la Caza y Pesca
Diversos artículos

2-703,>+
2.321,8 i

229,5 i
12,7
6,1

15^,1 i

caso de carácter " cualitativo " o " atributo "

NQ 2.- Estaturas de 300 hombres argentinos

Estatura
X

en cms• NQ de hombres
y

15o - 152 2
152 - 155- 6
15h- - 156 12
156 - 158 25
158 - 160 50
16o - 162 61
162 - 16>+ 70
16U - 166 ll-O
166 - 168 25
168 - 170 8
170 - 172 1

300

El ejemplo anterior trata de observaciones de un carácter
" cuantitativo " o " variable " cuyo agrupamiento se ha efectuado
por clases iguales, por tanto es una presentación " monomodular " y
ademas " cerrada " porque el primer y último intervalo tienen sus
limites bien establecidos.



3 .- Clasificación por edades de ?22 obreros de una fábrica

Edad en años
X

N^ de obreros
y

menos 13
18 - 21
21 - 2?
25 - 35
35 - ^5
h-5 - 55
más de 55

15o
280

75
10

i+
2
1

522

en este ejemplo tratamos con valores de una ” variable ” que se ha
agrupado en clases desiguales, es por tanto una presentación ” plu
rimodu.lar ” y además la primera y última clases son abiertas porque
faltan, respectivamente, los límites inferior y superior.

En los tres ejemplos se trata de observaciones ” pondera­
das ” estando la ponderación indicada en la secunda columna de ca­
da cuadro. El número que indica cada ponderación se/designa con el
nombre de ” frecuencia ” . Así en el ejemplo NQ 2 las estaturas com
prendidas entre 160 y 162 cms. se han presentado con una ” frecuen­
cia ” de 61.

CONCEPTO DE FUNCION ESTADISTICA * Si
En matemática el concepto de n función

ciendo; Si a cada valor de una variable x se hace
lor de otra variable la segunda variable es ”
mera.

” se expresa di -
corresponder un va.
función de la pri--

La variable x se denomina 11 variable independiente

El concepto estadístico de función no es distinto.

Si a los valores que expresan la edad de los obreros ha -
cemos corresponder el número de obreros, en el ejemplo NQ 2, el fe­
nómeno 11 edad " es la variable independiente y el ” número de obre­
ros H es la función; se dice que el número de obreros varía en fun­
ción de la edad o que es función de la edad.

Por analogía se extiende el significado de variable inde­
pendiente a los ” atributos ” aún cuando no tome valores, sino mo -
dalidades diversas•

Así se 'puede decir que se estudia la frecuencia do los in
dividuos en función del color "de sus cabellos; los valores de las ex
portaciones en función del origen de los productos; la renta en fun
cion del sexo, etc.



LAS. SER IES ESTA DI S TICAS DISTRIBUC IONES DE FRECUENCIAS^

Las sucesiones de cifras a que conduce el despojo y la
sistematización tabular se designan por ” series estadísticas ”.

En una tabla definitiva., la primera columna, expresa los
valores ( o clases de valeres ; de una variable x o la modalidad
d o un a t r i b ut o cua 1 i i a 11 ve. a

La otra o Las otras columnas expresan. las frecuencias o
las intensidades do un fenómeno v considerado como función de la
variable x o atributo respectivo.

tenemos así, cuatro series estadísticas, relacionando la primera
columna con cada una do los otras cuatro que indican frecuencias.

Ej. Producción de Tarta ..*o en toneladas

Años Mendoza San u cían Otras
regiones Total

■1) (2) (3) (>+) (5)
1933 80, C \5,o 25,Ü i,5o,o
1934- 78,0 5^,6 25,0 l>+8,0
1935 94-A L5,o >1,0 200,0

i 1936 123,0 81, o >+5,0 250,0
1937 139,1 _______________ 290,0

Los resultados de la observación de un carácter cuantita.
tivo ( variable ) dan origen a dos tipos de series estadísticas;
1) las series cronológicas, históricas o temporales cuando el fenó
mano estudiado en función del tiempo ( ejemplo anterior ) ;
2; las distribuciones de frecuencias que son el resultado de la ob
serva-cien, en un momento dado, de una masa de unidades distribuida
según la modalidad cuantitativa de otro fenómeno ( ejemplos N(- 2 y
3 ).-

En el curso que nos ocupa sólo trataremos de las distri­
buciones de frecuencias.

REPRESENTACION GRAFICA DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Los resultados del despojo, además de presentarse en ta­
blas y cuadros numéricos, pueden ser expresados por representacio­
nes gráficas. Estas tienen la ventaja de dar una visión rápida y
suficientemente exacta del movimiento del fenómeno aún cuando es -
te^expresado por series muy largas. Facilitan también la compara -
ción de fenómenos ^diversos, en otras palabras, las representado -
nes gráficas no sólo tienen una finalidad propia, sino que consti­
tuyen un óptimo instrumento de investigación.

La representación de una distribución de frecuencias pue 
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de hacerse gráficamente por medio de segmentos o de superficies.-
Habitualmente se emplea como referencia para el gráfico un sistema
de coordenadas cartesianas o

Sobre el eje horizontal ( eje de las x ) se mide la in -
tensidad de la variable independiente y sobre <1 eje vertical (eje
de las y) la intensidad de la función ( frecuencia )

í

( II )

y

( i )
ord nada

0 abscida x

(III) (IV)

í-y

El plano queda dividido en cuatro •-l-o*  -cita—-
les el primero es usa-do para valores'positivos de la variable y de
la función; el segundo para valores negativos de la variable y posi­
tivos de la función; el tercero para valores negativos de la varia
ble y negativos de la función y finalmente, el cuarto para valores
positivos de la variable y negativos de la función»

En el estudio de fenómenos colectivos, naturales o socia
les, que son objeto de la investigación estadística, es difícil que
se estudien fenómenos en función de variables con valores negati -
vos y es más difícil aún que se estudien funciones con valores ne­
gativos. Por esto resulta casi siempre usado el primer cuadrante.

No faltan, sin embargo, en Estadística, ejemplos de va -
riables que pueden tomar valores negativos. Se puede,^por ejemplo,
clasificar un grupo de mediciones o estimaciones, según la ampli -
tud del " error ” que lo perturba. En este caso, la variable ( in­
tensidad del error ) puede tomar valores positivos o negativos.

Clasificando un grupo de personas, se^ún el patrimonio
poseído, no puede excluirse que se hallen también individuos con
patrimonios negativos, gravados con un pasivo que supera al activo.
En este caso se usarán los cuadrantes 1Q y
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Veremos primero o± caso
ble independiente es discontinua.
tuada en las flores terminales de
recuento do número de estambres.

de representación cuando la varia
Se trata de una observación efec-
las plantas dedaleras mediante el

NQ de estambres
X

NQ de plantas
y

6 7
7 22
8 35
9 8

10 2
11 2

76

y i
35 !
30 ;
25 !

En éste ca.so,.se,.,trazan'si-jupíemelo, las ordenadas en co
rrespondencia- con los'valores'dé las variables.

20
15
10

■ 5
o

No corresponde"en esté caso unir los extremos superiores
de las ordenadas entre sí, por tratárselo variable discontinua;sin
embargo a veces para tener una visión más: clara de las variaciones
suelen ser unidos. ; '

También puede?1 representarse las: frecuencias, en este caso,
por rectángulos de base igual a la unidad y con s,u altura indicando
las respectivas frecuencias, como puede v-erse a continuación;
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en las cuales la variable independiente es continua
Ej. Mortalidad infantil en Rosario

Edades
X

de muertos
y

1 año
2 años
3 años
*+ años
5 años

736
182

92
58
*+3
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Coijj el intervalo de variación es de año en año ( eda­
des ) levantamos una ordenada que represente las frecuencias respec
tivas en el punto medio de cada intervalo. El diagrama resultante
puede completarse de dos maneras?

I) Como ” polígono de frecuencias ” trazando rectas que unen entre
sí los puntos marcados en las verticales.

II) Como "histograma” o diagrama de columnas, trazando segm. ntos ho
rizontales de recta por los puntos marcados en las verticales, lí -
neas estas que forman ahora los ejes centrales de una serie de rec­
tángulos representativos de las frecuencias.

Por lo general es más exacta la representación por hi£
togramas que por polígonos de frecuencias. Veamos ahora un ejemp
en el que los intervalos de clase no son uniformes, es decir que te
nemos una distribución plurimodular:

Indices cefálicos medidos entre niñas de 7 a 15 años

Indice cefálico en cms,
X

N2 de niñas
y

70 - ?2 (2) 7 ( 7 )
72 - 76 (4) 52 . ( 26 )
76 - 8o (k) 25^ ( 127 )
80 - 86 (6) 303 (101 )
86 - 92 (6) 26 ( 7 )

64-2
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Observando el ejemplo vemos que existen tres clases de mó
dulos distintos. El^primero de amplitud 2, los dos siguientes de am
plitud y los dos últimos de amplitud 6. Si consideramos el primer
intervalo como unitario, los dos siguientes representan el doble y
los dos últimos el triple de amplitud». Para que los rectángulos re­
presenten las frecuencias exactamente, deben ser tales que su super
ficie coincida con ellas. Para obtener tal resultado es necesario
que las frecuencias,de los dos segundos grupos sean divididas por
dos ( baso del rectángulo que las contendrá ) y sus valores así ob­
tenidos representarlos como ordenadas levantadas en los puntos me *
dios de los intervalos dados. En cuanto a los dos últimos módulos,
por ser triples que el primero, sus frecuencias para ser representa
das deberán dividirse por tres y proceder luego como en el caso an­
terior. La primer columna de números entre paréntesis del cuadro an
terior indican las amplitudes de los módulos, y la segunda columna
el resultado de haber dividido las frecuencias por 2 y por 3 según
el caso.

CURVAS DE FRECUENCIAS

Si los intervalos do clase se hiciesen cada vez más peque
ños y se aumentase al mismo tiempo el número do observaciones de mo
do que las frecuencias de clase permanecieran finitas, tanto el po­
lígono de clase, como el histograma, se aproximarían cada vez más a
una línea curva. Este límite ideal del polígono y del histograma,re
cibe el nombro de ” curva de frecuencia " y es un concepto de máxi­
ma importancia en Estadística.

En la curva de frecuencia el área comprendida entre dos
ordenadas cualesquiera es proporcional al número de observaciones
incluidas entre los valores correspondientes de la variable.

Así el número de observaciones comprendidos entre los va­
lores x-L y x2 de la variable, del gráfico adjunto, será proporcional

al área de la zona rayada en la figura.
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El numero de valores observados, mayores que X2 vendrá da.
do por el area de la curva situada a la derecha de la ordenada tra­
zada por X2 y asi sucesivamente.

TIPOS CORRIENTES DE DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Las formas que presentan las series de datos son casi in­
finitas en su variedad, pero ofrecen un número relativamente peque­
ño de tipos simples.

Mediante estos tipos simples pueden hacerse, muchas veces
el análisis de distribuciones más complicadas.

Los tipos básicos son cuatro?

1.- distribución simétrica
2.- distribución moderadamente asimétrica
3*-  distribución muy asimétrica o en forma de J
¡+w- distribución en forma de U

1.- Distribución simétrica

En este tipo de frecuencias de clase van disminuyendo has,
ta cero, de manera simétrica, a uno y otro lado de un valor máximo
central.

El gráfico siguiente da una idea de la forma ideal de es­
ta distribución?

Esta forma simétrica pura es relativamente poco frecuente.
Las series biológicas y antropométricas, especialmente las que con­
tienen medidas lineales, tales como alturas, más bien que medidas de
dos o tres dimensiones como la circunferencia toráxica o el peso,con
ducen a distribuciones de frecuencias que son casi simétricas.

Representando los datos en el ejemplo N2 2 tenemos?
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A
y '

2.- Distirbución moderadamente asimétrica

En este caso las frecuencias de clase disminuyen^con rapi
dez, notablemente mayor hacia uno de los lados del valor máximo que
al otro como ocurre en los casos representados a continuación;

Estas son las formas más corrientes de distribuciones de
frecuencias, presentándose ejemplos de ellas en estadísticas de las
más diversas fuentes.

Las distribuciones de frecuencias que se estudian en las
ciencias sociales son asimétricas y a menudo hacia la derecha. Solo
raramente se.encuentra una distribución de frecuencias asimétricas
hacia la izquierda. Las curvas asimétricas reciben también el nom­
bre de " oblicuas ".

Hemos de considerar, oportunamente, la asimetría con ma­
yor detenimiento y examinaremos diversos métodos para medirla.en par
ticular veremos que la asimetría tiene un signo y podemos ya indicar 



que la asimetría se llama ” positiva ** si la rama más larga de la
curva esta a la derecha y " negativa " si está a la izquierda.

Ejemplos : IV Censo Escolar

Edad de las madres
con hijos de menos de 22 años

---------------- ------ --------- ------
N2 de madres

en miles
yX

18 - 20 67 x(5) 33520 - 30 1+4-1
30 - >+o 717
1+0 - 5o 501+
5o - 60 215
60 - 70 1+2

! 70
i--------------------

- 90 7 ¡(2) 3,5
es caso de asimetría positiva.

Ejemplo de asimetría negativas

Poda de viñedos
i ,

Posición de
la yema

Racimos por
yema

X y
1 i
2 i i
3 5 !

\ 1+ 13 !
1 5 19
! 6 7

20

0 1 2 3 5 6- X

1f
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3»- Distribución en forma de nJ”

En este tipo de distribución las frecuencias de clase van
creciendo hasta un valor máximo situado en uno de los extremos del
campo de variación, como en la figura que sigues

Puede considerarse como una forma límite del tipo anterior
y en realidad no siempre pueden, distinguirse entre sí las distribu
clones de uno y otro tipo por métodos elementales si n.o se dispone
de los datos primitivos.-

En estadística económica, esta forma es especialmente ca­
racterística de la distribución de la riqueza en la población glo -
bal, como lo demuestran los datos del impuesto sobre la renta y del
valor de las propiedades

La curva a que el fenómeno de las rentas da lugar se lla­
ma J’curva de Pareto” en honor a Vilfredo Pareto que llamo la aten -
ción de los economistas sobre ella y semeja una “J” a la inversa.
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Ejemplos;

Rentas globales

Rentas en m$n de contribuyentes
yX

1.000 a 2.000 32.518 32.518
2.000 a ¡+.000 >+7.202 : (2) 23.601
^-.000 a 7.000 5.502 : (3) 1.83^
7.000 a 10.000 1.866 : (3) 622

10.000 a 15-000 1.085 : (5) 217
15.000 a 25.000 670 : 0-0) 67

más de 25.000 645

25.000

11.

*+.- Distribución en forma de "U"

Este tipo de distribución presenta los valores de frecuen
cias máximas en los extremos del campo de variación y un mínimo ha­
cia el centro, como se ve en la figura siguiente:
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Se trata de una forma de distribución rara pero interesan
te por el contraste que ofrece con las anteriores.

Ejemplo; Mortalidad entre 3 y 17 años en Rosario (1926)

Edad
X

NQ de muertos
y

Edad
X

N2 de muertos
y

3 18 11 8
b- 13 12 8
5 11 13 8
6 8 1^- 9
7 8 15 98 8 16 1>+
9 6 17 20

10 7



Otras formas de las distribuciones de frecuencias.

a) Formas truncadas:

17

Los cuatro tipos que hemos considerado se presentan, a ve
ces, en forma incompleta.

Ciertas limitaciones en el campo de variación pueden ori­
ginar una especie de truncamiento en uno u otro de los extremos:

No es raro que, en especial, las variables discontinuas
den lugar a irregularidades de esta clase.

b) Distribuciones complejas:

La tabla que sigue nos da el número de. dtí'unciones de va
roñes argentinos en Rosario (1926) por grupos de edades, ■

Edades
X

Defunciones
y

Edades
X

Defunciones
y

0 - 5 68? 45 - 50 58
5 -lo 40 50 - 55 60

10 -15 38 55 - 60 58
15 -20 72 60 - 65 41
20 -25 75- 65 - 70 39
25 -30 66 70 - 75 21
30 -35 57 75 - 80 17
35 -4o 65 .80 - 85 3
4o -45 55 ; 85 - (0

i------------
3
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Como se ve en el histograma, la distribución tiene cua
tro máximos, en los grupos de edades? 0 - 5? 20 - 25; 35-^0 ;
y 5o - 55.

Sin detenernos en el detalle de esta curva de mortali­
dad 3 podemos notar que la elevada frecuencia del grupo inicial se
debe, indudablemente al fuerte coeficiente de mortalidad infantil

El máximo para las edades 20 - 25 podría atribuirse a
la tuberculosis; el que corresponde a los 35 - ^0 años al cáncer
y para 50 - 55 a la arterieesclerosis*

Podemos, por otra parte, considerar a la distribución
como formada por la combinación de varias distribuciones? una en
"J" inversa para los primeros años, otra truncada desde los 10 a
los 305 la que sigue asimétrica desde los 30 a los Uü y finalmen
te otra truncada desde los *+0  hasta las edades extremas.

Este es un ejemplo del hecho que una distribución com­
pleja puedo a veces, ser descompuesta en otras más simples. En
particular este tipo de análisis tiene importancia en los estudios
acutuariales y en investigaciones sobre causas de muerte.

METODOS DE ESTUDIO DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

z La clasificación de los datos cuantitativos y la elabo
ración de una distribución do frecuencias constituyen una de las
etapas mas importantes de los trabajos de elaboración y análisis.

t zPor medio de la clasificación puede ser revelada la os,
tructura intima de los datos y puesto de manifiesto la armonía
que es esencial exista en toda masa de materiales.
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Pero todo esto es tan solo el primer paso en el análisis ess
tadístico, restando aun encontrar métodos propios para medir y expre­
sar mas concisamente las características mas importantes de un conjun
to de datos»

Para ciertos propósitos, la propia distribución de frecuen­
cias, debe resumirse y condensarse, destilando su esencia, por decir­
lo así, hasta dejarla reducida a tres o cuatro números expresivos.

Si cada distribución de frecuencias constituyera un proble­
ma nuevo jr único, que obedeciera a leyes particulares en cada caso,
presentaría su estudio enorme dificultad, pero, afortunadamente no oai
rre así3

Los datos cuantitativos, aunque procedan de campos diferen­
tes, al agruparse cu las distribuciones de frecuencias, muestran algu
ñas características co nanos que obedecen a ciertas leyes generales,La
experiencia adquirida -n uno cualquiera de los campos de procedencia
de los datos, constituirá, por lo tanto, una guía segura para los tra
bajos que se realicen en los demás„

La uniformidad en la manera de conducir las masas de datos
hace posible el desarrollo de un mé'todo general para ordenar, analizar
y comparar medidas realizadas en los campos más diversos de la inves­
tigación científicac

El primar pazo pura hnner inteligible una serie de observa­
ciones consiste en resumir los datos de la respectiva distribución de
frecuencias, Pero esto no basta en la práctica, especialmente cuando
se deben comparar eos o más series.

Tenemos que avanzar más para poder definir cuantitativamen­
te las características de una distribución de frecuencias mediante
unos cuantos números, tan pocos como sea posible*

Debemos recordar que, generalmente, las distribuciones pro­
cedentes do materiales semejantes presentan formas parecidas y el
empleo práctico de las diversas medidas estadísticas que examinaremos
ahora se basan, precisamente, en esto hecho.,

Ya hemos visto como se distribuyen, a lo largo de una escala
de valores correspondientes a la totalidad de las observaciones, los
valores de las frecuencias,..

La distribución de frecuencias puede estudiarse por la elec
ción de un solo valor de la escala que represente perfectamente el to
tal do la distribución y puesto que las frecuencias varían, es eviden
te que debe elegirse aquel valor que se presente mayor número de veces
o en otros términos el valor de la variable para el cual tiene lugar
la concentración máxima. Este valor constituye una ” medida de tenden
cia central n de la distribución. Así el grupo de renta al que corres
ponde el húmero de rentistas sirve para representar la distribu
ción.
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Se observa que este valor más corriente, es tan solo una de

las diversas medidas posibles de la tendencia central de una distribu
ción dada.

Estas medidas según sus características particulares se cía
sifican en " promedios"y ” medidas de posición11.

Un valor representativo singular, tal como el citado, tiene
muchas aplicaciones, pero no muestra, por sí mismo, diversos aspectos
que se relacionan con la distribución,

Reviste gran importancia el carácter de la distribución al­
rededor del promedio pues puede ocurrir que los casos tabulados se con
centren apretadamente o se dispersen ampliamente.

Por ejemplo

La propiedad representativa de un promedio depende de como
se ajustan a él estrechamente los demás valores, o sea del grado de
concentración alrededor de la tendencia central. Por tanto, debe com­
plementarse el promedio con una 11 medida de variabilidad " o de " dis
pensión " alrededor del valor central.

Deberá estudiarse detenidamente, el grado de simetría que la
distribución presenta, porque es sumamente importante conocer si exis
te igual distribución de casos a cada lado del punto de máxima conceñ
tración o si la curva se extiende hacia un lado más que hacia el otro.
Cuando la curva no sea simétrica, habrá que determinar su grado de asi
metría y para ello se emplean las " medidas de asimetría ",

Es posible también medir el grado de agudeza de las curvas
de frecuencias. Esta característica se denomina " kurtosis " y su me

dida constituye la etapa final en el estudio de una distribución de
frecuencias.
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Una vez realizadas todas estas medidas? está encauzada la
labor del análisis estadístico9 pues la masa de datos originales se
han destilado produciendo tros o cuatro medidas de gran significación.

Estas operaciones no sólo nos revelan las características
de la distribución dado sino que facilitan las comparaciones con os­
tras análogas.

Sería3 por ejemplo9 imposible efectuar la comparación de
las cifras no ordenadas de las rentas de 10«000 rentistas argentinos
con datos análogos de Estados Unidos*

Pero si hallamos un valor de renta promedio o valor más re
presentativo para cada nación y realizamos un estudio de las distri­
buciones de las rentas alrededor de cada valor central., habremos en­
contrado una base sólida en que apoyar nuetro estudio comparativo.

Llamaremos valores medios3 en general, a aquellos deducidos
por cálculos sencillos9 de primera aproximación3 en el menor número
posible9 pero con la mayor significación^ que fuesen suficientes para
representar lo que hubiere do más importante en la distribución consi
derada.
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"st. "A”
42 y 52. Conferencia

PROMEDIOS Y MEDIDAS- DE PRECISION

De cualquier modo que definarnos un promedio, debe tenerse
muy presente que es siempre un valor de la variable y*  que por tanto,
tendió necesariamente las mismas dimensiones que ella, es decir, si
la variable es una longitud,su promedio será una longitud; si la va­
riable es un porcentaje, su promedio será un porcentaje.

Pero hay diferentes maneras de definir la posición de una
distribución de frecuencias, estq es, hay diferentes formas de prome
dios y surgen por tanto estas preguntas: Con qué criterio hemos de
juzgar los méritos relativos de las diferentes formas de promedios?
Cuáles son, en realidad, las propiedades que deberá reunir un buen
promedio?

a) En primer lugar un promedio debe estar rigurosamente d^e
finido y no ser susceptible de distintas interpretaciones. Un prome­
dio que fuese simplemente una estimación dependería tanto del observa
dor como de^los datos.

b) Un promedio debe basarse en todas las observaciones efec
tuadas. En oaso contrario, no sería en realidad una característica de
toda la distribución.

c) El promedio debe ser sencillo y claro, es decir que no
debe- tener un carácter matemático demasiado abstracto.

d) Es importante que el promedio elegido se preste fácilmen
te al cálculo algebraico. Si por ejemplo se dan dos o más series de
observaciones procedentes de materiales análogos, el promedio de las
series combinadas debe poder expresarse fácilmente en función de los
promedios de las series componentes. Si una variable puede expresarse
como suma de dos o más, el promedio del cohjunto debe poder expresar­
se en función.de los promedios de los respectivos sumandos. Una medi­
da que no permita establecer simples relaciones de esta clase es casi
seguro que tiene aplicación muy limitada.
CLASIFICACION DE LOS PROMEDIOS

Los promedios se clasifican en dos grandes grupos:
I.-  Aquellos que dependen del orden de los elementos. Permi

ten comparar tantos conjuntos de elennatos cualitativos como cuantita
tivos. Se los designa con el nombre de "medidas de posición”.

II,- Los que dependen de la magnitud de sus elementos, Se los
designa con el nombre general de promedios. Opina Lucien March que es,
tos valores permiten comparaciones más precisas que las medidas de po
siclón, cuando los elementos son cuantitatiyos.

funci%25c3%25b3n.de
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Son medidas de posición: el modo, la mediana, los cuartilos
decilos y centilos

Son promedios: la
media armónica y las medias
ca, etc.)

media aritmética, la media geométrica, la
de precisión (cuagrática, cubica, cuárti-

MEDIA ARITMETICA.
Concepto:La media

variable xi? X2, X3,.,.....
dir la suma de sus valores

aritmética de una serie de valores de una
aN, en número de N es el cociente de divi

por el número de las variables considera­
das .

Llamando X a la media aritmética, resulta;
N

X. X1 , X2 ■ ------- - XN _ 1/n£Xí
N i=l

(1)

Se utiliza también el término "promedio"' ó "media" para de­
signar este valor.

En el caso de distribuciones de frecuencias la media aritmé
tica se define de igual forma pero en su expresión matemática debemos
poner en evidencia la frecuencia (ponderación) que corresponde a cada
valor de la variable, en la observación.

Así si tuviésemos los valores de las frecuencias y¿ en co­
rrespondencia con los valores X¿ de la variable.

■ Xi yi *1 yi

X1 X1 yl

X2 y2 X2 y2

X3 y3 X3 y3
0 • • o 0 • • • ■ 0

Xn yn
L . ___

XN yN

N

yi
X- X. y±

i 1 . . _  -
Por definición resulta:

N

X*!  yi<-x2 y2i-............4. y„_ *1  X

yl Y2 + + yN N
Z. yi
i = l
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Ejemplos: NQ 1 (Caso sin ponderación)

X

6
I X
a
48

Ejemplo ; N2 2 (Caso ponderado)

X y xx !
3 2 6

10 15 150
14 11 154
40 2 80

30 _ 390

Propiedades de la media aritméticas

í.- La suma de los desvíos a la media aritmética es igual a
cero. .

Vamos a demostrar que, en el caso sin ponderación, es
N N

Desarrollando el paréntesis;
_ N N

N X  V X. - > x.
Z 1 4— i

i-1
y en virtud de (1)

N N N
E xi E Xi - >- Xi =■ 0

i - 1 i - 1 i = 1
En el caso po.rderado, deberá verificarse:

N N
E (x “ Xi)yi - xiyi x o

i — 1 i - 1
Desarrollando el primer miembro

- N N
x E yi - E xiyi - 0 (3)

i - 1 1-1
En virtud de (2) resulta
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Ejemplos N2 1

N N .
x y i
i-i

Z Xiyi -
i“ 1

Por tanto (3) puede escribirse
N N N

U•H
í>»•H

U
! E • y± - xX y i - o

ixl 1-1 1x1
que es lo que queríamos demostrar.

(4)

Xi

!i 
’

’lx•H 
!1

6
8
9

11
14

3.6
1.6
0.6

- 1.4
- 4.4 X -_48______-

48 - 5.8
- 5.8

_____ 0____

- -9.6
5

N° 2

X - 390
«■B

¡ Xi yi xiyi
r".............. “ T ’

•H
X
1

XH•H xiyi
1 3

2 6 10 20
! 10 15 150 45

14 11 " 154 -í -11
40 2 80 - 27 -54

30 390 65
-65

-------------------------------- —
0

30

2.-  La suma de los cuadrados de Ips desvíos, respecto de la
media aritmética^ es un mínimo^

Para el caso sin ponderación, demostraremos ques
N 2

(X- Xi) = mínimo
1-1

hacemos X - X¿ = xj_ simbolizando como antes por a los desvíos y
desarrollando el cuadro anterior, se tiene;
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N N' N ■ N

V 2  -2 ~ - V- 2
/ xí =¿_X -,2/_ X XH-Z X±
i-=.l i-1 i — 1 i-= 1

- n x^ - 2 x y- x1 4- y xj
¿Ti 171

por ser en virtud de (1)  N
N X-- ¿X_.

i- 1
reemplazando este valor en el segundo término del segundo miembro de
la expresión anterior, podemos escribir:

N N
V 2 _2   2
L Xj - NX - 2 X N.X X±
i-1 ’ i-1

reuniendo los dos primeros términos del segundo miembro,, resulta

Si en vez de trabajar con X, lo hacemos con X - a resulta;
N N
y (X - a - Xn2 - y 2 2 2 -
/_ (X 4- a+Xi 1 2X a - 2 X Xi -2 a X±)
i-1 i-1 N N N

-2 2 V 2 - -V^.x-
- N X l’N a -I- Xí - 2N X a - 2 X/ Xj_ - 2a ¿1 Xj_

N  i - 1 1-1 i~l
reemplazando 2Z X^- N X como hicimos antes en virtud de (1) se
tiene; i = 1

N _ N
y (x - a - Xj,)2- N x2+ N á2 yxi- i' a - 2 X N X - 2"§KN X
i = 1 i-1 \ \
reuniendo los términos semejantes nos queda?

y (x - a - X±)2 - y X? - N X¿a2 N (6)
i=l i-1
Comparando resulta que

(5) < (6)

puesto que en (6) aparece sumado un- término que es positivo por conte
npr a2 multiplicado por el número de observaciones, luego la expre­
sión (5) cumple la condición de mínimo.

Para el caso ponderado, tenemos,
N  N

(X - Xj_) yi - H xi yi - mínimo
irl ir.l



2 2yi
i=.i

- 2y±
i=l i=l

N
(2) resultaEn virtud de

i-1

i=l
por ser se

N

1=1
tenemos;Si como hicimos

a2q-xf±2 X a )a - 2 i -
N N

1=1

1-1

1=1la 1

tal

N

2

vez de X,

Xl2

xf

reemplazando
N

(X t a

y±
N N
¿ X Xj.yi-1- X.
1=1 id

N N

(8) < (9)

luego la (8) cumple la condición de mínimo

desarrollando;
N 2 J
X xr y i = X
1=1 i=i

- X2

X^.

1=1 i=l
términos del segundo miembro

N
X X<t2a
1=1 ‘

i

X Xj.il 2 X± ^i

JI 2
Z. Xt
1=1

trabajamos

xi y i = X,i=i.

y± - x2

con X- a en

desarrollando el cuadrado;
N -2yt = XI x¿

i=i
_ ? N

y i = x >_
i=i

_ N
Z yj_-2XxXyi± 2aXX y i
1=1 ÍT1 1=1

O
- *1)  yi

2¿
1=1 i=l * " 1=1 -

haciendo la sustitución de valores expresada en (7)
N 2 _pn nN N _ , _ N _ JL

X xiyi =X J" yj-l- a2 X yñ-í-X xfyj^'2 Xa
1=1 O 1=1 1=1
reuniendo términos semejantes, resulta?

No 1 2
X xi yi = x-:
i=i 1 i=i 1

Comparando resulta que;

N_
- 2Xa L yi-2x

- yi
i=! f

esta expresión en la fórmula anterior, se tiene;
o _oJL ___ N N

xí yi = x
i=l

reuniendo los dos primeros
me jantes resulta;

N 2
xi y i =

i=;
antes,

N

N
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Se observa como el valor de la suma de los desvíos al cua
drado es mínima cuando se calculan respecto de la media aritmética.

Ejemplo NQ 1

Xi F- 11

! XI | i i
X F-

2
xi x.{=X'-Xi (xf)2 r " ■ .................

,=X”-Xi 2 •'
(^l") ¡

6 3,6 12,96 3 9 4 16
8 1,6 2,56 1 1 1 2 4
9 0,6 0,36 0 0 1 1

11 -1,“+ 1,96 -2 4 -1 1
14 -4,4 19,36 -5 25 -4 16 •

48 37,20 39 38

X = = 9,6 X' = 9 X" - 10
1

Ejemplo N9 2

Xi n Xi^i xi
24^1

2(Xi')2
r....
(xJ^i

—
x¿' (x¿')2aj

3
10
14
40

2
15
11

2

6
150
154

80

10.
3

-1
-27

100
9
1

729

200
135

11
1458

9
2

-2
-28

81
4
4

784

162
60
44

1.568

13.
6
2

-24

169
36

4
576

338:
540:
441

1.152;

X
30 39 0 18o4

X' = 12
1.834

________ J
X»

____
= 1

i
2.0741

6

En el caso ponderado ocurre lo mismo, es decir que es mi
nima la suma de los desvíos al cuadrado calculados desde la media
aritmética.

3.-  Si se suma o resta, un valor,constante a los valores de
la variable observada, la medj,a arjtmetiqa de los nuevos valores es
igual a la media aritmética de los valores primitivos aumentada. _ o
disminuida en la cantidad constante.

Indicando por X! a la media aritmética de los nuevos va­
lores y por h la constante que se suma o resta, se tendrá?

X' = X i hz
En efectoj para el caso sin ponderación?

N _N
• X (X-i i h) 2_X. Nh

_ i=l i=l \ 
X' - ----------- ------- — ------------- --------

N N N
simplificando, resulta;



X' - X ± h
Para el caso ponderado?

X1 - X - h

29

N N N
zl (X1± h)yi >_Xiyi + h^_yi

1=1 1=1 1=1

X» = xth

Ejemplo NQ 1
...................................................... ■ ..................

X X’ = X4-3 x ” - X - 7

6 9 -1
8 11 1
9 12 2

11 14 4
14 17 7

48 63 ■ _ _13
X =-^_« 9,6 X‘ = X-!-3 X*  ’ = X - 7

5 Y Í - 6,3 £ X’ ’ e, 13- - 2.6
5________ _________________ ___

Ejemplo NQ 2
X y Xy X‘eX-l-3 X’y X” = X - 14 X" y i
3

10
i>+
40

2
15
11

2

6
150
154

80

6
13

43

12
195
187

86

- 11
- 4

0
26

-22
-60

0
52

30 390 480 -82
52

= 13 J O
|O

|H 51
ro

u 
n

1>< 
IÑ - 16'

X"= X -
x'u z32=

30

14
-1

-30
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CALCULO DE LA MEDIA ARITMETICA

Vamos a considerar el caso general;
N

iol
X~~F~~

y±
isl

que comprende como caso particular al promedio de una observación
en que todos los valores de yj_ se igualan aló también cuando to
das las frecuencias son uniformes es decir que la ponderación es
constante.

METODO BASICO
Es el que ya hemos aplicado en los ejemplos anteriores,

donde para facilitar las operaciones se disponen los valores en un
cuadro como el que sigue?

i X1 y± *i y±

N
n X± y±

X -----------------------
N

>_ y ±
1=1 1

X1

x2

x3
a

•
XN

i______ H
<<

 << <
< ■

H
- ¡21 ■ M H

1 ¡ X X •
 • •

 X X
 X :

! UJ ro H i • << I . Í2J co no
 F—1

i ; ' __ 
__

__
_

METODO ABREVIADO
~~ El cálculo de la media aritmética suele ser bastante labo

rioso sobre todo cuando las frecuencias son elevadas.
Puede sin embargo simplificarse notablemente mediante un

cambio de origen de la variable, en virtud de la ultima propiedad
estudiada*

Para ello se elige un valor conveniente de la variable
como origen aribitrario y se calcula la media aritmética (que sim
bolizaremos por m) de los desvíos entre los valores de.la variable
y el valor elegido como origen arbitrario. ,■■ ?

Esta inedia aritmética m, sumada al valor elegido como o-
rigen, da la media aritmética buscada.
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/ n n simplicidad.del cálculo depende del .acierto en la elec

ción del origen arbitrario y por lo general es mas conveniente el va
lor central del intervalo de clase al que corresponde la mayor fre­
cuencia.

Jí N
L xiYi 1 (XjL - Xj) yt
iel 1=1m r —----------------- —-----------------------------

N _N

xi
—

Yi *1 s Xi - Xj xi Yi
Xi yi X1 tal . i i

X1 Yl
x2 y2 x2 «m x2 - Xj x2 Y2

x3
9

y3
•

x3
*

tai •-x3 - Xj
9 •

x3 y3 ;

• i

•

X3
9

9

yj
9

xj
•

Xj - Xj
0 •

•
X3
• •

•
xw

0
Yn

•
XN

0 0
XN - Xj

a
XN

9

yN

N
r Yi
1=1

N
xi

i-1 h--------
71

N
k xj y±
lal

?_ Yi
1=1

m» X -■ Xj
luego: 

X= m +- Xi
Hasta aquí hemos considerado siempre que los intervalos' de'

clases fuesen iguales, es decir que se trate de distribuciones mono-
modulares y que la amplitud del intervalo se reemplaza por su valor
central a los efectos del cálculo<

En este mismo caso es aún posible simplificar mas los caí
culos, puesto que siendo todos los desvíos múltiplos de la amplitud 
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del intervalo, al dividirlos por ella, se tiene la serie natural de
los números en los dos sentidos a partir de cero que corresponde al
valor que se elija como origen arbitrario.

f Teniendo en cuenta esta observación, no es necesario rea­
lizar calculo alguno sino simplemente situar la serie natural de ios
números en ambas direcciones con signo negativo en la parte superior
al valor cero y positivo en la inferior.

n
yi

i=l
s hm

n
yii=l

= (X -m

plurimodales

xi

J ; h
u

el procedimiento de cal-
pero debe tenerse especial cuidado al realizar el

En el caso de distribuciones
culo es similar,
cambio de origen.

Ejemplo? Calcular la media aritmética en el siguiente ejemplo
por los tres procedimientos explicados$

El resto del cálculo es idéntico al caso anterior pero se
opera con valores más pequeños.

Al valor medio m así calculado hay que multiplicarlo por
la amplitud del intervalo, para expresarlo en unidades iguales alas
de los valores de la distribución y naturalmente sumarle el valor de
la variable que se tomó como origen. El cuadro de cálculo es el si­
guiente? ___

Xi y i

; 
1 

i

! 
•<—

t
i X

 
1

! 
! 

!

i

. 
____

!

xi x¡

X1 h X]=(X] .. Xj):h Vi

X2 n X2=(X2 - Xj):h X2 y2
• •
•

• •
XJ Xj Xj=(Xj - X.):h Xj Xj
• € • . •
• ■ t • •

Xn yD Xn=(Xn-Xj):h xn Xn

i INDICES
¡CEFALICOS

NUMEROS DE
ALUMNOS

PRIMER
METODO

SEGUNDO
METODO

TERCER
METODO

1 Xi
il

*1 X| Xf Xi y¡ XJ - X| - 81 x; y. Xn „ X: -’81a, - - !
’ h X"i y¡

í 70^72 71 1 71 71 -10 -10 -5 -5
1 72-74 73 1 73 73 - 8 - 8 -4 -4

74-76 75 6 75 450 - 6 -36 -3 -18
76-78 77 14 77 1078 - 4 -56 -2 -28
78-80 79 21 79 1559 - 2 -42 -1 -21
80-82 81 23 81 1853 0 ^.52 0 -76
82-84 83 14 83 162 2 nr 1 u
84-86 85 8 85 680 4 32 2 16
86-88 87 2 87 174 6 12 3 6
88-90 89 1 89 89 8 8 4 4
90-921 91 1 91 91 10 10 5 5

92 7390' 90 45
-62 _________ ... -31
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X = = 80,326
92

X = X' •+• 81 -  6|----- 81 = - 0,67^ 81 = 80,326

x = hX"4-81 =—31_. 2+ 81 - -o,337 x 2 V 81 = -0,67^-!- 81 - 80,326

Observaciones
----------- . ■ flT’—--------------------------------

La media aritmética se emplea en general cuando se desea en
contrar un valor que este en relación con la totalidad de una obser­
vación.

z Debemos sin embargo tener muy presente que la media arit -
metica esta influenciada por«los valores extremos y los cercanos al
valor central. A veces esta característica perjudica la solución del
problema.

Vamos por ahora sólo a constatar prácticamente esta influ­
encia^ dejaremos para mas tarde considerar la conveniencia de su e-
leccion en comparación a otros valores medios.

Xi yi xi yi

320 3 960
500 16 8000
700 9 6300

2030 2 >+000

30 19260

X = 6^2

Xi yi Xi y±

320 1 320
500 16 8000
700 9 6300

2000 4 8000

30 22620
—— --- ---------

x - = 75^
30

Existen otros valores medios que no sufren las influencias
de los valores extremos. En cada caso debe decidirse qué valor me­
dio se calculará según convenga o no al problema por resolver la in
fluencia7 de los valores extremos.



Est. A

6a. Conferencia

MEDIA GEOMETRICA
Concepto? La media geométrica, que simbolizaremos por M , de una

serie de valores de la variable; g

(1)

(2)

4
(3)X

■ N
10g Xi

i-1
^i

Xi, X2, X3,
se define por la relación?

yY2
X2 ■

de la variable se observa un cierto número
M

Mg

o-en forma logarítmica?

nz--------------- ------------__---- vi____
Mg-= yXjL. x2. X3. ............xw =V^ x,

definición que puede expresarse en forma logarítmica
N

log X±

log Mg - _1
6 N

iti

log. M = _1_ £
B N i=l

es decir que el logaritmo de la media geométrica de una serie de va
lores es la media aritmética de sus logaritmos.

En el caso de una distribución de frecuencias, como cada valor
de la variable se observa un cierto número de veces^yj, resulta:'

N

?ropiedades de la media geométrica

L.- La media geométrica es menor que la media aritmúti-cav_.a pilcadas
ambas para los mismos valores de- la variable.

Demostraremos que M X
o

Supongamos que X^ y Xq son respectivamente los valores mayor
y menor de la variable. x

Sea a/2 la diferencia entre la media aritmética y la media geo
métrica de estos valores. Se verificara entonces que;

XN t Xi XN X1 -4 a/2
2
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Xn ■» X1 = 2 XN Xj. + a
Despejando el valor de a;

a - - 2 y”xjj~Xi * Xj mí Xjj - V”^l)

Por consiguiente si a es igual a un cuadrado resulta positi
va y también lo sera a/2

Si fuese Xj¡ - Xi entonces resultaría a=0 y por tanto a/2«0
En virtud de estas relaciones, resulta?

xn t xi
-------ñ-------- V XN

Si se sustituyen los valores Xw y Xj_ por Xn,^ Xl,
, 2

fecta el valor de la media aritmética de toda la serie.

no se a-

Sin embargo, el valor de la media geométrica aumenta porque,
como vimos, cuando x^-4-XT resulta?

xn + xi \rv~■r' ■■ 2 J > V XN X1

y se tiene que la contribución de (Xn * Xj)2 a la media geométrica
2

es mayor que la contribución original de XN Xj_

Repitiendo este proceso reiteradamente para el mayor y el
menor de los valores restantes se obtiene un valor cada vez mayor
para que se aproxima a X

Cálculo de la media geométrica" 1 ..... -- -----------
En pocos casos puede prescindirse para el cálculo de la me­

dia geométrica de los logaritmos, veremos por^tanto, esquemáticamen
te el procedimiento a seguir, utilizando la fórmula (M

Se tiene el siguiente cuadro?

Xi yi Log Xi Yi Log Xi

X1
x2
•
•

xN

n

•
•

yN

Log Xi
Log X2

•
•

Log Xn

yi log XX
y2 log X2

•
0
•

yN log XN

¿ yj.
i=i

_n
4^yi logxi

Log Mg
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z En caso de tener intervalos de clase, se procede como para el
calculo de la X, es decir, se sustituyen los valores del intervalo
de clase por el valor central.

Log M - ^^£1^+2^110 _
S " 309

Ejemplos Multas impuestas en la Oficina Química

Multas en m$n
Xi

Números de multas
yi Log Xj,

----------------------
Yi log X±

20
50

100
200

¡ ___________

20?
7>+
2h-

*+

309

1.301.030
1,698.970
2,000.000
2,301.030

269,313.210
125,723.780
*+8,000.000

9,20*+.120

*+52,2*+2.110

Mg - antilog 1,*+63.566  = 29,078

Observaciones
------------------f -AlCAHK'-ff ------ -

Se utiliza la ^media geométrica especialmente en la estadísti
ca económica, aplicándola a los números índices de precios, en los
que adquieren la mayor importancia las variaciones relativas.

Un alza de precios representada por el cambio de 50 a 100 es
tan importante como un alza de 100 a 200. Pero esta equivalencia no
se manifiesta en la media aritmética que concede doble peso al se­
gundo de estos cambios porque opera por diferencias en vez de hacer
lo por cocientes.

Un ejemplo frecuentemente citado es el de dos casos de varia,
ción de precios uno que representa un aumento^de 10 veces el precio
de 100 a 1000 y otro una disminución de una décima, de 100 a 10

la X de 1000 y 10 es JOJ; la Mg es 1000x10 =100

Cuando se usa como promedio la Mg, esta nos hace ver que las
razones de cambio_.se compensan mutuamente, resultando completamen­
te incorrecta la X como promedio de relaciones entre los cambios de
precios.

Existe para la aplicación de la Mg un grave inconveniente. y
es que no puede utilizarse en el caso que algún valor de la varia­
ble sea menor o igual a cero, pues entonces no tiene significación
real.

En efecto, si X¿ 0 (es decir si Xi fuese negativa o nula)
res.ulta ?

cambio_.se


siendo:

N -37-

a — c
Cuando la variable toma valores según una progresión ^ritme-

tica y la distribución de frecuencias es aceptablemente simétrica
la X es preferible a la Mg«
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Est. A

7ao Conferencia

MEDIA ARMONICA
Concepto

z La media armónica de un? seri ¡ de valores de la variable, es
la reciproca de la media aritmética de los recíprocos de cada una de
aquellas•

Simbolizando por Ma a
valores de la tabla siguiente

Xi 1/Xi
X1
x2
•
•

Xn

1/X1
1/X2

.4

1/XN

luego?

la media armónica,
que?

4 _1_
Y iíl X1
xi -----------------

X N

i=l X±

N

se tendrá para los

(1)

En el caso de una distribución de frecuencias resultarás

Xj 1/Xi Yi Xi 1/Xi

Xi
X2
x3
•

1/X1
l/x2
í/x3

' •

yi
Y2
Y3•

yi
Y2
y3

1/X1
1/X2
1/X3
•

Xn 1/XN
•

_ XN__ YN Í/Xn

---- - «i
 M

w
<< H
-

N
Yi 7.

yi
i=l xi
~Ñ

(2)

Cálculo de la media armónica
La aplicación de las fórmulas (1) y (2) es teóricamente muy

sencilla, sin*embargo  el operar con las recíprocas de los valores ha
ce el cálculo muy laborioso.

Puede darse una expresión para el cálculo de la Ma en la
que no es necesario utilizar las inversas de las frecuencias, pero
también resulta una forma compleja.

Si son dos valoress
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(3)
yi X2 t y 2 X-^

X1 x2

yx X2 x3 t y2 xx X3 4 y3 XT X2

2 XT X2

(3')

(>+’)

n Xi X2 .... XN 

Ejemplo;

Ma
X3

Ma

Calcular la Ma en“

valores de la variables
N

•n yii=i

X2 X3...Xn * Xi X3...XN + ... * X-L X2...XN_1
En las distribuciones de frecuencias a base de intervalos de clase
puede calcularse Ma tomando como valores de Xi? los puntos medios
de los intervalos~cuyos límites son las inversas de los de cada
clase.

Obteniendo la X de la distribución así corregida, se llega a
la Ma calculando la inversa del valor conseguido.■

Este proceso conduce a cálculos complicados.

3
yi

1=1

Ma =

Ma ---------------------------------------------Í2Í_________ _  

yi X2 X3...XN 4 y2 Xj_ X3...Xjj 4 . ,.+yjj X! X2 ... Xnwj_
Las fórmulas (3) , (*+)  y (5) se simplifican para el caso de pondera­
ción unitaria;

Ma =

3
£Z yi

1=1

2
yt

M 1 = 1Ma = ------------
yi yg
X1

para tres valores;

yi t yg y3
x± x2 x3

Generali'zando. le., fórmula para n

_2_
X1 X2 ¿i

2 Xi X2 X3

X2 X3 4 X! X3 4 Xi X2
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longitudes X.1 y± i/xx y: 1/Xq

76-78
78-80
80-82
82-84

77
79
81
83

6
10
20

8
44‘

0,01298
0,01278
0,01234
0,01204

__  - - ..

0,07788
0,12780
0,24680
0,09632

0,54880
LlL.

Ma - - 80,17a 0,548 80 " ’
Utilizando la fórmula (1+)

44 x 77x 79 x 81 x 83
1ig “------------------- >------------ ------------------------------------ -

6x79xSlx83410x77x81x83+20x77x79x83+8x77x79x81

Ma = 80,32

Propiedad de la Ma
La Ma es menor o igual a la media geométrica es decir que:

—■ M„S Mg
Sean X]. y Xn respectivamente §1 mas pequeño y el mayor de los

valores de uña serie.
Demostraremos antes que?

X1 •* XN . ^.\/' Xq_ Xn
2 "

luego: > ;----------
Xj^ 4 XN 41 2 \/ Xq Xjj

multiplicando ambos miembros por \/ Xq Xn se tiene:
\/Xi XN~ (Xq XW) mi 2 Xq XW

' ( 5)A 2XqXW
v X1 * XIÍ

Pero observamos que el segundo miembro no es otra cosa que la Ma,
en efecto?

2 X-l XN 2 2
__ - Ma

X1 * XN X1 4 XN — + —

X1 XN
XI XN

por tanto podemos por (?) escribir que?

Ma
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Si se sustituyen Xq y Xpj por su media armónica 2 X1 XN no cambia el
y *' Xi ♦ XN

valor ae Mg para tona la serie5 pero Mg disminuye Pues vimos que
V X1 XN > —l’X 1.2  cuando X-¡ AXw y así la contribución de

Xn -> X o '

2 X1 XN\Z
------ ----- a la Mg seria menor que la contribución X^ X¿
Xi ‘t X¡j \ --------

Repitiendo este proceso pare, el más pequeño y el mayor res
tantes3 se obtiene un valor cada vez más pequeño para que se a -
próxima a la _Ma« —

Observaciones
La media armónica es un tipo de promedio de aplicación res,

i? ingida que se emplea especialmente, para evitar errores en la ela­
boración de ciertas clases de datoso

Deberá usarse cuando se promedian velocidades»
Por ejemplo°0 Un automóvil ha recorrido 40 Kms. a la velocidad de 80
Kms, por hora y otros 4o Kms. a 120 Kms, por hora. Se desea saber
cual fue el promedio de la velocidad,

La X de las dos veleidades es de 100 Kms. pero este prome
dio no es correcto.

El automóvil marchó durante 301 a 80 Kms. por hora
80 Kms, _____  60’
40 Kms o-------------30’

y marchó 20 * a i 20 Kms, por hora
120 Kms,  601
40 Kms. 201

Recorrió por tanto 80 Kms. en ?0’ y el promedio de la velocidad fue?

501 —--------  80 Kms.
¿o’ .  8.Q_^_60 = gg Kms. por hora

Equivale este resultado a calcular la X de 80 y 120 pondera
do el primero por 30 y el segundo por 20.

Puede obtenerse directamente este resultado calculando la
Ma de las dos velocidades, es decir?

Ma - ;2...x.3..x. A— n 96 KmS.
a 80 * 120
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Est.. A
8a,. Conferencia

MOW

Concento

Hemos dicho que el valor de la variable X para el que se pre
sonta la concentración máxima, en1 una distribución de frecuencias,. -
puede considerarse un valor representación de toda la distribución.

Este valor se denomina modo (promedio típico,moda o norma) y
el intervalo de clase al que corresponde es el interva1q.modal.

En la representación gráfica de upa distribución de frecuen­
cias, el modo es el valor de la variable X que corresponde a la orée
nada máxima.

Simbolizaremos al modo por Mo

El concepto de valor modal
renta más general, la estatura más
el valor más denso de la variable..,

es fácilmente comprendido: es la
corriente, en poca*  palabras, es

de
No es fácil, sip

a una distribución de
embargo, fijar el valor modal que
frecuencias dada.

correspoQ-:

Existen dos métodos, uno aproximado y otro riguroso para de_
terminar el modo.

Veremos ahora el método aproximado que da resultados prácti­
cos suficientes..

Para explicar el método aproximado que se^sigue para la de­
terminación. del valor modal e# los trabajos estadísticos, vamos a u
tilizar el siguiente ejemplo:

ESTATURA
EH Cí.iS.

v ,A1
■

H° DE ENFERMOS

& y,‘

150-155 152,5 1
155-160 157,5 5
160-165 162,5 Ib
165-170 167,5- 34
170-175 172,5 41.
175-lcO 177,5 32
18C-185 182,5 13
165-190 187,5 l
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El iptervaló de clase cuyos límites sor? 170-175 contiene la ma­
yor frecuencia,.es esta la clase modal y su valor medio que es 17^,5
puede aceptarse como valor aproximado del modo.

Si la distribución fuese simétrica, este valor central da, sin
error, el valor real del modo, pero en nuestro ejempl© se observa -
que las frecuencias de las clases inferiores son numéricamente mayo
res que las frecuencias do las clases superiores a la clase modal.

Er} la' hipótesis de que dentro de la clase modal el modo se a -
próxima taijito más a uno de sus límites cuanto mayor es la frecuencia
de la clase adyacente, tendríamos que el Mo se aproximará más a 170.

que a 175.

. Conviniendo e^ que la distancia ckl Mo a cada extremo del inter
valo sea inversamente proporcional a la frecuencia de clase adya.
cente, puede calcularse su valor así:

Sea XTi Mo

^1$
Ve

*1

*-l

h

el límite inferior de la clase modal

el límite superior de Ia clase modal
la frecuenci -. de la cJas^ modal
la frecuencia de la orlase que sigue a la clase
modal

la frecuencia de la clase que antecede a la cía
se modal

amplitud del intervalo de clase

Dividiendo a h
e ^_ji tendremos

distancias d.^y d^

en dos partes inversamente proporcionales a
medidas en unidades de la distribución, las

X11«O ’ a Xl,Ho respectivamente
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del

Ser4 :

1 nd , ~ --h------=r- • 1 h J-ly-- 7--------1\ ~
--1 ^4-y 1

Vi n‘ x A X --h
*1' y-1 ^l + y-l

luego:

M =. X, M +- H _ y ?1 .h (1)-i - -11M¿ íl+y-1

a, -h_ ,_i_ _ y-i , ,h
1 L -L. S’l
íl+

luego:

Aplicando la fórmula (1) a los datos de nuestro ejemplo resulta:

M - 1704. y¿ . 5 - 17^ ■ 16’0  170-1-2,i! 2 — 17? A-
0 + ~56~

Si se usara la fórmula (2) se tendría:
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M —175 - 3^ . 5 -rl75 - 170 175 - 2,58  172,4¿
0 34 4- 32 "36“ ”

Estas fórmulas permiten mediante un sencillo cálculo determinar el
valor del modo con un error que no.tiene importancia en.la mayor par
te de los casos<

Si existiese irregularidad en las frecuencias, para conseguir ma
yor aproximación, pueden considerarse • las de dos o más intervalos--á
cada l#4chaéel de mayor frecuencia.

¡ba®da para ello sustituir en (1) y (2)
v_ por 1 . u, ♦ . . . .J1

S-1 por y-l+y-2

Es prWis^, cuando la amplitud de lo-s intervalos próximos no sea
la misma, hacer las correcciones necesarias, para que tanto y^ como
7-1 se refieran a intervalosade igual amplitud., para lo cuat~ hay
ñecas|®a4».íjge dividir ambas frecuencias por la amplitud de los Inter
valqs respectivos o bien sumar lasarte varios intervalos a uno de —
los la^os para que la amplitud del intervalo de la suma sea igual
a Ig^el otro l¿éo.

En las distribuciones que dan origep a curvas de concentración
la mayor frecuencia se encuentra siempre en uno de los intervalos
extremos

•En estos wesos pujóle considerarse que la distribución sigue,
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dentro del intervalo, la misma forma que en el conjunto total.
Por ello, si el intervalo de máxima frecuencia es el primero,
se atribuye al modo un valor igual a su límite inferior y si
es el último igual a su límite superior.

En algunos casos se complica el problema a causa de la
existencia de diversos puntos de concentración, en vez del
único punto supuesto en nuestras explicaciones.

Si las distribuciones presentan dos puntos de concentra­
ción se las llama oimodales y su representación gráfica da
una curva de frecuencias con dos valores máximos; pero si pre­
senta más de dos puntos de concentración se las designa con el
nombre genérico de plurimodales.

Refiriéndonos a las curvas oimodales la existencia del
doble modo puede tener su explicación en la coexistencia de
elementos heterogéneos (ejemplos dos razas distintas en el ca
so de las poblaciones), -bien en la insuficiencia de la expe­
riencia, si se trata de datos homogéneos.

Puede también tener origen en el uso de un intervalo
demasiado pequeño con relación al número de casos comprendi­
dos en la clasificación.

En estos casos suele convertirse la distribución en -
monomodular (unimodal) variando los límites de los interva­
los de clase, ampliándolos.

Ejemplos

ESTATURA*; jmeüo • • NUEVO
DE NIÑAS .-i BE NIÑAS REAGRUP AMIENTO

Xi Yi DE ESTATURAS

1.125 - 1.175 15 l 51 - 2 z 25,5
1.175 - 1.225 36 •1.7
1.225 - 1.275 63 \ 118 - 2 = 59
1.275 - 1.325 55 J

1.325 - 1.375 69 j 144 •? 2 = 72
1.375 - 1.425 75
1.425 - 1.475 91 j 181 - 2 = 90,5
1.475 - 1.525 90
1.525 - 1.575 85 i 137 - 2 z 68,5
1.575 - 1.625 52 í
1.625 ■- 1.675 10 ] 11 - 2 - 5,5
1.675 - 1.725 1 J



-47-

Si a pesar de los cambios realizados en la amplitud de los in­
tervalos subsistiese la distribución bimodal, será debido a la fal­
ta de homogeneidad de los datos, esto es, a que casualmente se ha -
yan combinado dos distribuciones diferentes, casos que ocurren, con
frecuencia, en las observaciones de carácter biométrico.

La existencia de dos especies de animales donde solo se sospe­
chaba la existencia de una, ha quedado revelada, a Veces, por este
procedimiento.

El significado Tcmpleto de una distribución de frecuencias de­
saparecerá si los datos no son homogéneos, hecho que es cierto, lo
mismo en el campo de la estadística económica, como en cualquier o-
tro.

Propiedad del modo

1•~ una distribución simétrica, el modo y la media aritmética
coinciden.

Considerando una distribución en que las frecuencias dismi­
nuyen de la máxima con la misma intensidad en los dos sentidos, es
decir, una distribución simétrica, al ser:
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yi ~ yN

y2’ Vi

*5 - yN-2

X -r X ~ X1 N r

X -r X X - X2 N-l r

Xr-VXN-2-Xr

Xp- X r-1 r¿-l
Xr

resulta, multiplicando ordenadamente los primeros y segundos miem -
tros de las igualdades anteriores entre sí y sumando:

r-\ n
Z ( xr - xi ) y± II (Xi - Xr > *1

□orno esta fórmula expresa la primera propiedad de la media arit
mética, por la cual la suma de los desvíos negativos es igual a la
suma de los desvíos positivos, en valor absoluto, resulta:

Obg ;nes

ñas fluctuaciones externas al intercalo modal no pesan so -
bre valor oomo sucede con la media aritmética, ¿Lo que lo hace muy ú
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til en los casos en que la forma de.JLa distribución sea muy irregu
lar,

Hay algunas distribuciones que presentan varios, modos, en este
caso deben calcularse todos e interpretarse como diferentes val res
normales de las mismas. >

Un examen^minucioso de los diferentes, modos y de los datos de
la distribución puede ser el origen del conocimiento de circunstan
cias de gran importancia en el análisis del fenómeno que se estuüa.

A veces se presentan varios modos porque el número de observa­
ciones revificadas es escaso, no siendo por ello representativa la
distribución.

Otras veces lo que sucede es que no existe homogeneidad en las
observaciones,, habiéndose mezclado las de varios fenómenos distin­
to ¿ ■>

Esto suele ocurrir en la clasificación por al§ún caracter-^físi^
co de los habitantes de paises do población heterogénea desde el^'
punto de vista racial, en la que el tipo predominante de cada grupo
origina un modo.

En la clasificación de los fallecidos por edades se da también
este fenómeno por existir, en la población-, varios grupos determi­
nados por la edad, afectados por un tipo distinto de mortalidad yoo.
mo los comprendidos en algunas edades participan simultáneamente de
dos tipos, se superponen las distintas distribuciones, dando como
resultado una curva ondulada que presenta varios máximos.

En todo caso la existencia de varios modos, indica la necesi
¿jd de-'reaÍLzar uñ estudio por reparado- de los. grupos-que-dLos .,ori
ginan.



Est. A

MEDIANA . .

flaneepta

Ordenadas los valares de l.\ variable por su magnitud- en for
ma creciente decreciente, se dcSxgna con el nombre de mediana al
valor eeptral de la variable, o se? al valor respecto del cual los
mayores y los menores que el e_ recentan con igual frecuencia.

Por j^nr»ic, ccneld^i'cm^c los valores de las rentas de sie­
te pe i'Eon¿i a

a. -Ó5G
* z: fio

Xc - 1'! ■ 0
O “

X6^l? »
x7^1890

x-^.. OG

El valor de $ 1,520 es la medicina, pues quedan tres valores
de la variable a coda lado.

El problema eg algo diferente cu indo se trata de un número
par de datos.

Por ejemplo: promedio de saiaiio p.-r hora obrero trabajadas
en el 1er. trimestre de 19^9 en fabricas do la Provincia de Buenos
A i re s :

Industria Promedio Salario

Aceites comestibles V: ,80
Hilados y tejidos 2.. 00
Tejidos -j artículos de
punto < ,78
Tejidos de seda
Papel 5,38
Fibras textiles < -,75
Vidrios ■ 1,14
Astilleros >C-07
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Ord^nanclo los^ promedios de menor a prryor tunemos:

2,50-2,75-2,-78-2,80-2,90-; ,9?;5,00-507-5,^-5^8-5,50

Be acuerdo a la definición cualquier v'lor que deje cuatro prome­
dios a cada lado sur.'í válido, por t-.-.nto,. todo valor comprendido*  éQ. "
tre 2,90 y 2,9¿S QUv son los que ocupan la posición central, servi­
rá.

En estas condiciones en que la medJ.un-1 está realmente indeter
minada, puede admitirse convención*Uv.núe  cualquier valor comprendJL
do entre los expresados valores límites centrales.

Por lo general, a fin de restar arbitrariedad a la elección se
promedian los des valores centrales.

s

En el caso que estamos considerando, tendríamos:

2,9u -h 2,92 — 2,91

El valor obtenido para la mediana no coincide con el salario
de nigguna de las industrias enumeradas, lo que ocurre siempre que
se tenga un número par de valores de la variable.

Si las va i?ir.bles que se estudian son discontinuas o oiscret’/.s,
se obtendrá,*  en caso de dárs^noí: un número par de Valores, un valor
irreal para la mediana, inconsistente con la naturaleza de los da­
tos .

Por e;i---«i:.’lo • Si el número de hijos que tienen 6 familias fue_
ran:

•1, 5, 4, 5, 7, 9

la mediana sería 4,5 valor sin sentido.

Como puede observarse, la mediana depende de la posición de
los términos en la ordenación y no de su amplitud.

En el caso que estamos considerando, es decir, en aquel en
que los valores de la variable sólo se constatan una vez o tienen
todos iguales frecuencias, el valor de la mediana, es decir del or
den del término que debe tenerse en cuanta es:

■ -N

Mediana de las diBlx>i>uoio.Sv& dv frecuencias

En una distribución de frecuencias la mediana es aquel Valor
^e la variable cuya ordenada divide a la población o universo censi. 



clorado un dou parr.es iguales.

Para determinar su v’..lor procede por etapas, pero conviene
recordar qvo a los fines del cálculo suponemos que la distribución
de las frecuencias -s uniforme dentro de cada intervalo de clase.

Las operaciones sucesivas son*:

Io) So divide por dos el total dj los datos, lo que ros da el
número c?u u-stos que íja de quedar a cada lado delj valor de
la vailaLl. qu^ se treta do determinar: '

_ ____ 1L

2o) Sumamos, partfondo del extremo inferior de la escala., las
a.-’vcuenciab de cada grupo sucesivo hasta alcanzai- el lími
t¿ del grupo qu^ contieno el valoi do la mediana buscada.

Determinamos el número d. - datos de este intervalo que
deben suma?? al total de frecuencias obtenidas, para
hallar un número igual a*.

k

se

V) Dividimos este número adicional por el número total de de
tos que existen en el grupo que comprende a la mediana lo
que nos dará lu fracción del grupo dentro del cual deben
ha 1 la rse •

5°) Multiplicamos el valor del intervalo de
ción antes hallada.

determinado
6o) Sumamos el resultado/en la 5a. etapa al

del inte .ovalo que contiene a la mediana
eu valor.

clase por la frac_

límite inferior
y obtenemos así

El proceso puede invertirse comenzando por el extre­
mo superior de la escala y contando hacia abajo.

En este caso la operación final consistirá en restar
del límtt¿. superior del intervalo de clase que contiene a la mediana
el valor hallado en la operación 5a»

Este procedimiento es válido para N par o impar.

En esto último caso será N fraccionario, pero no por
ello se invalida el mecanismo de cálculo.¿

parr.es
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Cálculo de la Mediana

En el caso de una distribución de frecuencias sim
bolizaremos por;

M., T- me dinña

límite inferior do-1 intervalo de clase ei? -
1 a que se halla la m<-.diana,

X límite superior del intervalo de clase en -
s a que se halla la mediana.

h — amplitud del intervalo de clase

Resulta de acuerdo a las etapas de cálculo dcscriptas que:

si se trabaja con 21 lí Jilee

Para el caso considerar el límite superior del intervalo 'sera:

M ~a X

( X Mee
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I------..... ......— ■ • "
ESTATURA EN Ci.iS,

Xi
1'1° DE -ENFERMOS

yi
VALORES ACUmULaDOS

DE y¡

■ ------ ---------- ---------- <■■■-- -------
VALORES ACUMULADOS DE y¡ COMEN­
ZANDO DESDE EL FINAL

150-155 1 1 143
15 :> 160 5 6 ■ 142
160-165 18 24 137
165-170 34 5u 119
170-175 41 99 ü5
l?5-lu9 32 131 44
lbO-185 10 141 12
lb5-19Ü 2 143 2

143

Método utilizando el límite inferior del intervalo de clase en que
se encuentra el valor Md̂

N_
1°); K = B 143= 71,50 

í°) Ma= 170 4-. Pj-SQ. -_5.8 x 5 =: 171,65
41

En el caso de emplear el límite superior del intervalor anterior:

41
Ma - 175 - -J1jl5P-:-_ x 5 - 171,65

Propiedad de la Mediaba

En una distribución simétrica,
dia aritmética y con el modo.

Ep una distribución simétrica,
máxima, resulta:

*1 =
yN-l

la mediana coincide cop la me

si llamamos yp a ia frecuencia

yr-l = yr<l

sumando ordenadamente, miembro a miembro y relacionando estps re
saltados con el de agregar a $ada uno el valor yp se tiene:
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El valor M ha de ser uno del grupo de frecuencia y , el cen-a rtral de ellosy si todos son distintos, o uno cualquiera; de ellos
si todos son iguales.

Hemos demostrado ya que en este caso ese valor es el modo y que
coincide con la media aritmética, podemos entonces escribir:

— N —o
Observaciones

La gran flexibilidad de que goza este valor fie permite adap­
tarse a todos los tipos de distribuciones de frecuencias, como-
meéida de su tendencia central, incluso ep las distribuciones -
muy irregulares.

No influyen sobre la mediana las variaciones externas, dando
por ello, buen resultado su aplicación en casos en que en los -
valores extremos se presentan intensidades excepcionales que so
Ifre la media aritmética pesarían demasiado.

La mediana, puede localizarse aún cuando .los datos sean imcom
platos o cuando se trate de una distribución cuyos intervalos -
de clase extremos sean abiertos.

Se recuerda que en este caso las medias aritmética, geométri
ca y armónica no pueden calcularse.

?esde el punto de vista algebraico, en lo que respecta a la
operatoria, es más simple la media aritmética que la mediana.

Estas limitaciones reducen, en cierto modo, las aplicaciones
de la mediana a los trabajos en que no sean necesarias conside­
raciones teóricas.

El cálculo de la mediana de una distribución de frecuencias
con intervalos de clase desiguales, no difieren del que hemos
explicado.

Cálculo del Modo

Ya vimos una fórmula aproximada para determinar el modo en
una distribución de frecuencias.

Puede también determinarse en forma aproximada, el valor -
del modo, utilizando las relaciones que existen entre los valo
res de la media, la mediana y el modo.
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Sabemos que si la distribución es simétrica coinciden los
tres valores; pero cuando tal simetría falta, aparecen altera
dos los puntos correspondientes a estos promedios..

Si el grado de asimetría es moderado, estes tres valores
mantienen una relación constante que se expresa diciendo que la
mediana está situada entre la media y el modo, a uq tercio de-
la distancia' que a estos dos separa, a contar desde la media.-

Esta relación desaparece cuando la asimetría es muy acentúa
da.

Por lo tanto, cuando dispónganles de dos cualesquiera de e¿
tos tres valores en una distribución cuya asimetría sea modera,
da, podremos hallar el tercero.

Este método se aplica sóloj^para determinar el moda (para
calcular los otros dos valor-es X y deben emplearse las res.
pectivas fórmulas exactas) y sólo —- cuando no sean aplica­
bles otros procedimientos más convenientes.

La relación expuesta puede expresarse por medio de la. si­
guiente fórmula:

Mo X - 5 (X - Ko )

Debe observarse que estos valores del modo n-e ofrecen ga­
rantía alguna de exactitud, pues todos los métodos expuestos -
para la determinación del modo son simplemente métodos aproxi­
mados, lo cual no debe olvidarse al interpretarse y utilizar --
los resultados.

3 (X - h.2)
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Est. - A

10a. Conferencia

Cuartiles; deciles y percentiles

Generalidades

A veces es necesario localizar en la escala de la varia
ble de una distribución de frecuencias, valores que dividan en o
tra forma el número total de frecuencias.

Semejante a la Mediana que divide en dos grupos iguales
a la pobalción total o universo son los cuartiles, deciles y per
centiles.

Los cuartiles, como su nombre lo indica, son los valeres
de la variable due dividen al total de frecuencias en cuatro gru
pos iguales, los deciles los dividen en diez grupos iguales y los
percentiles en cien partes iguales.

Es evidente que el primer cuartil corresponde al valor
de la variable antes del cual queda una cuarta parte de las fre
cuencias y después del cual quedan las tres cuartas partes de e
lias.

El segundo cuartil y la mediana tienen valores idénti­
cos .

El tercer decil corresponde al valor antes del cual hay
tres décimas del número de frecuencias.

El noveno percentil corresponde al valor antes del cual
hay nueve céntimas del número de frecuencias.

Es fácil constatar que el quinto decil y el percentil
número cincuenta coinciden con la mediana.

Para determinar cualquiera de los valoren citados se em
pezará a contar siempre desde el extremo inferior de la escála­

los cuartiles, deciles y percentiles no son promedios
en sentido nato, pues solo participan de las características de
los promedios3 en cuanto a que son valores comprendidos dentro
de los límites extremos de oscilación de la variable.

Notación y cálculo

En el caso de una serie de valores de la variable con
ponderación unitaria, resulta que el primer cuartil es el valor
de la variables



el segundo:

y el tercero

x N-í-1
~¡T

2 (N-M) qua es precisamente el dé la
4 mediana

X ¿MU.

El prime?1 decilo os el valor X y el último, ya
v 10que son nueve es. X g^ .

10
El tercer percentll es el valor X 3 (N*l)  y el último

X 99(NH) • 100
100 Para las distribuciones de frecuencias el procedimien

to de localización es el mismo que el de la mediana y se utili
za la misma fórmula construida en base a los datos de interva­
los, en la que se sustituye N-i-1 por los subíndices antes ind_i
cados. 2

La fórmula para el primer cuartil es por consiguiente:

la del segundo cuartil:

y la del tercero:

de orden r es:y la del percantil
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1 1 Ái
Observaciones ..

El empleo de estos promedios es muy limitado, -sin
embargo., como representa a daros equidistantes desde el -punto
de vista de su posición, la mayor o menor desigualdad de las
diferencias entre cada dos cuartiles, deciles o percentiles ad
yacentes, refleja las características de la. distribución .en -
cuanto a su regularidad o simetría se refiere, permitiendo co­
nocer los .lugares de mayor irregularidad de las mismas.

Determinación gráfica de la mediana, cuartiles, deciles y per­
centiles . . . . • \

' 1 Para completar el estudio de la curva de' frecuen -
cias y de la curva acumulativa’de frecuencias, vamo£ a exponer •
brevemente el- método de determinación gráfica de las; medidas de
posición antes citadas.

Los valores de la mediana, cuartiles, deciles y.
percentiles pueden obtenerse gráficamente mediante la curva de
frecuencias acumuladas.

Representada gráficamente la curva de frecuencias
acumuladas, se puede, localizar sobre el-eje de ordenadas, el
punto que diste del origen N , se traza por. este punto una’ par••

raleza al eje de abscisas hasta encontrar a la curva, la absci­
sa del punto de intersección será el valor de la mediana.

Para determinar los cuartiles el procedimiento es
igual pero se toman sobre el eje de ordenadas los valores de N

4
2N y JN respectivamente para el primer, segundo y tercer cuar

til.

Para los deciles se emplearán los valores N ; 2N ;
.. . r 10 10

3N : 4N: ..... 9Ñ y para los percentiles N ; 2 N 99 N .10 10 fe- . 100 100*"  100

Ejemplo:

Calcular, con los siguientes datos, el 1er. y 3er. cuar
til, la mediana, el noveno decil y el percentil número JO.

Determinar sus valores gráficamente:



-60-

y¡ f¡

! 160-lb4 5 5 i
í 184-188 25 30 |
i 188-192 50 60 !

192-196 36 96 i
196-200 46 ■ 144

. 200-204 64 238
! 204-20b 100 30b
' 208-212 80- 386
' 212-216 75 463
. 216-220 70 533
1 220-224 67 600■ 1 ■ ■ ■ » ■

600 ___________

. ü - 600 = 150
í 4

Q] - 200 * ]50_-J44__ x 4 R 200 ♦ 6 x 4 = 200 * 0,375 - 200,375

64 64

'3btí_CUARTIL: 3 N ° 3 x 600 - 450
4 4

Qq « 212 450 - 388 x 4 = 212 ♦ 62 x 4 - 212 4 3,306 - 215,306
75 72

Í.1EDI ANA: N ¿ 600 - 300
2 2

IL <204 ♦ 300- 208 x 4 - 204 ♦ 92 x 4 - 204 ♦, 3,68 - 207,68a -ii i -«
100 100

9° DECIL: 9 N - 9 x 600 - 540
10 10

DQ - 220 ♦ 5-4-0-533 x 4 - 220 4 7x4 - 220 ♦ 0,417 - 220,417
67 ’ 67

30° PERCENTIL: 30 N ° 30 x 600- s 180
100 100

- 200 ♦ 180 - 144 x 4 - 200 4 56 x 4 - 200 4. 3,5 - 203,51 í - j 1 n-r- ri » x k J J
64 64
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Est.< ”.A”

lia.C onferene i a
24 de marzo de 1955

Medidas de variabilidad v ele dispersión

Generalidades

Hasta ahora nos hemos ocupado de los métodos que se
emplean para dar a un conjunto du datos cuantitativos, obte­
nidos de una observación, la forma de una distribución de fre­
cuencia y luego vimos entre los procedimientos que se siguen
para su estudie aquellos que cumplen una primer etapa y con­
sisten en obtener un valor en forma de promedio que represen­
te- la tendencia central de la distribución»

Pero ya sabemos que un promedio, cualquiera que el sea
no representa, por sí mismo la distribución de frecuencias.

Ya dijimos que para conocer la medida de las. caracte­
rísticas principales de una distribución de frecuencias dada,
así como para realizar su comparación con otras distribucio­
nes, es necesario disponer de otros tres valores

EL primero .de ellos er la medida del grado en..que los
datos incluidos en ,1a distribución se separan ovarían del va­
lor central o sea el grado de variabilidad y dispersión. ,

El segundo es la medida del grado de asime^tría que la '
distribución presenta, del equilibrio o falta de equilibrio
entre las dos regiones .en que resulta dividida por el valor
central.

El tercero es la medida, do la kurtosis o grado de. con­
centración de los valores en la clase modal.

Veremos ah-ra las medidas de variabilidad .y disper­
sión.

Si se apunta exactamente con una pieza de artillería
sobre un blanco y se hacen con ella 1QG disparos, se hallará
que los impactos que corresponden a estos disparos se disper­
san alrededor dol verdadero blanca.
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Por muy exacta que sea la puntería y por muy ajustada

que se halle la pieza con que se dispara, solo, un pequeño
tanto por ciento de los disparos,¿ara exactamente en el blan­
co

Los impactos se dispersarán sin embargo, en torno del
blanco en forma completamente regular .

Si se construye un rectángulo que contenga todos los
impactos y se divide dicho rectángulo (o zona de dispersión).
en ocho partes iguales, la distribución será la que aparece
en el siguiente diágramas

2 -7 16 25 25 16 7 2

En algún caso particular existirán quizá algunas peque­
ñas divergencias del orden indicado pero al fin prevalecerá
la distribución»

La regla indicada puede aplicarse a cualquier clase de
cañón.

Cuanto mejor se halle construido el cañón más pequeña
será la zona de dispersión, pero la distrioución dentro de e-
sa zona es teóricamente la misma en todos los casos.

Las reglas de tiro que se usan en balística están basadas
precisamente en el hecho que acabamos de señalar.

En el caso que ahora estudiaremos, los resultados se
hallan de acuerdo con la distribución teórica.
Ejemplo; distribución de mil disparos hechos con un cañón so­
bre el centro de un blanco fijo colocado a 100 metros»

El blanco fué dividido horizontalmente en once partes
iguales..
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La débil tendencia de concentración que se observa ha­
cia la mitad inferior del blanco es debida, indudablemente,
a la imposibilidad de corregir por completo, el efecto de la
gravedad al apuntar con el cañón.

Cuando arrojamos monedas al aire se supone que la dis­
tribución de cara, o cruz está determinada por el azar,

leñemos la siguiente listriDación correspondiente a la
frecuencia con cue aparece cara en 100 experiencias, consis­
tente, cada una., en arrojar 10 monedas a cara o cruz.

El número de veces que puede aparecer cara en cada ex­
per incia varía desde 10 como mé-imo basta cero vez

Los ejemplos que hmos dado .no se relaciona con los he­
chos económicos paro se corstata que también ellos conducen
u j.h/tri cucic-nec de frecuencias aunque estas no presentan la
simetría y re.qularidud que caracterizan a las distribuciones
c or r e s p o n el i e c. i; o s u d a t o s f í s i s .

ñero a pesar de tales difsr ;uc:i . existe evidente seme­
janza entre l.yd medidas que proceden uel campo económico con
aquellas observad ;s en as trono-.í.\, .Antropometría, Balística,
e t c., c u,y .■ /.c pr i n u i p 1. e c ar u c t er í s i’ i o as v a mo s a estudiar.

Va:, i ación
Aparece en primer lugar, entre los caracteres gene­

rales la variación que presentan los valores de las medidas
observadas. Alg-mios autores llaman rango a la variación.

Varic la estatura humanas las diversas medidas astro­
nómicas da ar.a misma cantidad difieren entre si; los proyec­
tiles disp.-a-ados en condiciones todo lo idénticas que permite
la hjm -n n¿. uurr.leza no dan siempre en el mismo punto; las 
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rentas varían de uh individuo al otro y las cotizaciones cam­
bian de semana en semana, de mes en mes.

Las diferentes observaciones o valores obtenidos en un ca
so determinado resultan distribuidas a lo largo de una escala.
entre dos valores extremos., llamado intervalo de variación de
la observación

La distribución de estos valores a 1o largo de una escala
o eje dd abscisas x, es tal que yendo de uno de los valores ex
tromos hacia el otro, los casos que ocupan los puntos sucesi­
vos de la .escala, o sea los sucesivos grupos da.frecuencias,au
mentan más o meneo regularmente hasta alcanzar un máximo y de­
crecen después en forma análoga»

Pero a pesar de esta variación,, encontramos una tendencia
central, una acumulación de casos en ciertas•regiones de la abs
cisa.

Esta es la segunda característica notable que aparece como
un carácter común a todas las distribuciones de frecuencias.

Si medimos la desviación que presenta cada una de las fre­
cuencias de clase a partir del punto, de máxima concentración, se
nota que. son raros los desvíos extremos y que los observados a
uno y otro lado de dicho punto presentan perfecta o casi perfec­
ta igualdad en los ejemplos que nos ofrecen las ciencias físi­
cas y los que proceden de fenómenos en que interviene solamente
el azar, mientras que dichos desvíos son tan solo aproximada­
mente iguales-en las distribuciones económicas.

Frecuentemente se’encuentran excepciones a esta .r^gla,-co­
mo la que se observa en el ejemplo de la distribución de rénl
tas.

El gráfico siguiente:

representa una curva que se denomina curva de probabilidad o
curva normal de los errores.

Es esta curva un tipo fundamental al que se aproximan es­
trechamente algunos de los ejemplos anteriores y del‘cual son
desviaciones más o menos &centuad,os otros ejemplos conocidos.

!
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Hay que reconocer que existen numerosos e importantes
casos que se soparan de este tipo que, sin embargo adquiere
gran importancia en los trabajos estadísticos como forma -
fundamental, pues hasta sus variedades más importantes se
le asemejan de tal modo que basta esta semejanza para justi­
ficar el empleo de un método general en el estudio de la dis­
tribución de frecuencias.

Las distribuciones de datos cuantitativos varían y las
diferencias que existen entre ellas y cientos tipos stan­
dard son de importancia máxima, pues a pesar de esas dife­
rencia^ ,hay semejanzas.

Prácticamente, toda colección de datos cuantitativos
que provengan de mediciones, realizadas en el campo social,en
el biológico o en el económico, viene caracterizada por su
•variabilidad, por las diferencias cuantitativas que se obser­
van entre los diferentes valores que forman la colección.,

La variabilidad biológica constituye uno de los facto­
res fundamentales en el proceso de la evolución.

Ninguna medida relativa a las propiedades físicas de Un
grupo racial, domo por ejemplo, la estatura, es completa si.
no la acompaña otra medida de variabilidad media de la propie—■
dad a que se refiera.

El promedio de las rentas de un país determinado tiene
quizas menor importancia que la variabilidad de esas rentas,
esto es, que las diferencias, entre las rentas percibidas por
personas pertenecientes a las diversas clases de la sociedad.

Un promedio tiene por sí mismo escaso valor significati­
vo, a menos que se conozca el grado de variabilidad de la dis­
tribución de frecuencias que aquel representa.

Si la variabilidad es tan grande que no aparece acusada
en ninguna tendencia central, el promedio carece de signifi­
cado O

Al descender el grado de variabilidad aumenta dicho sig­
nificado.

Se estudie una sola distribución de frecuencias, o bien
se la compare con otras distribuciones, deberá añadirse siem­
pre a la medida de la tendencia central la medida de la va­
riabilidad.
Medidas de variación absoluta

La variación o dispersión puede expresarse en función de
las unidades de medida en que están expresados los datos o en
números abstractos en forma de porcentajes iñdependientemente
de dichas unidades.
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En el primer case se habrá medido la variabilidad absoluta;
en el segundo la variabilidad relativa que es más conveniente que
la absoluta para establecer comparaciones.

Estudiaremos, en primer termino las medidas dQ variabilidad
absoluta.

Oscilación?

Una medida, grosera de la variación nos la proporciona.?'la os
cilación, que es la diferencia absoluta que existe entre el dato
de menor valor y de el valor más elevado entre las que forman la
distribución*..  • * ? .

La tqbla siguiente contiene la distribución de tipos de cam
bio mensuales Londres-New York durante el período 1882-1913

Xi Y i ■ : T

r

1+.8275-!+.822!+
h-. 8!+25-¡+. 857^
l+.8575-1+«872!+
1+.8725-1+.8871+
1+.887^~1+.902lf
MO25-^..,917^

18
68

110
129

57
2

38>+ .
El dato menor entre los incluidos en dicha tabla es M-.8275

dallares; el valor más elevado es ^>917^ y la oscilación será ,
por tanto?

4.917^ - ^8275 =0.0899 dollare.s
Una distancia que representa en la escala el valor 0.0899

comprenderá, por tanto, a todos los datos.

Es evidente que el valor de la oscilación depende tan solo
de los valores que tengan los datos extremos y el cambio de uno
sólo de estos datos bastaría, por lo tanto, para hacer variar su
valor.

Como la oscilación presenta un valor poco estable y nada re
presentativo de la verdadera distribución de los datos,, es pocou
sada en los trabajos estadísticos.

En efecto, podemos obtener un mismo valor para el campo de
variación de una curva de frecuencias simétrica que en una curva
en forma de ”J”, y es evidente que no se puede deducir?de ello
que estas dos distribuciones tengan una misma dispersión.

La oscilación se usa, en cambio, a menudo como una medida in
dicadora de las fluctuaciones que presenta el mercado de valores
aunque sea discutible su conveniencia para dicho fin.



Desviación media

Encontramos una medida más aproximada de la dispersión de
los datos en torno a un valor central midiendo la desviación que.
presenta cada uno de los datos respecto de este valor y promedian
do estas desviaciones»

# I ’E Xi'Yi
Y 18o n m ^8 p h.a - -—- = o D.M. - ___ _____ _  - — Z

20 7 N ~ 20

El método de cálculo de la desviación media puede verse en
el siguiente ejemplos

> “Ti Yi Xi =| X - X±l Xi Xi Xi yi

2 - 4 3
_

1 6 3 6
5 - 7 6 6 3 36 18
8 - 10 9 7 0 63 0

11 - 13 12 H- 3 ^8 12
1^ - 16 15 2 6 30 12

f---------
20 ___ 18_0 _ J+8

La media aritmética es 9.-

Se sumarí los valores absolutos del producto de los desvíos
respecto de la Inedia aritmética.) multiplicados por las Respecti­
vas frecuencias de clase y se divide esta suma por el numero to­
tal de observaciones, z

El procedimiento queda expresado en la formulas

¿ yl
1=1

En general, la desviación media en una, distribución de fre
cuencias es la media aritmética de sus desvies, ponderados por
las frecuencias, abstracción hecha de los signos respecto de un
valor promedio, bien sea este la media o la mediana, resultando
en la practica pequeña diferencia entre ambos resultados.

Teóricamente debe preferirse el uso de la mediana porque
así se obtiene un valor mínimo para la desviación media» En caso
de calcular los desvíos existentes entre los valores ¿Jé la varia.
ble y la mediana se procede luego como antes se indico, es decir,
se multiplican los valores absolutos de estos desvíos por las í^e
cuencias de clase correspondientes y su suma se divide por el nu­
mero total de observaciones.

En general que el cálculo con los desvíos verdaderos resul
te muy laborioso por intervenir, a veces, en el cantidades frac­
cionarias.
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Potra facilitar las operaciones conviene medir los desvíos
respecto de un valor arbitrario» sumarlas y corregir la suma
en una cantidad igual al error cometido al tomar los desvios
Son relación a un valor que no es el verdadero»

Se simplificará mas aun el cálculo midiendo ^.os desvios,
tomando como unidad el propio intervalo, tal «orno hemos hQQho
al calcular la media aritmética»
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Desvío stand ar t c- des vi \ clon típica o
dosvio medio cuadr¿tioo

Gene r alidades.
El método que hemos seguido par_ calcular la desviación

media carece de rigor algooraico puesto que no se tienen en
cuenta los signos de los desvíos.

En el cálculo del desvío standard so evita esta causa de
error, obteniéndose una medida cuyo significado os nías preciso»

Para representar ol desvío standard se usa la letra (H
griega

Para calcular esta medida se eleva al cuadrado cada uno
de los desvíos, se halla la media aritmética del producto de
estos desvíos multiplicados por las respectivas frecuencias y
se extrae la raíz cuadrada.

El desvío standard os, por t-.nto, la raíz cuadrada do
la media aritmética de los cuadrados do los desvíos y se deno­
mina también desvío medio cuadrática (desviación típica).

Esta denominación es muy conveniente porque da idea del
procedimiento que so sigue para ol cálculo del desvío standard.

Los desvíos so medirán siempre respecto de la media arit­
mética, puesto que ol valor que buscamos resultará mínimo en
estas condiciones o

Cálculo de la desviación típica o desvio estandard
Retomando el ejemplo anterior tenemos

X^o

3
6
9

12
15

k ...

* Y-

1
6
7
4
2

£
1 i :i

c\
 cu

 o
 cu

 en
r ¡ Ni 1 1 ’

__
__

__
__

__
__

__
■__

 i

3
36
63
48
30

T'
36

9
0
9

36

X1

36
54

0
36
•72 ,

£0 130 90 198



X - .I30 - 9
20

xi = Xi - X ® Xi - 9

= 3,14-6

Varianza o desvio medio cuadrático
Elevando al cuadrado la expresión (1) resulta

Qg. /< «>
’ í- y<

í. a ,
llamada varianza. o desvío medio cuadrático.
Observaciones

Cuando se trabaje con los datos de una muestre, en vez
de tratar con el universo o población, simbolizaremos a la va­
rianza con y por tanto la desviación típica con xJ .

Pero en vez de definirse la desviación típica por la
fórmula (1) y la varianza por la (2); s.o tiene en el caso de
una muestra que la desviación típica es: 

y por tanto la varianza

n - 1
u En estas expresiones se ha reemplazado el denomina -

dor y¿ = N por N¿1.
Esta sustitución tiene su razón de sor en él hecho de

que aún cuando hay N. cuadrados on los segundes miembros de -
(3) y (4), la suma de estos cuadrados se reduce realmente al
conocimiento de la suma de N-l cuadrados en virtud do la pro­
piedad estudiada per la cual la suma de los cuadrados de los
desvíos es igual a coro.

Por tanto, conociendo los valoras de N-l desvíos esta­
mos en condición de determinar el valor del enésimo desvío.
Es decir, que p ,ra calcular (3) o (4) tenemos N-l grados de li­
bertad.
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Por ejemplo supongamos que de una observación que cens­
an de seiadatos, conocemos cinco do sus desvíos, a saber:-
-3; -1; 2; 5; 7.
En virtud do La propiedad antes c? tada el ‘sexto desvío será:

0-(-3-1+2*547)  = -10
En el caso considerado, contando c~n 6 observaciones

tenemos 6-1 = 5 grados de libertado
La propiedad de que goza la suma do les desvíos respec­

to de la media aritmética, se utiliza con ventaja en el caso
de tratar con- un?, muestra, especialmente cuando la muestra se
compone de pocas observaciones, (como ocurre cuando se trata
de controles de calidad, por ejemplo,) en cuyos casos se tie-:
nen 4 o 5 elementos que analizar donde naturalmente el hecho
de dividir por 4 en voz de dividir por 5 tiene gr.an gravita­
ción sobre el resultado de la vnrianza s/y de la desviación
típica £•

Cuando se tracaja con el universo o población total la
diferencia de una unidad en el denominador no tiene influén^
cia sobre los resultados de y ■:

. S i mp 1 i f ic ac i en en el cálculo de la var Lanza ¿ la desviación
típica• . '

Cuando tratamos del método simplificado para calcular
la media aritmética vimos que mediante un cambio de origen- :
lográbamos gran economía en las operaciones -

El cambio de origen consistió en la siguiente opera­
ción: • elegido como valor medio arbitrario Xj y siendo la am­
plitud de un intervalo de clase a otro constante e igual a
h, hicimos

Xi = Xi - Xj (1)
h

donde despejando Xi resulta:
Xi = Xj + h Xi (2)

haciende- para simplificar
Xj = a
h = b

se tiene que (2) puede escribirse
Xi = a + b Xi (3)

sumadlo todos los valores de Xi y de Xi multiplicados por su
ponderación, tenemos que la (3) se transforma en:

' ¿ - cí-?S y¿ +■ b'ui X< y¿
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dividiendo. ambos miembros por Tr~~

i = 1

■js decir que la ■.odia aritmética dé los valeres ooservados X
es igual al valor a = Xj que es un valor medio arbitrario :
convenientemente elegido entre los valores de X, más la media
aritmética; de los valores de la nueva variable de cálculo X'
multiplicada por la amplitud del intervalo de clase h = b.

Rostamos miembro a miemoro de la expresión (4)? la ex­
presión (3);

Xi - Xi = (a + b Xi) ~ (a + ó Xi)

s imp 1 i f i o ¿ai 1 o 

elevamos ambos miembros al cuadrado 5 sumando y multiplicando -
p.or,.yi . . >

¿ (Xi - Xi)2 Yi = ó2 .' (Xi - Xi)2 Yi '
i-1 isl• r-

x? " —

dividiendo por 5— yi ambos miemores se tienes
■ - • i^l ; -.

............ o____ ___ - • - -z 2ñ (Xi: - Xi) .yi r2 , (Xi Xi) yi
1—1 1 -■ •- -■ s.- u)-Q- . -L J-\ /■

..... N N
TZl yi- '■'••••• - ■' xz- yi

a.. .i==.l : - .. m.K- o- ■.‘ i-1

cs-^décír-’: - ■ .... • *

Por tanto la varianza de los valores do X es igual a la
variante,.de Ips valores do cálculo XT multiplicada por el cua
drado dc’ la’ amplitud del intervalo b = h>
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sultas
Extrayendo la raíz cuadrada de ambos miembros de (5)

(6)

re

es decir que la desviación típica de los valores de X, es. igual
a la desviación típica de los valores de calculo X’9 multiplica
da por la amplitud del intervalo de clase b = h

vaSi se trabajara con una muestra y recordando que la
rianza se define en este caso por;

¿ £ (Xi -
" - 1

i-1
procediendo en igual forma a la anterior resultara;

(7)

y la desviación típica;

(8)

Determinar los valores de X9 v X y 0* en el siguiente

11 x11

' Yi- XJ _ Xj - 4,870 ¡
1 “ 0,005

* 
1

! 
1

i 
!

: C\bH 
I

i * 
í

i 
!

X? Y

64
294
396
525
368
216
100

40
0

49
14o
4o5
528
4oo
288

49
64

4.830
4.835
4.84o
4.845
4.85o
4,855
4.860
4.86?
4.870
4.87?
4.880
4.88?
4.890
4.895
4.900
4.90?
4.910

1
6

11
21
23
24
25
40
45
49
35
45
33
16

8
1
1

| 384

j !

1 K 1 
1 1 i 

1 l
03

-0
 O'

K
JT

. -T
'O

J M
 H

 O 
H

 |\)
U

J -
T'

V
JX

 OO ! -8
-42
-66

-105
-92
-72
-5°
-4o

64
49
36
25
16

9
4
1
0
1
4
9

16
25
36
49
64

l________

-475
49
70

135
132

80
48

7
8

529 3926
54

caso;
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Elüoi-->-;3 ce
h - 0,005. Trs.-

mo VEtlor r¡
iajuiid.- c<,x

ludio arbitrario Xj 4.870; siendo
x la nueva variable Xú hallamos les

valor_ s :
X' -

54 .
38-I 0,1‘h..

r'2
• 1 1 ’ _3??6 _ io,2239■ X 384 "

<4 = 3,197

por-me di o__ de las fórmulas (4) (5) "j (6) determinar olios los va
lores de XjC^yfx conociendo X' ,7^ y'Tocuyos valores tomaina-
nos de calcular. En efecto

X = 4.870 + 0,005x0,14 = 4.870 4- 0,0007 = 4,8707

r~ 2 -------- .2 r 2
\JX = 0,005 = 0,000025 x 10,2239 = 0,000255

(íx - 0,005.^ - 0,005 X 3,197 - 0,01598
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13a*  Conferencia

Desviación cu-..r til

Localizados los cuartiles, según hemos visto, puedo defi­
nirse con exactitud, el grado y carácter de la variabilidad que
presenta una distribución de frecuencias.

Aunque su conocimiento nos ofrece una imagen de la distri
bucióiij no es tan útil para el estudio y.comparación de aquella
como el do la desviación media y la vorianga.

Porc decenos advertir que en cuanto se refiere a la mayor
facilidad de-1 cálculo y a la interpretación inmediata, la des­
viación cuartil presenta considerables ventajas.

Dentro de la oscilación propia do los cuartiles se halla
incluida, desde luego, la mitad de todas las medidas.

Cuanto mayor sea la concentración, tanto menor será este
intervalo, por lo cual la relación entre amocs cuartiles nos
proporcionará una medida de dispersión bastante aproximada.

El desvío cuartil, es la oscilación intorcuartil que es
la mitad de la distancia entro los cuartiles primero y tercero.

Por tanto si representamos por D. Q. el desvio cuartil,
per Q; el primer cuartil y por Q3 el tercer cuartil, se tendrá:

D Q ~Q3 ~ Ql.
2

Designando por K ,-Q3 + Ql un punto situado sobre la esca-
" , it .1 •. la ’< ; 2
la c-ri la mitad de la di tancia que haya entre los citados cuar-
tilcs, la mitqd de los datos de una distribución de frecuencias
se hallará comprendida en la oscilación.

K ± D.Q»
Este resultado, unido a una exposición de los valores pro

medios del cambio (que pueden ser la media aritmética, la media
na o el modo) constituye una descripción muy útil de la distri­
bución que se estudia»

En una distribución rigurosamente simétrica, el valor de
K coincidirá con el valor de la mediana, es co es , la- mediana es^
"taró situada en el punto medio de la distancia que separa en la
escala Ql de Q3 .
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Ejemplo
Xi • yi fi

1.125 - 1.225 51 ■ 51
1.225 - 1.325 118 169
1.325 - lo425 144 313
1.425 - Io525 181 494
1.525 - 1.625 137 631
1.625 - 1.725 _ 11

642
642

______

F 642 _ 160,5

Q,.  1.225+ 160,5-51.0,1
118

= 1.225+ 0,093 = 1.318
3N  3x 642 _■ 481,5
4 " 4
Q. . 1.425 + 481,5 - 313 .0,1

181
= 1.425 + 0,093 = 1,518

D.Q. - 1.518 - 1.318 0,2 0,1
2 ‘ 2

K  1.518 + 1.318  2.836 ¿-'1,418
2' 2

T/.± ( K + D.Q. = 1.418 + 0,1 =
1 X - D.Q. = 1.418 - 0,1 =

1.518
1.318

Dijimos que en el case ^e siinctrí.. X - ?-a ; calculóos
la Ma para confrontar su valor con ¿1 hállala para X.

N 642 321
2 ~ 2

Ma. = 1.425 + 321 - 313 .0,1 = 1.425 -i- 0,004 = 1.429
181

Ma > X
luego hay leve asimetría.

Error procable

Los resultados que ofrecen las uodidr.s ¿L.\as por 1 .s ob­
servaciones de caracteres físicos, obtenidas p,.r diferentes ins
vestigadores al medir una misma cantidad constante, no s _.n i¿uu
les .

Estos resultados variables so hulla» listribuidos, sin eu
bar^o, en forma definida y cuando se representan gráficamente
dan lugar a una curva del tipo de la curva normal de los errores

En tales casos se advierte la perentoria necesidad de dis
poner de una medida de variaoilidad que s ir vade índice del gr_.-
do de confianza que pueden merecer tules resultados.

Cuando los resultados obtenidos por varios ooscrvj.dores
o por el mismo observador en diferentes ocasiones,- v.jrían amplia
mente, nc pueden concedérseles confianza alguna, mientras que 
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ocurre lo contrario sí la variabilidad que presentan es pequeña.

La medida de dispersión que se emplea en estos casos se
denomina error probable y se la define como la cantidad que, en
un caso dado, queda superada por los errores de una mitad délas
observaciones.

Puesto que el valor más probable en una serie de obsei>
vaciones es su media aritmética, el error probable se medirá
siempre respecto a esta medida.

Se debe el nombre de esta, medida al hecho de que la pro
habilidad para que una observación dada difiera de la media de
todas las observaciones en una cantidad mayor que el error pro­
bable es exactamente -¿y

Se'deduce, porztanto, que cuando las observaciones dan
lugar a una distribución de frecuencias, cada una de las mita­
des del total de Jos casos quedará incluida dentro del resulta.
do de agregar o cuitar a la media aritmética una cantidad igual
al error probable*

jjlsta medida de variabilidad se viene extendiendo en su
aplicación a campos muy distintos do aquel para’el que fue crea.
da y entonces la denominación error Probable puede resultar im­
propia, por lo que debe pensarse en tales casos que se trata de
un desvío probable que es una distancia contada a partir de^ la
media aritmética, inferior a la mitad del total de los desvíos.

El error probable es una medida de dispersión que soló
tiene significado completo cuando se refiere a distribuciones
que siguen la ley normal de los errores.

En estos casos adquiere una significación.clara y.preci
sa, lo que no ocurre cuando se aplica a distribuciones asimetri
cas, no siendo, por lo tanto, conveniente emplearla en tales ca
sos.

En cambio resulta apropiado el uso del desvío cuarti^ ,
cuyo valor es igual al del error probable en toda'distribución
normal, porque tiene significado más directo que este, cuando
se trata de .estudiar una distribución asimétrica. ..

Más adelante explicaremos el uso que puede hacerse del
error probable como medida de la exactitud de los resultados e¿
tadísticos.

El valor del error probable puedo expresarse, siempre
que se trate do una distribución normal, por medio del que tie
ne la desviación típica ya que existe entre ambos la relación
siguiente?

E.P. = O,67>+5 G
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Relaciones entre las diferentes medidas de variabilidad
Para comprender fácilmente la significación propia de efe-

da una de las medidas de dispersión ya definidas, conviene hfe-
cer una comparación general y un encadenado resumen Üe las re­
laciones que entre ellas existen*

La oscilación es una distancia tomada sobre él eje de abscifefes,
que comprende todas las observaciones.

La desviación cuartil y oscilación intercuartil es úna distan­
cia tomada sobre el eje de abscisas, que enta situada fe ambos
lados del punto medio entre los dos cuartiles, comprende Ife mi,
tad del total de observaciones.

El desvío medio con respecto a la media aritmética en una dis­
tribución simétrica o ligeramente asimétrica es aproximadamen­
te igual a los k/5 de la desviación típica

Una oscilación que sea igual a 7i“ veces la desviación media y
cuyo centro sea la X, comprenderá aproximadamente el 99$ de los
casos.

Cuando en una distribución normal o levemente asimétrica,
se sitúa a cada lado de la X, una distancia igual a la desvia­
ción típica, quedan comprendidos los 2/3 de los casos aproxima,
damente, es decir el 66,66 %

Si la distribución es normal, quedará incluido el 68, 26$
de los casos.

Situando a cada lado de ^a media aritmética una distancia
igual al doble de la desviación típica, queda incluido el 95 $
de los casos aproximadamente.

En la distribución normal, el tanto por ciento de inclu -
sión será'95?^6$ exactamente.,

Cuando la distancia, que se toma es tres veces la desvia­
ción típica, el número de los casos incluidos es el 99/? aproxi.
madamente y en la distribución normal es 99?73% exactamente.
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regla general que dice qu- una oscilación igual a -
6 0 centrada en la media aritr.ótica? comprende aproximadamen­
te el 99 de ks casos, proporciona una comprooación del' cál-

E1 error probable en una distribución normal es igual

Una oscilación de dos veces el error probable cuyo cen­
tro sea la media aritmética, comprenderé el 50 % de los datos
y una oscilación de 8 E<> P» con igual centro abarcará aproxi­
madamente eí 99 $ tus.

0. Normáis E. P. = 0P 6,745 <T
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Er'lpiedaóGs 'lo 1-- G ni'incipa] os meiidas de yar ie.bil Idad
Oscilación

La oscilación puede calcularse e interpretarse fácil­
mente y resulta útil considerada como una medida.aproximada
del grade de variabilidad.

El valor de la oscilación viene de terminado por el
que tienen los dos casos extremos.

Es per tanto una medida sumamente inestable, cuyo va­
lor puede cambial’ por la adición o cus trucó £ :n de- /un sólc. va­
lor de la variable.

Es una medida que no proporciona indicación alguna -
acerca del 'carácter de la distribución entre les dos casos ex­
tremos .
Desviación cuartil

Es una medida de dispersión que puede calcularse e
interpretarse fácilmente y resulta superior a la oscilación
como medida aproximada de la variabilidad.

La desviación cuartil no os una medida de variabili­
dad relacionada con un pr-.^edio determinado.

Esta medida no resulta afectada por la distribución
de les datos dentro del 1er. y 3-r. cuartil^s, ni por su dis-
tiibu¿;iún fu^r ¿úujeók¿ <cu:.rtiles . ,

Cerne no se halla afectada por las desviaciones de ca­
da uno do las datos, no puede acéptense como una medida segu­
ra de variabilidad.

No se puede aplicar el cálculo algebraico a la des­
viación cuartil.
Desviación media

La desviación media se halla influenciada por el va­
lor de cada une- de les datos y tiene un significado preciso
como diferencia promedio éntre cada uno de los datos y la me­
dia aritmética o la mediana.

La desviación media está menos influenciada por las
desviaciones extremas que la desviación típica.

Matemáticamente considerada, la desviación media no
es tan lógica ni tan conveniente como la desviación típica.

Varianza
La varianza se halla influenciada por los valores

de cada uno de los datos.
La operación de elevar al cuádralo los valores de

los desvíos antes de sumarles evita la falta que se comete al
no tener en cuenta los signos.
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La varían?, a tiene clara significación matemática y pue­
de. aplicarse a 11 el cálculo algebraico*

La varianza se hulla, en general menos influenciado
por las fluctuaciones de los datos que las demás medidas de
dispersión 0

El resultado a que ha conducido el estudio de la curva
normal de los errores, por medio de la varianza, aumenta con­
siderablemente la utilidad de esta medida®

Error probable
Tiene clara significación en el caso de una distribu­

ción que signe úna ley normal y carece de ella en otr/.s dis­
tribuciones a suyo estudio no debe aplicarse®

Por;: aquellas distribuciones a que so adapta, el error
probable, rud.u?. ¿a este de gran utilidad®

Halla Su aplicación más interesante cuandpse le emplea
como índice de la confian;;;:, que- merezcan las medidas cuanti­
tativa»

• -y..-

.La relación definida que existe en to.L. distribución
normal entre el error probable y la variante; es sin embargo,
la más general de todas, y deberá reourrirse a ella cuando se.
desee obtener. gran exactitud®.

EL—erreí*  probable es, sencil-í-aaeni>e una parte, fracciona­
ria de la varlanza que. tiene yn campo de. aplicación, definido,
al par’que restringí do •*
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Fst."An
14a.Conferencia

variabilidad relativa

Nos hemos ocupado, hasta ahora, solo de la variabi
lidad absoluta y las diferentes medidas de dispersión ob
tenidas expresan la variabilidad de los datos consideran
do unidades absolutas de medida.

Así la varianza en los cambios Londres--París, vie -
ne dada en francos; la de la producción de hierro en lin
gotes, enf toneladas, etc.✓

Cuando se trata de estudiar una sola distribución
de frecuencias conviene nue prevalezca el uso de la uni
dad con '~ue se miden los datos; pero si tratamos de com
parar las medidas de variabilidad de dos distribuciones
distintas, se tropieza con algunas dificultades»

Esto es evidente si unas y otras medidas son hete­
rogéneas; pero aun siendo homogéneas persisten las mis­
mas dificultades.

Así las medidas de variabilidad que se refieren al
peso de los perros y al de los caballos pueden calcular
se en kilos y por el hecho que la varianza del peso de
los caballos sea mayor rué el correspondiente al peso de
los perros no puede deducirse, rué la variabilidad sea ma
yor en el primer caso rué en el segundo.

Toda medida de variabilidad absoluta tiene signifi­
cado solamente con relación al promedio respecto del cual
se midieron los desvíos.

SU uso aislado, esto es, sin rué se refiera.-.al pro
medio correspondiente, carece de sentido.

Para efectuar comparaciones será preciso, por lo tan
to, dar a estas medidas forma relativa, expresándolas, co
mo porcentajes del promedio que sirvió para hallar las —
desviaciones.

Resultará así un número abstracto, una medida de la
variabilidad relativa de los datos que se estudian, que
puede compararse con valores similares procedentes de o-
tras distribuciones..

Por ejemplo
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Desvío medio
Media aritmética

Desvío medio
Mediana

Varianza
Media aritmética

Coeficiente de variabilidad

La medida de variación relativa empleada más gene.
raímente es la introducida por Pearso# con la ddnomina-
ción de coeficiente de variabilidad, que se representa
por la letra 2_*

Esta medida es simplemente la varianza expresada
en tanto por ciento de la media aritmética.

Por tanto:

. 100X
Pueden obtenerse índicas du variabilidad análogas

•ste coeficiente sin ¿4Uv .¿xpres-.r cualquier:. de
1-- oteas medidas de desviaciones en rento por ciento ••
do-. promedio con respecto del cual se han medido las dc¿
viaclonas.

Sin embargo, el coeficiente te Pear&an, es el. que
se adopta, generalmente y el único cuyo Uso se ha ge»e
ralizado.

Medidas de asimetría

Hemos estudiado los métodos que se siguen para la
determinación de la tendencia central de una distribu -
ción de frecuencias, así como para medir el grado de con
oentra&ión en torno a una tendencia central.

Pero necesitamos disponer, además de una medida -
que exprese el grado de asimetría que presenta una dis­
tribución dada.

Para ello es esencial saber si las observaclones .
aparecen dispuestas simétricamente en torno tel ■fralor
central o si se dispersan en forma irregular y asiméfrri
ca.

Cuando dispongamos de esta medida nos será posi -
ble resumir las características de una distribución de,
frecuencias en tres números que sai: un promete o, una
medida de dispersión y Una medida de asimetría.

Hemos visto ya los promedios y las medidas de dis
pensión, nns ocuparemos ahora te las medidas de a$ime - 
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tría.

En toda curva de frecuencias perfectamente' simétri­
ca coinciden la media, la mediana y el modo,

A. medida que la distribución deja de ser simétrica,.
estos tres valores se van separando, siendo cada vez ma­
yor la diferencia que existe, entre la media y el modo-.-

Por lo tanto, podremos usar esta diferencia para me
dir la asimetría.

Es conveniente, en este daso, como se hizo al medir
la variabilidad relativa, obtener un índice en forma abs
tracta que puede compararse con los valores análogos ob­
tenidos en otras distribuciones.

Con este fin propuso Pearson que se usará el número
que resulta de dividir la diferencia entre la media arit
mética y el modo, ror la varianza de la distribución da­
da..

La fórmula será pues?

sk(asimetría) - X - Mo (skevness)
(T t •_Claro está oue en toda distribución simétrica en la

que X K Mo 2 el valor de esta medida será igual a cero.

El valor de sk puede ser negativo o positivo según
la posición rué tengan en la escala los dos promedios de
que depende.

Cuando la distribución sea moderadamente asimétrica,
el grado de su.asimetría puede calcularse más fácilmente
por la fórmulas

sk . 3(X - M?)
(T "

Este valor no se apartará mucho del que se obtiene
con la fórmula anterior, puesto que en toda distribución
moderadamente asimétrica la mediana se halla situada a
un tercio de la distancia que separa la media aritmética
del modo, a contar de aquella.

Como resulta difícil localizar el modo valiéndonos
de métodos sencillos, conviene calcular en algunos casos 
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una medida de asimetría más fácil d.o obtener oue la de
Pearson.

Bov.’ley propuso con dicho fin un método basado en
la relación nue existe' entre el primer y tercer cuartil
y la mediana.

Si la distribución es•simétrica entre dos cuarti-
les ecuidistarán de la mediana pero si no lo. esq no o-• / ✓ - *currirá asi.

Por.tanto, si llamamos a la diferencia entre el
tercer cuartil y la mediana y q 1 a la diferencia que e
xiste entre la mediana y el primer cuartil, podremos
emplear la fórmula?

l2-ql . 
q2+qi Q3-Ma) - V1

para obtener una medida de asimetría que variará entre
1'1. Si la simetría es perfecta se verificará cues

y por tanto?

sk_.0

es decir que no existe asimetría.

Si la asimetría es tan acentuada que la mediana y
uno de los cuartiles coinciden, resultará que si?

q2„ 0 es sk = 1
q-^_ 0 es sk =?-l

Bowley señala que el valor de 0,1 indica un grado
moderado de asimetría, mientras que un valor igual a
0,3 indicará una asimetría pronunciada.

Debemos advertir que los resultados que esta medi­
da proporciona no son comparables, desde luego, con los
que se obtengan por la aplicación de la fórmula de Pear
son para medir la asimetría.

Ejemplo?
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Calcular la asimetría con la fórmula de Pearson y
Bowley

Ai

—
fi p í;l-3

Aj - -j— x; y¡ (x()2 (;-í)2 y,
1,5- 4,5 3 1 i - 2 - 2 4 • 4
4,5- 7,5 6 8 7 - 1 - 6 1 6
7,5-10,5 9. 7 14 0 • - 8 ü ü

10,5-13,5 12 4 1G 1 4 1 4
1 13,5-16,5
i
|

15 2
r

2

_____

• 2 4

8

E__ ¿_...

4. 8

22

9

9 x 1,1 s- 9,9

(T - V9,9 = 3,146V - y

Q - 4,5 ♦ • 3 2 4,5 * 2 - 6^5
I.- G

Q3 , 10,5 . 1L-.LÍ . 3 ; 10,5 ♦ 0,75 = 11,25

4

E - 7,5 * . 3 - 7,5 1,29 j 8,79
a" 7

i¡!0 - 7,5 ♦ .3-7,5 *■  1,2 : 8,7
6.4

■ X -__ - 04 . "
X - 9. 3 x 0 -

r\. JL.-i,i
• * - 20
72 z 32 y 1.1 -

.. PEARSCil

3k - - 9.".8¿-: --i— - 0,095

(T 3,140 3,140

BÜ..LEY

(Q. - ü.) - (£• - Qj) (11,25 - 8,79) - (8,79 - 6,5)
ek - J " __  _______ __ ■ ___

" (113 - M • (Liá - 01) (”.25 - 8-79> ♦ (y-73 -ti«5)

2,46 - 2,29 . 0,17 „ n,.

2,46 .,2,29 4,65 '

de
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Curtosis

Ya hemos hablado de una cuarta característica, de las dis
tribuciones de frecuencias que también puede ser medida , nos lé
ferimos al g:¿ado de aplanamiento en relación con la curva normal

Veremos^más adelante como se mide la curt.osis que es la
denominación técnica de esta medida
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Est< - A

15a- Conferencia

MOMENTOS DE LAS DISTRIBUCIONES DE FRECUENCIAS

Al considerar la media aritmética hemos utiliza
do la expresión?

JN
X. Xj. y-j.
i-1

podríamos tener expresiones de la forma:

N 7

r Yt
i-1

llamadas media cuadrática y media cúbica respectivamente

En general la relación: 

se define como momento de orden s respecto del origen natu
ral. También se lo designa con el nombre de momento bru­
to de orden ¿ -

En particular para s = 0, 1, 2, 3, • • • • •

Mo - (momento
de orden
cero)N

i— Yi
L —1
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Mi - —------------- = x (momento de primer orden)

e yi
i2l

M2 - —- (momento de segundo orden)

i-1
y así sucesivamente.

El terqiino momento es una expresión corriente en el
campo de la Mecánica y representa la medida de una fuerza
en relación con su tendencia a producir rotación.

La.intensidad de la tendencia depende de la distan­
cia que exista entre el origen y el punto de aplicación de
dicha fuerza.. - . ■ ■

• .’ En Estadística se usa dicha expresión en sentido a-
nálogo, considerando los grupos de frecuencias como las
fuerzas en cuestión.

La distancia desde el punto medio de cada intervalo
dé clase al origen es aquí de importancia primordial,.

Los momentos de una distribución de frecuencias res.
pecto a cualquier origen pueden calcularse multiplicándola
frecuencia dé cada grupo por una potencia dada de las dis­
tancias que a lo largo del eje de.abscisas las separan del
origen, luego se suman los productos resultantes y se divi
de esta suma por el número de casos observados.

i .Sise trata de obtener el primer momento, se emplea.
rá la primera potencia de la distancia sobre el eje de ab­
scisas; si se trata del cuarto momento, la cuarta potencia
de dicha distancia y así sucesivamente.

Ejemplo o

Calcular los momentos Mq, Mj_, M2 y M3 des
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la giguiej.te distribución d¿ frecuencias.

m o nun t ¿ 5 res:---.»' 5i:? 5L-_ j;e 2. ..Pá in •>• - bi rario

2 2 3 3
X¡ Y; XiY¡ xi x¡ Y¡ Xi xi y

3 Í 1 3 9 2^’ 27
6 36 36 216 216 1296 ■i:o _ 1
9 7 63 81 567 729 5103 H1 180 q

,Kír 4 48 144/ 576 1728 8912 " 20
15 _2_ 225 3375 6753 «2 _ 1818 .93,9

20 18J 1818 2ÜÜ88 20
!¡in _ ¿0083 , U)u4,4

20

Hemos V:-. t<- ¿n opo•'tunad -.d dé calcular la media a
ritmetica, vc-. j. nzi y d.svi clon media, la necesidad de
opere r xi,specto do un ori?:_n Wultrario -. fin de simplifi
car las operación.-s.

En el caso d_ los momentos también conviene tomar
un origen arbitrario o provisorio para m cálculo y recor
dando que el cambio de variable responde a la expresión:

X{ Xi- m
” ’ h (1)

ds^de
Xi es la variable natural

X- es la zjueva variable o variable <e
odlculc

m es el origen provisor i-» q .arbitrario

h es la amplitud de clase de la ftistrj.
bu‘>lón.

(2)

sucesivos- momentos r^sOocro ¿-ex «rig^n rrov.Loo
rio X. Quedan de unidos en gene re 1

H • y. __ , z».
2 (X ;

IX
A-



Resultará para:
l <xí)° y£

. ' 1=1S -O -------------------------- -
Jí
X y±
Í=1

£ <xp yi
i-1

s = 1 U, --------------------------
N
X

i-1

s - 2

y así sucesivamente. ■
Como los momentos/^ son más fáciles’ de calcular

pero los que necesitamos para operar son los momentos na
túpales Ma, resulta conveniente tener el’repertorio, de
formulas que nos dan estos últimos en función de lós^X'

En virtud de (1) y despejando Xi’se tienes
Xi = x£ h 4 :m (3)

Reemplazando este valor de Xi en (2) resultas
N

(XÍ h + m)s y-
i-l:
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Dar^o valores stlcesiv&s a s se tiene:

M - a' - 7o / % - '
M1 _ z' /.< ’ 4. tv-

M2r 1 2 1X1 u>4 +

M- z Á j -F ¿ Á /M, m 4*  3 -/¡ ZA ^l. i-)')''
y ■' ú ¿ /. *

í.'^l • / f -' I / ! ¿ • 1 / f
M¿|_ z n M Lj 4- -f¡ i /'o 4- 6 -¿i í, ¡ t

Ejemplo:

Retomando el ejemplo anterior calcular los mp
montos Mo; en función de Ies me-” 

mantos/!.' z /x' y

x, X
' Xi - 9
xr-y- xy (XÍ)?

(a; j y. ex; )3
------------- j

(x¡ )3y¡

3 1 -2 -2 4 4 -8 -8

6 6 -1 _-6__ 1 6 -1 _-6__ ?

9 7 0 j<8__ 0 0

12 4 1 4 i 4 1 4

15 2 ■i 4 __L- 8 18
20 ■» __L_ 22 20

5 f
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' j5x0 <-9 9

P pMpx3 xl, 1-í-Px 9x3x0 4- 9
9,9 + 0 t 81 - 90,9
_ V. 9

M3=5jx0,3-i-3x5¿xl, 1x9+0+ 9
- $,1+267,5-1-729 =Z»1<-3
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Est .A
16a. Conierencia

"Z.T -J

Pigmentos con PA ge n en la media .; ritmé tica

Los ^omentos
eial importancia
t ra

respecta de la
ep Estadística

media aritmética, tiene^ espe
y se representan por la le —

Definimos
metica por:

al momento de orden s respecte? de la inedia arit

(1)

Es decir que cuando la variable se considera referida a
un origen coincidente con la media aritmética, los valores —
que así se obtienen no son otra cosa que los desvíos.

Resultan para:

y así suoesivamente.
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E1 valor de/U/er^ ya conocido., pues al tratar las propiedades
de la media aritmética vimos que la suma de los desvíos respec
to de ella era igual a cero*Al  considerar la varianza, la deíT
nirnos por:

. o- \
1 yi

Ejemplo:

X- 180 _
" 20 “

Calcular los momentos con origen en la media aritmética:
y /U. en el siguiente ejemplo:

Xi Vi XiYi X H
' 11 X H
- 1 X
I j

__
__

__
i

XiYi x? 2
xiyi xi

3XiYí

3 i 3 6 - 6 36 36 -216 -216
6 6 36 -3 -18 9 54 - 27 -162
9 7 63 0 -24- 0 0 -243 -378

12 48 3 12 9 36 27 108
15 2 30 6 12 36 72 216 432

20 180 2*+ 198 243 54o
0 0_ 162

= 9,9

= 8,1

respecto de la media aritmética en función de los mo­
mentos respecto de un origen provisorio

1

Momentos

0
yU = 1?--71 20

, - 162
20

Recordemos que:

x£ - Xj * m
h

luego:

Xi - X¿ h-c- m (3)
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Siendo:

_N N N N
X Xfy.£ (Xi h+m) y^ hE X^y^ m X. y¿

? _ i=l _ i=l i=l i-1- --- - —-----  x----------------t------------------
_N _N N N
>- Xi 2- y± í: y± i: y±i=l i=l i=i 1 i-i 1

X = h/Vj-i- m (*+)
donde /l( es la media aritmética de los desvíos de la variable
de calculo o también el momento de primer orden respecto de
un origen arbitrario o provisorio.

Por definición tenemos que:
N

X (Xj, - X)s yi
i=l

sustituyendo Xj y X por las expresiones indicadas en (3) y (*+)
resulta;

£ (XÍ h -r m - hyLL( - m)s y±

At—------ —---------—-
71

¿i (X^h - )s y £

q N , , o
hs 52 (X± - u ) y i

i-1 7

para los sucesivos valores de s, resulta:

Desarrollando la potencia del binomio se tienes
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En la p- -íctica es ■‘aro que se necesiten calcular momentos
superiores al cuarto.

En realidad los momentos de orden superior al cuarto,aun­
que importantes en teoi'í. son tan sensibles a las fluctuacAe
nes de las observación- s qu_ los valores calculados para un
número rugul-' . d- observaciones no ofrecen ninguna garantía
y casi nunc • conioen.jen el trabajo de calcularlos.

Ejemplo:

Calcular los momentos a, . , A, y ,/v
en función de los momentos
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Xi i.

3

X/y, (X í)2 (xí)2 y¡ (X¡)3 (x; )\

3 1 - - 2 4 4 - 8
6 6 - i - 6 1 6 - 1 - 6
9 7 9 - 8 0 0 0 «14__

12 4 1 4 1 * 4 .6
15 2 • 4 4 8 ' 16 32

20 8 ¿2

0 J.

/< 'o

/</ - o

-- / 4

S 1

I • r ' ' ' 1
I l<, - ¡i ¿i, - <■„ - 3 x Ó - c' ' • ■ »/ / I -

32[4,- ] .. 1.1 r 9,9

.i [ , 1> J \ - j
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Est.-A •
17a. Conferencia

EMPLEO DE LOS MOMENTOS PARA MEDIR LA

ASIMETRIA Y La KURTOSIS

1 * Asimetría

Ciertos parametros deducidos de los momentos calculados
respecto de la media aritmética, tienen especial importancia en
los trabajos estadísticos.

a) T^rcsr momento como medida de asimetría

La raíz cúbica
medida de asimetría.

del tercer momento constituye una buena

Esto es debido
trica resulta:

al hecho que si la distribución es simo-

N

iTl
3

xi *1
- 0ó _N_

z.--
i=l yi

es decir que se anula el momento de tercer orden respecto de la
media aritmética. Pero si la distribución no es simetrica,el ter
•er momento no es igual a aero y puede tener valor positivo o ne^
gaiivo según que la distribución presente asimetría positiva o ne
gay.va respectivamente.

Simbólicamente, la medida de asimetría definida es:

rjt 3
x± y± 1/3

sk - 1 ----------------------= Z'-,

Expresada como un coeficiente de asimetría, donde el to
tal de la asimetría se relaciona con el desvíosstandard,resultas

1/3
ASk = _Z3 (1)



-107-

por las mismas razones invocadas para utilizar como medida
de a si^ enría el momento de temar orden respeto de la media arit­
mética, podrían emplearse cualquiera de los momentos de grado im
par ete.

El motivo por el gue no se
la complicación de su calculo.

c) Coeficiente,'3 y ¥

Se definen los coeficiente

A
1

recurre a ellos se fundamentan.

beta, así

y los coeficientes gama así?

G)

GC siendo:

Y o .3 ? x > . (5)
Ai

Se observa qué estos cuatro coeficientes son todos números
abstractos y como tftle^, independientes de la escala de medida de
la variable.

(1)
Podemos observfe.^Qua

se deduce de la en
la asimetría
la siguiente

medida por
forma:

la expresión

Con frecuencia se toma también como^medida de asimetría al
valor dado por la raíz cuadrada de (2) así:
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En

guiantes v
la curva normal
alóres para los qu¿ es.sinietrica.se verifican los sir

coeficientes..^ y .

= 0 (por s.r el momento de tercer orden i-
gual a cero)

/J
i J 2 = 3

Y1 = V^i = 0

2 - - 3 = 3-3 = 0

II - Kurtosis

La kurtosis fuá descripta por Karl Pearson así:
"Dadas dos distribuciones de frecuencias auo tengan la misma
"variabilidad medida por el desvío standard, ellas pueden ser
•"relativamente mas o menos elevadas que la curva normal, *.-•••
"Una distribución de frecuencias puede, en. otras palabr.As ser
"simátrica ■ pero puede ser más aplanada .y 1-i curva normal no
"puede describirla".

Las distribuciones de frecuencias con un sólo modo, pue­
den ser respecto da la curva, más aplanadas o más agudas.

La kurtosis es una medida que hace posible des^ri^ir. el
grado relativocon que esta característica existe con.referencia
a.;cualquier distribución da frecuencia. '

Parí la curvx normal, la relación entre el segundo y ej.
■cuarto momento es la siguiente:

Si fuese.mapor que 3 la curva es mis aguda y se la dosi£
na’con el .nombre de íeptocúrtica (aguda, estrecha) >;3

Si fuese menor que 3 la curva resulta aplanada..y por eso
recibe, el ;nombre de platicórtic.a (aplanada) Z?< 3

En la distribución normal ~ lal . kurtosis tiene- pues el va
lor 3; ya que esta distribución es. mirada .como, standard o ideal
:ía cantidad /3O - 3 en toda distribución se llama exceso de.la
kurtosis o brevemente el exceso.

es.sinietrica.se
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Sjemplo 1Q : Distribución simétrica

Determinar la asimetría y la kurtosis mediante los coefi
cientos /3 y en el siguiente ejemplo:

/ 0

4 X1 ?i
2(xp ^xp2yi

.... .... .. .
(xp3

.. .... ..........J

-2 2 - 4 4 8 .8 -16
-1 15 -15 1 15 -1 -15

0 30 -19 0 0 0 -31
1 15 1? 1 15 1 15
2 2 4 4 8 8 16

64 19 46 31
______ 0 ________ ________ _0__

Y2 =/32 - 3 = 2,84312 -3 =

4
(xp (Xp y.A -1-. .... --
16 32

1 15
0 0
1 15

16 32....... . —M
94

-0,15688
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Por ser z 0 la distribución es simétrica.
Por ser fb - 2s8l4-312 la distribución es platicúrtica (aplanada)
El exceso áe kurtosis es negativo por ser la distribución plati-
curtica: y = -0,l%88.

Ejemplo 2 Q. Distribución asimétrica

Determinar la asimetría y la kurtosis mediante los coefi­
cientes y y en el siguiente ejemplo

1

yi *1 y. (x-p2 (xp y.
<x.)3 u

(xt) (X-)

-2 2 -U U 8 -8 -16 16 32
-1 6 -6 1 6 -1 - 6 1 6
0 7 -10 0 0 0 -22 0 0
1 U 1 u 1 1+ 1
2 1 2 4 u 8 8 16 16

20 6 22 12 58 i
___ _ — -10 - 1

_18_2
(26,^ = 0,0178 0,1335

^572
-A- 625 ^72 _

' 2"#~í26,5|i ¡26,5.i¿
' 1

¥2 - - 3 - CM*  - 3 = 63’ta
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Ejemplo NQ 3
1) Calcular los i^omenton z/.t q k . en funcion

.de los momentos con origenl provisorio.-

2) Hallar el valor de los siguientes coeficientes' de
dispersión, de variabilidad, de asimetría y de exce­
so.

=0’3066 = = o

Estatura
media

en Cms.•
n

-... -
1

(x')3 (xl x'yi
(x'tz. ”!

11
XT (x'X-

151 2 -5 25 -12 5 625 -10 5o -25o 1250
3 6 -3 16 - 6h- 256 -2U 96 -383 1536
5 12 -3 Q - 2? 81 -36 108 -323 97.2
7 25 -2 3 - 8 16 -50 100 -200 300

.9 5o
61

-1 1 - 1 1 - 50 5o - 5o 5o161 0 0 0 0 T7o 0 1208" 0
3 70 1 1 1 1 70 70 • 70 70
5 *+0 2 }T 8 16 80 160 -320 63o
7 25 3 9 27 81 75 225 675 2025
9 8 16 6h- 256 32 128 512 2038

171 ___ 1 5 25 125 62 S- 5 25 1 12? 625
300 262 1012 1702 9616

92
/'<,= 1 1 •

. )=2': ! 3,3733 - (0,3066)2
A2= “wf3’3733 = 1+ ( 3,3733 _ o,093o) - 3 x 3,2793

= 13 5 1172 ,
=1»1^66 u.i= ^-¿.4 a.+*  (/<; ]

, 1 8 1,1366-3x3,3733x0,3065+2(0,3O66)3]
u » 2^32,0533 = -íl,1917 7

300 .| / t i ' / ¡ , * 2 / ’ ¿i 1
= b-V’-q - &>■*">  Ilü J _ 3ÍIIJ
t 31Ü,J631 . I 1 ¡ ! )

X - 161 + 2 x 22- = 151,5133
__ _ 3_00 _

(f - \/uz = 1/13,1172 - 3,621

V —2-x 100 = x 100 = 2,23
X  16.1,61

= -0,235

íi -£...■■>_____¿IQ.,5631 _ 2,969 '
R ' (j-1 “ (3,621)3-
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PROBABILIDADES

Est. - A

18i. Conferencia
5 de abril do 19??

Hemos tratido hasta aquí de describir una muestra dada en
mediciones cuantitativas mediante: L) Un valor de concentración ,
(promedio o medida do posición): II) La dispersión respecto deiva
l'~r de concentración: III) El valor de la asimetría; IV) El valor
de la kartosis.

Ahora deso anos completar asta descripción con inferencias
sobre las poblaciones da que proceden las muestras, es decir, nos
interesa establecer conclusiones acerca de los intervalos, en los
cuales caeran probablemente las medias, desviaciones típicas y o-
tros parametros de li población,’ Para lograrlo debemos saber algo
acerca de como varían, de una muestra a otra, aquellos valores ,
cuando se han extraído de una mis na población muestras repetidas
de un tamaño establecido.

Puede abordarse el estudio de las fluctuacione&ede muestra
a muestra en forma experimental o matemática.

La primera forma resulta lenta y costosa por lo que se la
reemplaza por la segunda„

La aproximación matemática al estudio de las leyes del
muestreo se fundamenta en la teoría de probabilidades.

Probabilidad : La probabilidad de un suceso A de presentarse unnú
mero de veces m sobre el total de casos observados n, está dado
por el cociente m/n. Es decir que el número de casos favorables al
número considerado sobre el número de casos posibles nos da la pro
habilidad buscada siempre que todos los casos sean igualmente po­
sibles.

Designaremos por p la probabilidad favorable a un suceso,
así:

Cuando todos los casos son f a./or ail-s un acontecimiento,
su probabilidad se convierte m la certeza y su expresión se hace
igual a la unidad. Cuando toaos son desfavorables, su probabilidad
es igual a cero.

Así, pues, en la evaluación da la probabilidad de un suce­
so necesitaremos conocer dos números: el número de casos posibles
y el número de casos favorables o sea aquellos en que el suceso
pueda ocurrir.
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EJemplos:

I) En una tirada de un dado cuál es la probabilidad de qbe el nú
mero de puntos obtenidos no exceda da h-? Cuál es la probabi­

lidad de sacar un número par9

a) Al N2 4 le anteceden el 1,2, y 3 que con el h- forman U ca
sos favorables, luego :

P = i 2
6 3

b) Los NQ— paros del dado son 2, U y 6 luego:

II) Si sacamos una carta de un mazo de barajas españolas ; cuál
es la probabilidad de no obtener una espada? ¿de obtener el

2 o el J de bastos 9 y de obtener un 2 0 un 5 de un cierto palo9
• de obtener una carta con un 2 o un 5*?

a) no espada ......... = 30 .

:= 2 .

= 1 /

. p =
h-0

■p = s

_ 3
~ M-
. ±L

20
1
20

b)

ó)

2

2

ó 5 de bastos

ó J de un palo

d) 2 ó J hay 8.. p = A-
^0 5

III) Se arrojan dos dados .cuál es la probabilidad de obtener &n
total 7 puntos? 6

Total de casos distintos 6x6=36
Casos favorables a 7 puntos = 6

urimer dado segundo dado
1 6
2 5

lüego:
6 1p = ----- = ----

36 36
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IV) Una moneda se arroja al azar tres voces sucesivamente , 1 )Cijál
es la probabilidad de obtener dos caras0 2) .Cuál es la proba

bilidad ds obtener cruces por lo menos una vez?* ’’

1) Primer tiro: * dos casos 'posibles -i- 6x2 2 •
Segundo tiro: cuatro casos posible- ó x -i-

■ i, x xx 2x2- U
Tercer tiro: ocho casos^posibl. 4- -v x::r:-

r x 4.. XX. '.-r
•r... v xxx 2x2x2= 8

.. □ x * xxx
Luego siendo casos favorables a dos caras = U
Luego siendo casos posibles - 8

2) Casos favorables a una cruz
Casos posibles

V) Se sacan al azar dos cartas de un mazo d; cartas francesas
bien . bara jado Cuál es la probabilidad de qu= las dos cirtas

que se jjan sacado sean ases?

La 1- carta puede sacarse ie 5? Tiñeras distintas.
La 2— carta puede sacarse de *1  manaris distintas.

Luego casos posibles $2 x J1 .

Cacos favorables

U. manaras de sacar el primer as en la primera tirada.
3 maneras de sacar el primer as en la segunda tirada.

Por lo tanto, casos favorables *+x3  *

p^-A-X-l. - _i_.
■ 52 x 51 221

VI) Dos cartas se sacan de un mazó' completo, volviéndose a poner
eñ el mismo la primera carta antes de sacar la segunda.-Cuál

es la probabilidad de aue ambas cartas extraídas pertenezcan a un
mismo palo?'

1-. = 52 )
Casos posibles: -2- - ^2 1 x ’ i-> i-> n"• 1 : p 13 x 13 1

1- 13 i n Y „ I " 52 X 52“ 16
Casos favorables:^  -j J.J x

VII) Una urna contiene tres bolillas blancas y cinco negras. Si
saca una bolilla Cuál es la probabilidad de que sea negra?
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Casos posibles = £ ‘ h ¿ •
Casos favorableá - 5 p ** ”5 '

En los ejemplos dados la enumeración-de los 'casos no pre­
senta dificultades. Ahora vererhos como analizar algunos problenas
en los que la enumeración no es tan obvia, pero puede ser simplifi
cala haciendo uso del análisis combinatorioi

problema 2
Una urna contiene á bolillas bláncas y b bolillas negras.

Si se sacan de la urna -bolilla^ encontrar la probabilidad
de que entre ellas haya exactamente X blancas y ;3 negras.

Sin distinguir el orden, el número total de maneras distin
tas de ob. ener 3 bolillas del total a_y b, se expresa ?
siendo éste el número de casos posibles. ,v+ ¿‘

-A - C t í x , 3Casos favorables “ - r \ .
i3 = M '

1 ue g o

Si en la urna hay 15 bolillas blancas y 10 bolillas negras M Cual
es la probabilidad de sacar tres bolillas blancas y dos bolillas
negras9

15"xjJ+ x 13 10 x 9
C/l lx2'xz3' 1x2 39

p = . ¿——- =---------------------------------- ------------- - ---------
 25 z 2*+  x 23 X 22 x 21 253'—J ' t _______ __ _ _ I '

1 x 2 x 3 x U- x -5"
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Est, - A

• 19a. Conferencia

T-e oromas f undamóntales

A jacos 1.a enumeración da los casos se hace difícil y
1.a aplicación directa de la definición resulta muy complicada.

Esta complicación se evit.i utilizando dos teoremas- co
nocidos con Jos nombres de Teorema de las probabilidades totales
y Teorema de las probabilidades compuestas.

Veamos antes de entrar a considerar el primer teorema
lo que entendemos por acontecimientos "mutuamente excluyentes ”
o "incompatibles”. Los acontecimientos se llaman mutuamente ex­
cluyentes o incompatibles si la presentación de uno de ellos ex
cluye la presentación de los otros.

Así por ejemplo los cuatro sucesos que conciernen al
núme¿',o do ountos de los dados 1, 2, 3, *+  son excluyentes puesto
que si so presenta uno de ellos no puede presentarse el otro.

Por el contrario, los sucesos son compatibles si espo
sible aue se produzcan simultaneámente. Por ejemplo, la obten -
ción do cinco puntos en un dado y de cinco puntos en otro. dado,.
son compatibles, puesto que al arrojar dos dados, es posible ob
tener cinco puntos en cada uno.

Es decir, que dos sucosos dados pueden verificársele!
modo siguiente:

a) el uno o el otro y
b) el uno £ el otro.

En el primer caso los sucosos se excluyen, en el segm
¿o son compatibles.

El primer caso nos lleva al teorema de las probabili­
dades totales’y el segundo al de las probabilidades compuestas. .

I) Teorema de las jorobabilid ráes totales

Suponga--'S aue se tiene una urna con bolillas:

coloradas c en numero iguaj. a (c)
blancas F ’’ " ” a (b)
azules a ’’ ” ” a (a)

Extraemos al azar una bolilla y queremos saber cuál
es la probabilidad 0». que sea a o b
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Casos
Casos

favorables z (a) 4-
posibles z (a) -i-

(b)
(b) 4- (c) - N

luego

pa b ^1., ‘ lb)____ _ X»
(a) b(b) Me) 1* Tí

Pero (a_) y
N

(t0_ son las probabilid «.1
'n'

inicialac correspondientes

a los sucesos a y b respectivamente de modo ciue el Teorema de las
orobabilidales totales dice:

"La probabilidad de cue se produzca uno de los acontecimientos
a, b, £,... mutuamente excluyentes es igual a la suma de las pro
habilidades de «ada uno de los acontecimientos”

1 Pa ü t -■ Da + Pb |

Razonando en forma análoga se teñirá:

-Da ó ó c - pa 4- pb pc z 1

este resultado se rtillza como control ae l-^s cálculos.

II) Teorema de probabilidad compuesta----------?------------------------.----------------------------------------- r-------4---------------

Consideremos dos ninas con bolillas a, b, c,...,la pri
mera contiene (a^, (b^, (c)l, ... y Ia segunda (a^j (b^s (0)2*••
siendo:

(a)i-í- (b)^ (c)l + = N1
. (4)2 1- (b)2 •••’ - *'2

Extraemos una bolilla de la primera urna y otra de la
segunda, Cuál es la probabilidad de obtener el resultado a y b9

Casos posibles N^_ x N2
Casos favorables (a)^ x (b)2

Pa y b (ah * (b)2 _ (ah y(bh _ P¿’ x P^'
N1’f'N2 ’ ‘ >L N2 '

1 ue g o
fPa^b = Pa x PiZÍ| (1)

Si no nos interesa cue la bolilla a se extraiga de la
primera urna, el resultado favor .'.'.ble podría presentar las formes
•A, b o b, a.

Indicando con Pab esta probabilidad de obtener a y b



-117-

en cualquiera de los dos modos será

!Pab = Pa yt 1-Pb y a ;
pero

;Pb y 9dLL,(dl2._, pblx Pal
¡ N1 * K2 i

(2)

(3)

de donde en (2) será en virtud de (1) y (3)

j Pab = Pa ’x Pb ‘ i- pb x Pa\

El teorema de la probabilidad compuesta dice:

La probabilidad de que ocurran simultáneamente los su­
cesos a y b está dada por el producto de la probabilidad no con­
dicional del acontecimiento a por la probabilidad condicional de
b, supuesto nue a haya ocurrido realmente*

Ej emplos•
1) Cuál es la probabilidad de obtener una suma superior a

P11 p12
2 1
36 ~ 36

una bolilla blan-
blancas y tres ne

gras. Se saca una bolilla <~e cadj. urna Cual es la probabilidad
de que entre las bolillas sacadas haya dos blancas y< una negra?

Ib ! I 3b | I 2b
’ 2n i ¡ In I I 3n

C¿-úOS DGS1L1.23 - 3x^x5
b t

Casos favorables ¿L u b
■ n b b

tirando dos dados una sola vez

x 6 - 36

a7 = P

2) Tres urnas contienen

Casos
Casos

21
36

6
5
U
3
2
1

P9 1- Pío
U 3

respectivamente
una neera: dos

a9 z:
alO-
all,=
a!2 =

posibles'*  6
favorable s’:
-_P7

6
+■ P8 4-

' 36 "16 T 36”
- 7_
" 12
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P2b y n ~ P¿. PP1 ’
ü

1- Pn'-Pfa’Pb ’b *Pri*  °b

- 1 . 3 o 3 1 t 1 2 2 3 2
3' ° 5 3*4*5  3 “ * 14 ’ ‘ 5

1 - 1 i .. ;3 2 12 - _£3
20 30 5 6c ~ “ 60

3) Un bolillero contiene dos bolillas blancas, una negra
y siete rojas, se p?egunta:

I) Cuál es la probabilidad de sacar una bolilla blanca y lue­
go una roja a) reponiendo la bolilla extraída, b) sin reponerla.

II) Cuál es ? a probabilidad de sac ir una bolilla blanca y una
roja sea cual fuere el orden de presentación; a-) con reposición
b) sin reposición,

. . x 2 1 . n _ 7I) P'b y r = Pb x a) pb - — , Pr - --

2 7_ - _L
b r "10 ' 10 " JO

C
T

TZ
S ”U

ur
 cr ‘C

 1;
4 o|M 11

I-*
<n

 1 h ; pr :

'L - 7
9 " JJ

- Z
’ 9

II) Pbr= P’O y r -i- Pr y b a) Pb y r x-2-' ; Pr y

Pbr-_- 4-1
50 5D

- 1 -
50

7_
25

•-

b) pb y r z-jl

Pbr - — 4-
4J

; p- .- J

7
UJ

"10
ik

UJ

2
T

7
4?
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Est. - A 

20a. Conferencia

Va r i ables alea torias

Al arrojar un dado se pueden obtener seis valores dis­
distintos con las probabilidades

pl’ p2, P3, pv P5, p6 1

Es una magnitud aleatoria de C • orden, definida por los
seis pares de valores ( x^, pj_)

xi Pi = f(x)

a 1/6
2 1/6
3 1/6
4 1/6
5 1/6
e 1/6

donde x¿ son los valores que toma una variable aleatoria x y

Si se tiran simultáneamente dos dados y se efectúa la
suma de los puntos, esta suma es una variable aleatoria de 11Q
orden definida totalmente por los once pares de valores siguien
tes:

xi Pj = f(x)

2 1/36
3 2/36
4 3/36
5 V36
6 5/36
7. 6/36
8 5/36
9 U/36

10 3/36
11 2/36
12 1/36

Si se juega a cara o cruz tirando una moneda y un juga­
dor ganara $ 1 cada vez que sale cruz y nada si sale cara, en ca
da jugada, se define una variable aleatoria de 2® orden, la ga -
nancia del jugador, mediante los dos pares de valores?
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 P-1 = f(x)
0

,  ccnvian^ jugar 1J veces la ganancia total al fi-
na^. a>d las 15 jugadas as una variable aleatoria de .1J& orden de­
finida por los 15 pares de valoras:

xi ;>.• = f(x)
0
1
0

p0
P1

3
u

p2
p3
P'-:-5

6 p5
7
8
o n8

10 P9
Píol.L

12 ■"11Un o
131*+

.1 c.
pn

Dofincion de variable aleatoria

Vari-tole aleatoria. X as acuella variable que puede to­
mar valores realas en correspondencia con sucesos incompatibles
entre sí y con probabilidades cuya suma es igual i la unidad.

El orden de la v_riable aleatoria queda determinado por
el número de pares de valoras qu-- es necesario para definirla to
tal mente.

Una variable ale-toril X cusdu. ¿-finida mtoncas si 1)
se di la serie de sus posibles, val ores z 7 2) también so d 1 la
probabilidad £ que tiene la valí le X il tomar cada valor parto
cular x

El conjunto de pares (xa, Pj) di la ley de repartición
o la distribución de probabilidad d la m imitad X considerada.

Vari tola aleatoria discreta y cení 1..,.¿1
Cuando X puede tomar solamente ai artes valores aislados

de un intervalo diremos qu^ X es una vari .;:.;lp il antoría discreta.
Así vimos que en el probls - i los dados c- de las monedas, X so
lo puede tomar valoras aislado^.
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4 al ? atpr ia s ?• r í cent inu1 cuando n. te : \r
cuilquioí ,/la.or ó,..., un int-rvalo. rez ... j. consideremos una esca-
1 j. circuí ir de 3t.C° de longitud unid id, con una aguja cu.- se mué
vo lluramente s o b r u un . ¡ 1ro11 tm el centro.

o■i .

o r'

Cuando la aguja e_ detieiij después de girar 14 brómente,
qs ”igulimante probable” que s-j cloteng 1 en cualquler sitio. 3n
este c.xso midiendo la distancia desda el punto cero, eé X unav¿
riable aleatorii continua ya qu-j puado temar cualquier valor com
prendido jutre Ü y L

Reprosentición de 1 a_ d istribución de probabil idad .

los vaZores didos en los ejemplos contenidos en las ta­
blas anteriores, pueden representarse gráficamente mediante un
diagrama du burras de probabilidad o por midió de un histograma
de probabilidad.

Representando en ambas
tabla segunda de tiene'•

formis los pares de valores de la

pi I
6/36

5/36 .

4/36 -

§/36 .

2/36 -
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F1 ■'
6/36 -

5/36 .

4/36 .

3/36 .

!
2/36 -

1/36 -

i
O ’

Es útil representar lis probabilidades acumulativas ob
tenidas de la tabla de probabilidades acumulativas F(x). Traba -
jando con el ejemplo primero, tendríamos:
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, tratarse, para su análisis a una distribución do
probabilidades como a una distribución de frecuencias relativas;.
bn tal virtud podra calcularse, en una distribución de probabili
dados, valores medios, varlanzas, desviaciones típicas y demás pa
rametros aue se determinaban en las distribuciones de frecuencias
relativas.

Medii aritmética o esperanza matomázica

La media aritmética de una variable aleatoria discreta
X que tiene una distribución da probabilidad f(x) estilada por*

= x.-L f (jqj) 4-X2 f(x2) i- x3 f(x3) ■*' -- xn f<xn)

x± fíx-p (1)

que suele escribirse más brevemente:

(2)

/tes la media aritmética o esperanza matemática de X cuya dis­
tribución de probabilidad es f (x) .

La varianza (fxde una variable aleatoria discreta X que
tiene una distribución de probabilidad f(x) es igual at

4’X= (xl f(xi)+(x2 -A)2 f(x2)-«- . ,.4-(xn-/)2 f(xn)

(jb ¿ (Xi -/-)2 Hxi) (3)
i=l

Una forma más conveniente pararse tiene desarrollando
el cuadrado en (3)

¿ (xj2 - 2xi/A' f (x±)
" i=l 1

= ñ XI fCxP - 2/^f^i f(xi)4X¿ f(xi}

A
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2 ,V Z X: f(X}) -/<•
1-1 * X

------------------------------------------- — .... I

o en virtud de (2)

(j = E (x2) - ^E(x)]

Desviación típica

Esta dada por la raíz cuadrada da 1 i virianza; es decir

Ejercicios 

1 Se lanzan tras monedas*  Se i X la variable aleatoria que re ore,
santa el NQ de caras obtenidas. Presentase la. dis tribución¿3

probabilidad de X en forma de tabla. Dibújese un diagrama de ba -
rras y un gráfico de probabilidad acumulativa para la. distribución.
Determínese la media y la varianza de X.

-Kt i
4 M-X
4- XX
XXX

4-X 4‘
X-!-X

xi - f (Xi) F(:<i
0 1/8 1/8
1 3/8 4/8
2 3/5 7/8
3 1/8 8/8

xi_ r(x.;)J- x^rcxi)

0 1/8 0 0 ü
1 3/8 3/8 1 3/8-
2 3/8 Ó/8 ’+ l¿/8
3 n / c1/ o 3/8 9 9/8

24/8

3/2=1,5 3

X 4- -H
XX “!•
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Est. - A

21a. Conferencia

E speranz-i. mi toma iic ?<.

Llamamos esperanza matemática de x al valor

E (x) = x-l ?1 -i- x2 P2+- ...4-x p = 7" x.p. (1)
11 i-1 1 1

n
- x-l f (x]_) x2 f (x2) -i- . . . x f(x ) z '• x¿ f (x¿)

n " i=l

S sj)e r -inza matem a t i ca de un a_s um a

Teorema: La esperanza matemática de la suma de varias variables
es igual a la suma de sus esperanzas matemáticas

E (x -V y v z j-w) = S (x)-i’E (y) 4- E (z)-\- . 4- E(w)'

Consideremos primero el c ;sc de la suma de dos variables*.  Supon­
gamos que x tome los /..lores numéricos diferentes x^, x , ..-.xm y
que 1.a variable y tom - los v-1 orj¿ numéricos diferentes^y^, y 2^
yn,...ys . Respecto la suma x -I- y oodemos distinguir m.n casos
m¿tu. imentc cxoluyentos; esto, cuando x toma un valor definido xi
e y otro valor definido mientras que i y ¿ estan^compren!idos
respectivamente entre 1 y m y 1 y n, pudiendo ser cualquiera de
ellos.

Si representamos por p¿j
cia de x - x^^ y = yj5 tenemos en
peranza matemática aue

la probabilidad de coe visten-
virtud de la definición do es-

m_
E (■< = ¿L

i=l
o Li-?n

£ PijCXi-l-y.)
J=1
r m ja

y v a a yj ca’
ras

Como
miituaments

15 viriaLae
axcluy -entes

x toma un valor ; -jfi í.ldo x¿ de T- mane
es evidente que 1 .. suma

pij ” Pi'

Le igual modo resulta pj
m

Pi j
i = l
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E (x-*-y)  - E (x) -l- E (y) (3)

Si consideramos ahora tres variables x -i- y -I- z podemos
encarar el problema como s;.i^ tratase en primer lugar de la su­
ma de x-g y y z3 entonces aplicando el teorema anterior;

3 (xA y-i-z) -E (x4-y) + E (z)

reemplazando E(x-; y') por su igual (3) se tiene:

E (xly+-z) - E (x)l-E (y) i E (z)

De igual manera de demuestra el teorema para la suma de cualquier
número de variables.

Esperanza matemática de un producto

Podemos establecer un teorema análogo al considerado an
teriormente referente a esperanza matemática del producto de va­
riables aleatorias sólo en condiciones muy restringidas.

Varias variables aleatorias se llaman "independientes"
si la probabilidad de cualquiera de ellas de adquirir un valor
determinado no depende de los valores que han tomado las varia­
bles restantes,. Así oor ejemplo, si las variables son los núme­
ros de puntos de un dado, pueden considerarse como independien­
tes ,

Si más de dos variables son independientes de acuerdo
con la definición anterio??s es evidente que las de cualquier par
de ellas son independientes entre si.

Para dos variables independientes se verifio.a el siguien
te teorema ?
Teorema: La esperanza matemática del producto xy. de dos varia-
----------- bles independientes x e y es igual al producto de

sus esperanzas individualesM

E (xy) i; E (x) . E(y)

Sean
xi, x2.

e
v- . ;,. c

1^ valores de x

ios valores de y
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Representando, la probabilidad do x± por Pi
. " " ¿ Por Q.J

ficación simultána^d^los Jtob?bilia*d corapresta, la veri-
U<X1X'—* v.fc 1OS aconte cimientos

- = -'i O y _ y.
que son inde pe
la definición

;wiaaces, tiene la probabilidad p^
esperanza matemática 3

Además por

S(xy) " iti pi q3 Xi y3
-1- — 1 J ~1

realizando la suma primero
te9 tenemos respecto de j¡ manteniendo i constan

n ja
o.,- Cj xi Yj : Pi qj yj ? Pi x¿ E (y)

y también
jn

E (xy) - Z- PjX± E
i-1

ni
(y) = 3 (y ) z

i=l
?ixi

E ■ (xy) - 3 (x) E (y)

De manera análoga se generaliza el teorema a cualquier
número de factores independientes en su totalidad.

Así, si xt y-, z, son independientes, es obvio que tambián lo
son xy y "z. Por lo tanto:

E(xyz) - 3 (xy) 3 (z)

y además k z s . ..
E(xyz) z E (x) E (y) 3 (z)

Ejemplo:
Se

han marcado
la esperanza
rán en ambos

tiran dos
los si^ui

rúa tema t i
dados al

dados: uno común y el otro e i el que se
entes puntos: 1, 3, 5» 9, 31. Calcular
c¿i del^ producto de los puntos que aparece
ser arrojados simultáneamentef 

xT = 1, 2, 3, ‘t. 5> 6

P1 ‘ r r r r s’ s
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E (x) s 1 '(H- 2 H + O J 4- 6) _..Z.
6 - 2

yi = 3, 5,
Py = 1,

O

1 1
6’ 6’

7, 9, 11
111
T’ T’
6 6 6

E(y) = i (1
o -i- 3 5 ■*-  7 4- 9 -'- 11) - 6

Inoro
E(x.y) - E(x) . E(y) = Z x 6 - 21

2
El cálculo directo nos daría

\ X
_y. > _ 1 2 3 4 5 6

12 3 ^56
3 6 9 12 15 18
5 io ic 20 25 30
7 14 21 28 35 ^2
9 18 27 36 45 54

11 22 33 44 55 66

xy f(x) f(y) xy f(x) f(y)
1 1/36 1/36
< 1/3 2/36
.5- 2/36 6/36
1+ 1 /3é 4/36

■ • ■ • = 5 ■=736 '■ 10/36
6 2/36 12/36
7 1/36 7/36
9 2/36 18/36

10 1/36 K/36
11 ' 1/36 11/36
12 1/36 12/36
14 • 1/36 14/36 .
15 / *'  zJO 30/36
18 •/36 36/36
20 1/36 . 20/36
21 1/36 21/36
°2 1/36 22/36
25 1/36 25/36
2? 1/36 27/36
28 1/36 28/36
30 1/36 30/36
33 1/36 33/36
35 1/36 35/36
36 1/36 36/36
42 1/36 42/36



Luego•

2-/36
1/36
1/36

36/36

^4/36
*+5/36
5U/36
55/36
66/36

756/36 = 21

(xy) - 21
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Sst. - A

22a. Conferencia

Distribuclonos teóricas D i stribució binomial -
Distribución Normal - Distribución de Msson.

Las
do hasta aquí
riendas .

distribuciones do frecuencia con que hemos trata
han sido al resultado de observaciones o expe -

Poro también, es posible, partiendo de cierta hipóte
sis de carácter genera] , deducir matemáticamente como deben ser
las distribuciones de frecuencias de ciertos sucesos. Estas dis.
tribuciones se llaman teóricas.

Hay tros tipos da distribuciones teóricas clásicas:
la b^nomial, la normal y la do Poi$son. Existen otras distribu
clones tecTricas, pero dependen en cierto modo de las propiedad
des de las tres primeras y soare todo de la normal.

Dibu_ciQft binomial
Supongamos que tenemos una moneda para la cual la pro

habilidad de obtener cara es jd y la probabilidad de obtener
cruz es q = 1 - p.

Preguntamos s Cuál es la probabilidad de obtener m
caras al lanzar dicha moneda al aire n veces?

1) Consideremos el cuso de que tiramos la moneda dos ve­
ces. los cuatro casos posibles son:

... 5 V x • x i- ; xx

Suponemos que los sucesos son independientes, enton­
ces en virtud del teorema le la probabilidad compuesta, resu.1-
ta que las probabil 1 ue cuatro acontecimientos se**,:

pp ; pq 5 3P > qq
Los acontecimientos indicados en 2Q y 3 — termino ,

presentan cada uno, una cara y una cruz y por el teorema de la
probabilidad total, es la probabilidad de oucan^r una cara, i-
gual a la suma de las dos prooabilidades o sea

po ¡- qp z ¿Pa
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Lue-j u/, las prubcdj.tildad es de obtener 0, lj 2 caras al
tirar veces, una moneda son?

2 o 2a , 2pa, p^

re. o e c t i ve n e n t e •

Si tirásemos tres veces .la moneda, los acontecimientos
posibles son?

x ; -i- xx. 5 xxx
-i- x -I- x 4-X
x 4- 4- . xx 4-

y sus probabilidades

P3j 3p2Q; 3pc!2; q3

Generalizando y de acuerdo a la pregunta formulada ,
deseamos calcular la probabilidad de obtener en n tiradas de
la moneda m veces cara y por 1q tanto n - m veces cruz.Si
se presentara primero m veces el suceso favorable o sea cara
y luego n - m veces el suceso contrario o sea cruz se tendría

m n-m
P q

No interesa a nuestro troblea a el orden de presenta
nión da cara o cruz sino el numero de veces total que cada u-
na de ellas deba presentarse y se sabe aue el total de ordenes
que pueden formarse coñ n-elementos tomándolos de m pn m es :
Q™ . Aplicando entontes el teorema de la probabilidad total

se tisne que la probabilidad buscada es igual a?
pm = c; Pm qn’m ■ ' (1)' .

- ,nl '■ pm qn-m
m 1 (n-m).l

Por ejemplo deseamos conocer la probabilidad de aue
arrojando 100 veces una moneda se obtenga U0 veces cara.

3n este caso la probabilidad elemental de aue se pre
sente cara 13 es igual a la presentación del suceso contrario,
cruz a es decir:

entonces la orobabilidad pedida según la expresión (1) será:
„ p 1+0 Uo 100-U0
pU0 = '‘-'100 p q

1001 . jj* 0 (Jj60
“ k)', 60'. 2 ) \2 I
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 □ Observamos en la expresión (1) que f' es el termino ge
neral del desarrollo del binomio de Newton ir? p)n<, se tiene en
efecto ene •

(q + p)n = qnq-ncn"’1pl‘—(^11 qn~2p2t____ .» n(n~l).»» nr(n-l). pn
2\ ■ • ni

- 1( n. D n-1 ¿-I n-2 2 /!■“ ni n-m n . szCn i- v^r.C! p /i a p -h ...4-C^q pt-.-l-L p- (2)

Resulta en virtud de (1) que uodemos escribir *
JCL

(q-i-p) - P0^P1-,-P2H-...4 Pn - y~_ Pra <3)
rn-0

siendo q p - 1 ; es (q-|-p)n =1 ’ de donde:

n

El primer termino del segundo miembro? de (2) da la pro,
habilidad de que en n tiradas aparezca «ara ce?b vez; el segundo,
de cue aparezca una vez cara; el terceró de aue aparezca dos ve­
ces cara y asi'sucesivamente, Estos rebultados pueden presentar­
se en una tabla de distribución de probabilidad.

Tabla de probabilidad para la distribución binomial
1 m 4’m = rU) i

0 qn
1 A
2 c n 2p q

•
•
•

p.^n-m
r 9

• 9

• •
.nnn o

■ ■ _

Si en vez de referimos espe cíf i «■amonto a una moneda, ge
neralizamos y hablamos del afronte cimiento "d" y del aconte edmien
to nno En podemos decir
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Si un suceso ”'i” tiene la probabilidad p. de presentar­
se en cada una de n pruebas independientes, la probabilidad pa­
ra nue en dichas n pruebas tal sucesq se presente exactamente rn
veces es igual a:

P - C nm cin-nl (4)
m ~ h ’

donde, a - 1 - p

La distribución de probabilidad (U) se llama distribu­
ción de probabilidad binomial o distribución binomial. /ara el
caso particular de que

P = a = i
2

como en el o^em^lo i? la moneda, (^) resultas

Representando gráficamente los valores de la tabla an­
terior para*el  caso de P-gr^" 2a oondría un gráfico binomial si
métrico con respecto a la ordenado, cerrosoondiente a la probabi
lidad m=n/2, porque las alturas de las ordenadas estarían da -
dáo j os valores da los números combinatorios correspondien­
tes a C¡' cuando m toma los (n-pl) va. ores entre 0 y n, muí tlpl^
cades siempre por p^; y ya sabemos ere para vale -s de m equi -
distantes do los extremos, ios números-cumLin-itorios son iguales,
en virtud de la conicidad prooiedad:



La simetría que presenta el gráfico anterior desapare
ce^auando las probabilidades £ y toman valores distintos y tam
bien según los valores que toma n . Si p>q la asimetría es po­
sitiva y si p <;a la asimetría es negativa.

En el caso ie sor p-q al crecer n sube el valor de la
media aritmética v aumenta la dispersión; pero si p-éq, al cre­
cer n no'Sólo sube el valor da la media aritmética y aumenta la
dispersión sino que disminuye la asimetría»

Así para la potencia del binomio (0,90,1 )n, dando a
n los valores 10, 50 y 100 se tendrán los siguientes gráficos:

La distrdbuc-ion binomial tiene su origen en el esque­
ma de Bernouilli quien consideró una urna de composición conocí
da en la que se efectúan extracciones sucesivas ton reposición""
de la bolilla extraída cid.*  vez, de modo que tantp la probabili
dad favorable al acontecimiento esperado como la probabilidad
contraria fueran constantes de prueba a prueba»

La utilizan! ón practica del esquema de Bernoulli pode
mos concretar!; *sí:  si observamos la representación gráfica de
una distribución de i Secuencias de un fenómeno cualquiera que ,
pretendemos describir equiparándolo -a aquel esquema, pero, para
el que desconocemos sus nrobabil id edes elementales, podemos lie
gar a tener una idea cualitativa d 2 •. ,;¡iyor o menor diferencia
entre los valores de ¿ y £. En efecto la mayor asimetría del grá 
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fico indicará una mayor diferencia entre los valores do ambas
probabilidades y cuanto más simétrico sea el gráfico más pró­
ximo a ser iguales a estarán J) y

En virtud de las observaciones efectuadas respecto al
comportamiento de la distribución binomial cuando n aumenta 5
veremos aua la ley conocida como distribución da probao ilidad.
normal o de Qauss da una buena aproximación para las probabili­
dades de 1.a distribución binomial.
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ProboX¿'!_1 ¡_da' 'iiáy. ■ ma

Veremos ahora ¿;.>ra
bles de m, la probabilid?: ?.
la variable para el qu¿ l<n
dos condiciones inmediatas:

cv.íl de 1 os nj-1 valores posi —
es rriima. 3x fióse m el valor de
maxtira 5 podemos escribir estas

Pin
(2)Pm ~ 1 '

o

n(n-l\n-2)
mí

m~l

Pm > Pm->-l

n n-mq

n-m i-iq

Pm > ?m - 1

j e emp laza nd o en
( J _jn n - m

(1) a Pu y Pm - 1 j

pm 1
Pm

por jv.3 valores, se tiene

Simplificando se tiene;

n - m 1 p
m q

de donde;

( n - m-1-1 ) p > me?
np i p ? in ( p ’- c )
np p m in<np>p

En (2) ’
m-i-1 n-n-1 n(n-l) (n-2>... (n-m) n-i-l n-m-1

Cp q ~ p q

■o x>. D- n-m ní .i-l). ♦ - (n-m -i 1) m n-m( . , p a ----------------------------- P ar' mí

Slmplii icando:



( n-m ) p
( m+1 ) ’ q '<

np - mp •< lucí q
nP - Q < Dl(pJ-ci)

Resulta así que?
¡ » > np~ q [

np -i- p > ni > np - ■ q

pero siendo

np-• p - (np - q) - npVp -np-hq
- p ¿- q = 1

el-valor buscado m dentro de un intervalo de amplitud 1

Siendo nuestra variable aleatoria discontinua, cuan
do np sea entero, este será’ el valor de m y si fuera fracciona
rio, tomaremos el mayor entero contenido en n¿.

. El valor (o uno cualquiera de los dos valores cense
cutivos) de m, al que corresponde la probabilidad máxima, osea
el término máximo (o los dos términos máximos consecutivos i-
guales) en el desarrollo del binomio, es el valor más probable
o normal.*  Podemos entonces concluir diciendo 'que en una serie"
de n.pruebas, el caso más probable es que se presénte np veces
el- suceso favorable y, n-np = nq_ veces el suceso desfavorable
y . que si np_ no es entero,’ 'puede sustituirse por uno*cualquiera
de los dos enteros próximos, siempre que n sea muy grande.

Ejemplos; ' ’ ‘
1) Se tira una moneda=10,000 veces consecutivas ¿ Cuál

es el numero- de veces que tiene /mayor probabilidad de presen
tarso cara? <

p - i
’ 2

10 ...000 . 1 K m 5 19.000 _1
q •= ~ 2 + 2 2 2

n = 10.000 ~ ~ 5* 000
2) Se tira un dado 500 veces consecutivas ¿Cuál es-el

número de veces nuo tiene mayor probabilidad.. de presentarse el
6? ‘ :
p _ 1 5oo_ rj ¿

é) 6 6 6 6
Q = í 52Í- , « > 45

6 .6 6
n - 500 83,5 > m > 82t5

m - 83
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3) Un bolillero c-.-nti
y una roja. S> hacen Ijü

>.¿libia extraída . ■ Cual
jZ-uba ¡'ñlicl vt de apar-. cer

ñe dos bolillas blancas, tres ver
extracciones reponiendo cada vez
el numero de veces que tiene ma

bol lia blanca?

q = .1 - ¿T.
6 3

n = 100

f 1001 3
1i y > ill x ±_¿G.3

2
3

l'Jl •X ill X 98
-3- / 0
33f v m *>

r.i = 33

32 v
o

h-). Se tir-i una
nar cual es el número
presentarse cara?

moneda cinco
de voces c¡ue

veces eofib-e-cuLi Vc*s  . Detergí.
cieno m<r. o / probabilidad de

P

q n 1
2

1 í 1
1. •>. m > 1 1

j 2 2 0

í 6
Jd\ 2

O r; 5 .) X -••
f m r; 1
lúl 2

5) Se tira un dado cinco voces consecutivas ; Cuál es
el nume-c-o a o voces que tiene mayor probabilidad de presentar­
se el as?

a ■ )

6 > m s 0
S‘ " 6

1 > m 0
ím - 1-
[m z 0
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La media aritméticala vaclanza y el desvío standard de la dis
tribución binomial

Media aritmetica_
La’ inedia aritmética como en el caso de boda distribu

C •; Q n H 9 n p QI3 7 b i. 1 Í el .1 rl q a a j ípx, q n ' 7. p ' r> y ¿

De 7-.0Y/'■ __ j. n.í.u coi?... jíg .1 de o^c.ia aritmé-
t i.. • ■, ó ondr omo s pa r a la di:; t ,r 11 *'  ■?? i o’ : nr > j. q ue :

(1)

reemplazando el valor de P^ Por ll c..res ion mtes hallada 5 re­
sulta s

A. ¿ x'e: <H (2)
x-G - /r

Mediante un sencillo artificio hallaremos el valor de Uz
Vamos a considerar el desarrollo do’ 7
(e+tp)n = íS” (tp)°+ C'lqn-1(tr)1j- ...véV‘-z(‘P)V...

d-f-'q0 <tp)n
*zíl

donde t es una variable auxiliar introñacida para facilitar la
demostración.

Derivando ambos miembros de la. igualdad respecto de
t se tiene?
rr: (q-í-tp)11’1 - 1 [C*  P1 o11"1] C^p2 qn~2]

tx-J ' (3)

.< A'-éS;Vq&’ ] ¡A’1”

p-.ra t - J. 7 recor-•-.•‘xdo que (q :-p) «: 1 resultas
■vp - líe - 2 ’ C/ pPqn-2 X C*p Xqn"X] 4......... '-niÍpnq0]

pero el segundo miembro no es '.-tra expresión que el desarrollo
de la fórmula (2) por lo tanto

yx 2 np ’ (M



'--ecir que en el caso de la distribución binomiál
iL-ec1 j.a aritmética e? igual ••.! p:»?odueto .le n (número de prua

bas) por _•) < pro.3 • jj.3 ..dad favor-.?, bl-; ?1 acontecimiento e-perpco)
Vj-vcxain/1:

z La l'o.c ¡ule par? lu v. rianz-a. ea el caso de una diatri
unción de jrobabiltdac ero;

Con ol propósito de hallar una ex rresión más sencilla
multiplicamos por t los dos miembros do lu ex-re¿ión (3)

npt (q 3'tp)n“'1- = k? .1 p^’ an.-l I t » 2 í C ? p%n~4- ■ t^4 . • • i-
+ X [Ch ?x na"X : tx4- ... i- nk.?- A° | ta

y que para la dis tribv.3 ián binojiia 1 toma la forma ?.

id ¿ x2 ijl
1

i

x>
- li !v
b rv

r

qn-x .
1 1X» ' x^O k

derivamos ambos miorabros respecto de t y tenemos? •
n¡j (q-(-tp)n"^4-n(n-l) p2t(a-b tp)n~2 -

-v 7 5 ulc’n“l-t- 22 Lj ‘. p2qn~2 t-i-.. .-v x2 I Cft jxc,xl“x I tA""!> . .
""" ' 1 ' J í”-1

haciendo t-1 y siendo (qj- p) = 1, cupda;
n:-+n(n-l)p2 = l2 2^ C ."p2^11"2^ •. .+x2C Pxq1'1*-\ .

,n2C..?n ,0

lo ex. resió;.• del segundo iicrabro no ^s otra cosa que el desa­
rrollo do la sui.iatoria indicad? en (?)3 d.: donde reemplazando
3 a nos cunda■

G’* 3 np-v n (n-1) p2~

. 3ustituiiaos iv_ por su expresión indicada en (*+)
np+n (n-1) p2 - (np)?-„

= np-v n¿ p;- - npz - n- p~
m> (1 - p)

La varianza en la ristribución binomial es igual al
producto del número de pruebas por las probabilidades lavara-
ble y contraria •

Desvío Ctandard;
Extrayendo la raíz cuadrad?, do 1? varianza tenemos de

terminado el desvío o desviacion típica o standard*  Operando en
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(ó) se tienes
■T - \/(7)

o sea la expresión de J en función de n, d Y 2.*

A juste dc vna dis t ri bución binomial :: un? distri .¿unión de
i r ocueri ci a bj, *

Dijimos nao observando el comportamiento de las fre-
cuenci.is relativas de una observación podemos decidir si es po
siole considerarlas vinculadas a una distribución binomial teo
rica o “*

.¿n muchos problemas no se puede determinar previamen
te el v ;lor p. Entonces es timaremos a £ según el procedimien
to que indicó remos a continuación.

z Supongamos el siguiente problema planteado por Wilkss
l CuaJ es la probabilidad p de que al tirar una chinche ordi­

naria caiga con la punta hacia arriba? Por el simple examen de
la chinche no se puedo predecir, pero puede estimarse arroján­
dola un gran numero de veces, o tirando al suelo varias chin -
ches iguales, un gran número de veces. Por ejemplo, en 100 ti­
radas de cinco chinches, obtuvo Wilks e.l resultado que se con­
signa en las dos primeras columnas del cuadro siguientes

xi y± 4-f Xi Distribución binomial e 4
 :

O
 Os

C
 ,

. J i
 . o Frec.

acum.
obs.

Frec.
acum. j
teór» ¡

0 2- 0,0?.¿ ’.O 0^568)° (M32) so,oi5 1,5 2 1,5 I

1 1U 0,14 0, 14 C?( 0,568) T(0,432)^ =0,099 9,9 16 11,4

2 20 0,20 0, 4o C(0,568)2(0,432)3 -0,260 26.- 36 37 A

3 34 0,34 1, 02 ¿(0,568)3(0,432)2 =0,342 34,2 70 71,6

4 22 0,22 0, 88 ^(0,568)h0,432)! =0,225 22,5 92 94,1

5 8 0,08 0, M-o C.S(O,568) 5(0,432)°- =O,O59
5

5,9 100 100, o

1__ _100 1 2, 8k 1 1 1001------ —--

¿Como estimar la probabilidad £ de que la chinche cai
ga c'\n la punta hacia arriba?

Teóricamente podríamos determinar la distribución de 
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probabilidad para x5 usando la probabilidad desconocida p9 con
la expresión»

Px = px q?-x (<') . •

para x » 0, 1, 2, 3, »+, 5 .

» Estimando que la observación real- corresponde j
una dis c.r.i.biieion binojiial3 para determj.Hr oJ. valor de igua­
laremos este probabilidad tu.erica a la media aritmética de la
distribución., de frecuencias relativas o^t.. : ¿a de la observación

Siendo n - 5 la media de la distribución teórica?
resultas

^=2 np - 5'p (9)

y la media de la distribución observadas
5

x - 71 xi f-¡ - 2<8b (icr
i = 0

igualando (, ' y (1^) resultas

5p - 2,8b (11)

o- •tonis't’o rué

P = = 0,566 (12)
s

Observamos cue si tirásemos la chinche 500 veces re­
sultan' por (11) que 28b veces caería con la punta liada arriba
y en virtud de la definición de probabilidad seras

p - £8f.. z 0,568
500

usté es el resultado esti_m.de de 2, basado en un ex-
peílóente. 8. se realizaran otros experimentos se tendrían ^resul
tactos proba demente un pico ¿ii’erentes5 poro próximos a 0,58 o
a 0,5?.

Reeplazando el valor de £ d?do por (12) en la fórmu­
la (8) resulta:

px = <7 °•’ í>63)x (i~°’568) 5-x

_ f’x (0,>68)x (0,132)5“x

que pueo.e considerarse unr aproximación de la distribución de
frecuencias relativas observadas dil numero de chinches "un caen
con la punta huela ar7*.<./ao  Los resultados que aplicando esta 

determj.Hr
esti_m.de
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xórmula se consignan en el cuad.ro .••ate¡. Lor en la quinta columna
se multiplicaron por 100 a fin de obtener lar frecuencias teo-
ricas. o »robabilidades binomiales ajustadas- de la columna 6.

i'iede observarse 1? concordancia entre frecuencias
relativas y probabilidades binomiales ajustadas y también entre
frecuencias observadas y frecuencias teóricas.

La misma indicación .uefc hacerse respecto de las
frecuencias acumuladas de valores observados y teóricos.

cuad.ro
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25a. Conferencia

DISTRIBUCION DE POISSON

 . distribución de Poisson también llamada ley de
..oisuon es una -sy limite del calculo de probabilidades. En
e._ecto al aplicar la distribución binomial cuya expresión ma
temática esta representada por la formula?

pm - C*  pm qn~n (1)

se presentan casos en que la probabilidad favorable al suce
so £ es muy pequeña, menor que 1/10 y n grande, mayor que 55
de modo que el valor medio np oscila entre 0 y 10.

En ta^es casos, se utiliza la distribución de Pois
son, es decir en el estudio de aquellos fenómenos que se re
velan con frecuencias muy pequeñas, llamados "sucesos raros”
como ser? nacimiento de mellizos, de albinos, suicidios de
menoress etco

La expresión (1) podemos escribirla también:

m?

El suceso se considera raro cuando se verifica que:

Pmm n(n»l) (n»2) o c o (n-m-í-1) o pm(i-p)n"m (2)

lim (np) - k
'I cx>

(3)

mientras que en el caso de no ser la probabilidad jd muy pe­
queña, el límite de np cuando nsera también infinito. .

Estadísticamente se dice que un suceso es', raro cuan
do para el mismo corresponden frecuencias pequeñísimas y el
total de casos observados es sensiblemente constante, a pe­
sar de aumentar el número de experiencias.

xPor tanto si el suceso es raro, jn número de veces
que se verifica« debe ser un numero pequeño. En un conjunto
grande de experiencias, podremos despreciar el valor de m
frente al de nj es decir, aceptar la siguiente igualdad a-
proximada:

n - m n (^)
a clase de experiencias sufi-Sí , denlí le núes

cieriLemcn^e , tomamos
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np - K (?)

podemos hallar un valor estimativo de £, que será;

p - -n (6)

de aquí pues la importancia del parámetro K

y (6)
Reemplazando en (2) los

resulta ;
valores expresados en (U)

D n(n-l)...(n-m+l)
rm ~----------------------------

m’
que podemos escribir

(K)m (!_ K)n
(n) ( n)

(7)

Pm 3 -1-- 8 * * (n-m*l ) K
m.] nni ( n )

infinito

p Km

mo
haciendo tender n a

(T_±) <i- 2)
( ñ) r n)

(1_S=A)<1_ K)n
( n )C n)

lím Pm -_K“ lím (^1) ( 2) M.mxDíi- K)n (8)
m.' (x n) (±-n )”*( n)( ñ) < ;

Cuando n-} los primeros m-1 factores de la expresión (8)
tienden a la unidad por lo cual queda?

lím Pm lím K _)n
n->=>^ mj n )

Pero sabemos que (x)

Lím _K_)n - e “K
iwe-í ( n )

(x) En efecto9 haciendo;
K - - 1
n r

y por tanto n- -K.r podemos escribir que;

in Íi-£)n;ií. Bi-if
n-pc- ( n) i_( r) 
lím (1+ 1) - e luego;
f e^> ( r)
lím l)r ) "K - e"K

15 r) J

pasando a límite

pero;
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luegó lím Pm _ X e e-K (8)

n m t
que es la llamada fórmula o función de Poisson y depende de
una sola constante, que es K

La función de Poisson depende del parámetro R y de
los valores que tome la variable aleatoria m, es pues fun -
cion de  y m, representando a dicha función por y resulta?

£ F,: ye:,!) »£<rl (9)

Representación gráfica de la función de Poisson:
------------------------------ ■ - - 1 ---- ------- —f—;------- —,—----------r-—............ .................... .................................................... ..---- -----

? . . Para verificar las variaciones que sufre esta fun
cion, fijaremos en tres casos' distintos para K los valores*"
15 2 y 3 y daremos a m valores que varíen de 0 a 5

K h 1

K z 2

m (l,m)

0

1

2

3

5

(1,0) - 1 oX z 0,3679
5 e 0;

q>(l,l) = 1 - 0,3679

q (1,2) - i = 0,1839

q'(l,3) = i .-1- - 0,0613
e 3' “•

q>(i,i+) - i 1 - 0,0153
e H-’

5) = i .-¿r □ 0,0031
e ✓ ■

m U> (2,m)

0

1

2

3

4

5

9>(2,0) ,_2L= 0,135^
p2 OJ

(2,1) - 1 .^1.= 0,2708
e2 1 p

ip(2,2) = 1 . JL.='0,2707
e¿ 2.'

?(2,3) =-J^ .-|^= 0,1805

^(2,4) -1 . 2X°>0?02

¡ y’(2,5) =-X • = 0,0361
y?
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Representando gráficamente estos valores, se tienes

K a 3 m 0*  (3,m) i

0 V (3,0)= 1 . _£ - 0,0498 i
' e3 0».

1 (3,1)=:-— • -i- = 0,1494
1

2 </ (3,2)=_1_ . _£ - 0,224-1
e3 2.

3 (3,3)=-l_ . JÉ = 0,2241
e3 3i

4 l/' (3,4)= 1 , JÉ = o 1681
e3 41

5 4 (3,5)=-X . = 0,1008
e~> 51
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VALOR MAXIMO DE LA FUNCION DE POISSON

Al representar gráficamente la función de Poisson
vimos que las ordenadas crecen hasta un cierto valor, según
sea K, para disminuir l,uego constantemente. Este . hecjho se de
be a que en esta función el denominador crece más rapidameh
te que el num rador.

Veamos ahora para qué valor de m, suponiendo k de
terminado, alcanza la función 1/ (k,m) su valor máximo.

Si suponemos que es m el valor de la variable a-
leatoria al que le corresponde la ordenada máxima, debe ve­
rificarse;

o lo que es igual: 

simplificando:

de donde resulta que: _______
k y m_ | (10)

Si. m es el valor al que corresponde la ordenada
máxima, también'se verificará que:,

(k,m)

y (k,m-*l)

o lo que es igual:
Jü' e-k

m! e s
km4'l -k '

----------
(m41) t '

simplificando s
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de donde resulta que?

m > k - 1

m 4 1
>1

m + 1 7 k

(11)
Es'decir, que en virtud de (10) y. (11) el valor de

m que hace maxima a ^__(k,m) cumple las condiciones?
k-1 < m~< k| (12)

condiciones que pueden verificarse en los ejemplos que se re
presentaron gráficamente, cuando k toma valores enteros.

Cuando k sea un número fraccionario, por ejemplo
k - 357? el valor máximo de la función (k,m) se tendrá pa
ra el valor de m igual al mayor entero comprendido en k, es
decir 3; si fuera k - 0,7? el máximo se verificará para m»0

Media aritméticavarianza y desvío típico de la distribu -
ción de Poisson ?

La distribución de Poisson tiene la siguiente pro
piedad simple?

/t = = k
Constataremos estas relaciones, considerando en

primer término la determinación del valor de la media arit­
mética.

Por definición de media aritmética en el caso de
la distribución de Poisson tendríamos?

k á Z m ^(k5m) = z_ m-—- e’k
r m=0 m=0
Sea el desarrollo de?

átk = i * tk „t£k£ + t|k3 ............

multiplicando ambos miembros por e-k resulta?
etk.e-k _ e-k + tke-k + e"k 4 e-k 4 ....

2j 3i
derivando respecto a t se tiene;
ketk e-k  ke-k 2tk.Le-k 4 3t^k3 e"k 4 ...(13)

2¡ ’ 3J
haciendo t - 1

k _ ke-k - 2-¿ e-*  - 3-g e-k....
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pendiente a la
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k = m j£_ e“k
m.O

demostrado así que la media aritmética corres
distribución de Poisson es igual a k, o sea;

k (1M
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v A R I A N Z A

La varianza 'por definición serás

'T'¿- 2_ (m -/v )2 </ (k,m)
m»0

T = 2 (m - k) k e~k
m=0 mj

(7'1 x 2- (m2-2mk •» k2)—- e~k
m-0 m.1

- ¿Z m2J¿^ e-k _2k^m--.e-k+k2 ¿ e"k
m=0 mj m-0 . mtOmí

En virtud de (14) resulta:
- v~ 2 . qa = ¿_ m e-k _ 2k.k t k2 (15)

m=0 mj
Nos falta determinar el primer término del segundo miembro
de la fórmula (15)

Multiplicamos ambos miembros de (13) por t:
tketke’k = tke"k ♦ e"k e“k * 

derivando respecto a t?
ketke-k 4 tk2etlce-k . ke-k-.3|p^ e-k , e-k 4

(k.kí) e‘ke-k - ke-k . e"k < é-k . ...

haciendo t> z 1
2 , -k ?2 k2 -k 32 k3 -k

k * k¿ = ke + 2 -^T e J-3y

F km n
e

m=0m>
;e“kek ;1
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k * k2 - > m2 km -k

mn0 mt
Reemplazando el valor de (16) en (15)

!T'Z= k ■» k2 - k2

(16)

se tiene;

es decir que
gual a k

rS k (17)
la varxanza en la distribución de Poisson es i

z Por tanto el desvío típico se obtendrá extrayendo
la raíz cuadrada en (17)

(T xV'k"
Tomando las propiedades expresadas en las fórmulas

(1*+)  y.(17) como característica de la función de Poisson,sja
ra fácil utilizarlas frente a un caso práctico experimental.

Si suponemos que los datos de una observación pue
den pertenecer a un suceso raro y decidimos aplicar la dis­
tribución de Poisson p^ra representarla, debemos antes de i
niciar el trabajo de calculo, tener la certidumbre de que no
realizamos una tarea inútil. Para trabajar sobre seguro cal
Guiaremos la media aritmética y la varianza. Si estos valo­
res son iguales o muy próximos entre sí, podemos concluir
que el fenómeno será descripto por la ley de Poisson.
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28a. Conferencia

las
ces?

1) Se lanzan
probabilidades de cinco monedas 64 veces

obtener cinco caras 0,
e

1
¿Cuáles son

, 29... 64 ve

V V P V -i-
X i -’r 4-

1
$=5

n - 61*

-I- -V X -l- T 1
Ílí-10

P = -1

X X X -I-
q B ¿I

-1- X X X ¡:!!=5 32

k X X X X - 1■ ur.r —n

32

Valores exactos

P , _ c* i \mP6U = c61t

para m - o, 19 2.........64

Valores^aproximados de estas probabilidades dados por la dis
tribucion de Poisson

z k = nP
om p-2

- ———
" mj

np - 64 —s 2
32

para m = 09 19 29 ... o* 3

m rm
------------ ---- 1

0 0,131 0,135 |
1 0,271 0,271 |
2 0,275 0,271

0,183 0,180
0,090 0,090

5 0,035 0,036
6 0,011 0,012
7 0,003 0,00^
8 0,001 0,001
9__ 0,000
—

' 0,000

Sea la distribución siguiente obtenida de una
u . ' ü ae nregunta si puede ajustarse unaObservación a la que se pr S afirmativo realizar los

distribución de Poisson. En caso am
cálculos•
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n - 22 (N9 de años observados)

Suicidos de varone menores de 15 años
________ ,____________ Rosario 1907-1928

Años N2 de
Suicidios Años NQ do

Suicidios Años . NQ de
Suicidios

1907
1908

0
0

1916
1917
i!1| 

C\J 0
111____ 1926

1927
31

1909 0 1918 1 1928 21910 1 1919 1
1911 1 1920 2
1912 0 1921 2 Total 20
1913 1 1922 0 ________
1914 0 1923 . 0
1915 2 1924 1

1925 0i - •
-I-------------------------------;--------------------- • :____________ i_______ r .......

m m y-L (m-X) (m-X)2 (m-X)2yi|

0 9 0 -0,9091 0,8265 7,4385 i
1 7 7 +0,0909 0,0083 0,0581 1
2 5 10 +1,0909 1,1901

4,3719
5,9505 >

3
4
5

1 3 +2,0909 4,3719 |

..... ..............
22 20 i 17,8190

x - — z 0,9091 3 np - k 3 0,9091
22

n _ _ 0,9091 - ,-■) fiUl
17,8190-,1[flMq ' ñ - ’

(f(k,m)- k e“^- °>9091 e-0,9091
1 mí “mí

Usaremos logaritmos para calcular los valores de J(k,m)

Fn el cuadro que sigue vemos que la comparación
de las dos ultimas columnas permite observar un^ concordan
c!a Sena entre los valores observados y los teóricos.
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Tabla de valores de e k para resolver ejercicios

k = 0,9091 log k - 1,9^86 k log e = 0,3958

m mlogk m’0 log m’
m log k
-log mj
-k logo

(k,m) 22^(k,m) y

0
1

_ 0
1.9586

1
1

0
0

1.6052
1.5638

0,5029
0,3663

9
8

9
72 1.9172 2 0,3010 1.2215 0.1665 *+ 5

i 3 1.8758 6 0,7782 2.7028 0.050U 1 1H- 1.831+’+ 1,3802 2.059'+ 0.0115 0 0
5 1.7830 120 2,0792 3.3190 0.0021 0 0
6 1.7516 720 2,8573 5.5055 0.0003 0 0
7 1.7102 5o5o 3.7021+ 5.6130 o.oooo5 0 0

— _____ ________ ___ 1

.......
k e"k k p-k 1ti (

0,1 0,9058 1 0,3679 i
0,2 0,8187 2 0,1353
0,3 0,7508 3 0,0598
0,5 0,6703 5 0,0183
0,5 0,6065 5 0,0067
0,6 0,5588 6 0,0025
0,7 0,^966 7 0,0009
0,8 0,5593 0 0,0003
0,9 0 ,*+066 9 0,0001

------------ i

3) Se tiran 3 dados 216 veces. Usando la distri­
bución de Poisson como una aproximación, determinar la pro
habilidad de obtener 3 ases m veces. Calcular la distribu­
ción de probabilidad de X con dos cifras decimales. ¿Cual es
aquí la variable aleatoria?

3 dados 216 veces
obtener 3 ases m veces

+ -f- -|-
-i- -I- 

(5) (5) 
(5)(5)(5) 

________________ i

____ «
2?g)= 75

- 125
216

n - 216

PW6

q =
216



-1?6~

(^(k5m) s
m¿

,'i =/ ■
k enp

k - 216 x 1 - 1
216

V (67,5®) = 1 c-1
mí o » log y so - log m*  - log e

k - 1, log k *» 0 log e s 0,43^3

m m’ log mí log 216
0 ■-» 0 1,5657 0,3678 79
1 i 0 1,5657 0,3678 79
2 2 0,3010 1,2647 0,1840 4o
3 6 0,7782 2,7875 0,0613 13
í 2^ 1,3802 2,1855 0,0153 4
5 120 2,0792 3 ,M-86¡+ 0,0031 1
6 720 2,8573 4,7804 0,0005 0
7 5ok) 3,7024 ■?,8633 0,0000

0,9998 216

La siguiente tabla da la distribución del nú­
mero de vacantes ocurridas por año en el Tribunal Supremo
de E-E.Ueüo durante los años 1037 a 1932 (datos Wallis)

de
vacantes y

0 59
1 27
2 9
3 1

-------------
ajustar una distribución de Poisson a
servada.

esta distribución ob

5) La distribución del número de fallecimientos
de soldados de cuerpos de caballería prusiana debidos a co
ces de caballos en 200 años (Bortkiewiez) es:



NQ y±

0 109
1 65
2 22

3 3
4 1 •
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Ajustar una distribución de Poisson a esta distribución.-
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PISTRIBUCION normal

Est. A

29a. Conferencia

lr, n-rn'hnh-Ffi1^31 V1'S^0 al ^ra^ar Ia distribución binomial que
i q^e corresponden a los distintos valores

^el numero de veces que se presenta el suce-
so esperado es can expresadas por la fórmula?

p - rm nm rxn"m

y que estas probabilidades están definidas para valores en­
teros de m comprendidos entre 0 y n.- En otras palabras son
probabilidades que varían mientras m toma los valores 0, 1?
2, 3 •••• n; o lo que es igual son probabilidades dadas en
el campo discontinuo.

Cuando los valores de n no son muy grandes 9 pueden
calcularse los valores de Pm con ayuda de las tablas facto­
riales.^ También suele recurrirse a la utilización de la cono
cida formula asintbtica de Moivre-Stiuling, que expresa el ~
valor de un factorial en función de e yvr s

.  n -nn’ » n e vLirn

Pero aún así los cálculos resultan penosos cuando
n y m son grandes. Por esta razón es importante, sobre todo
en Estadística ¡ pata ciando ñ es grande, buscar la' ley limi
te de esta ley disdontínüai

cm U)n
n (2)

Es lo que haremos ahora, demostrando como elzlími
te de .las probabilidades discontinuas de la distribución bi
nomial o de Bernoulli, es la ley de Laplace-Gaus que corres.
ponde a la distribución normal, cuando la probabilidad favo
rabie., al suceso esperado es igual a la probabilidad contra­
ria, o sea cuando:

P z 1
Guando n se hace grande, cada uno de los términos

del desarrollo binomial se hace pequeño y en el caso de:
P a q - i los términos de la serie son:

m m n-m (l)m (l)n“m -
Pm = Cn. P q Z cn (2) (2)

K^n(n-l) x n(n-l) (n-2)_
Z(2) ■ L1 ~2?" 3!

La probabilidad para que el suceso favorable se
presente m veces es?
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(l)n nj

mi (n-m)J
ep1dpPíabf‘femn?ad paía ^ue se Pásente m + 1 veces se dedu
(n m) ‘ lu^a anterior sin mas que multiplicarla por

nn-1
Esta ultima frecuencia será por tanto mayor que

la anterior siempre que?
O

n-m m-4-1 • o n 2m 4 1 •
o bien m 4 n "" 1

2

Supongamos para mayor sencillez que n sea par,por
ejemplo n=2k, entonces,1o probabilidad para que el suceso
favorable se presente k veces, será la mayor y su valor se­
ra : 2k

(2k)¿
k» (2k-k)’

(1)
o = (2)

(l)2k (2k)j
(2) k, k.

Representando los valores de y0 para k = 0, 1, 2?
... se observa que el polígono de frecuencias se extiendesi
métricamente a cada lado de la ordenada máxima.

Consideremos el valor de la probabilidad para que
el suceso favorable se presente k + x veces:

p > (l)2k (2k) j
X (k 4 x)J (k - x)J

y por tanto; (l>-2k ____ _4-2 kf"i________
Px  12) (k 4 x)j (k - x)j
po (112k^ 12kíí

't2) k1 k!

Px - k<k~1) (k~2) ’J_LÍk"_x.41?—
p7"~ (k41) (k+2)...(k*x)

expresión que podemos escribir después de dividir numerador
y denominador por _

Px „
Po “

kx
----- P X-l
. 1 - E 1 “ E *"  ~ k-____ (i)

1 * k 1 * i ■" 1
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Calculemos ahora su valor aproximado, suponiendo
que k sea muy grande en comparación con x, de modo que pue
da despreciarse (x)2 comparado con x

k
Esta hipótesis no implica dificultad alguna, por

que no hace falta considerar valores de x mucho mayores que
tres veces la desviación típica o sea.?

3 \/^

y el cociente de este valor por k es:
3 Vk/2 _ 3 3

k " N 2k2 \Í2k'
que necesariamente será pequeño cuando k sea grande^

En esta hipótesis, podemos aplicar el
de la serie logarítmica

loge (1 + J ) = d- + —- * jL_ ♦ 4

2 3 ■ ,. *+
a cada uno de los paréntesis de la fracción (1)
do los términos que siguen al primero. Con esta
(k) tendremos? p„r r n

loge =- ¿ 1*2*3*Po k L ¿

desarrollo

desprecian,
aproximaclm
 x

k

(«) 1OR 1- i.) -S ( k)~
1 „ 1 . ,
k 2k2

1_
3k3

log (._ 2)_  2 . 22  23  t
g C1 k)“ k ^2 3k3

ooOooooaaooo'ooaaooooeatoOaoou^otv**

í x-1) x-1 (x-1)2 - (x~D3 -
log - —j=“ k " 2k2 3k3

( 1) i *- 1-!og (1 * “ k 2k2

r x1) x X2 - , , ,-log <1 - 1 - 2k?
, . n 1 í>2 p 3

luego sumando los primeros términos: - £

de donde?
í 2

k
*

2 4..,4(x-l)j



Pasando a

haciendos

resulta ?
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10ge Px - _
Po “ k

X (x-1) x
k k

2- „ 2L + x - 2
k k k '
2-A-

T*
antilogaritmos resulta s

V= po s'x4-
- - ‘. k s 2
2 "

p «, p e —•.Xx - O 2/T^
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CASO p ’zá q

, . Este caso puede tratarse de manera análoga, si
bien resulta mas complicado.

La probabilidad para que el suceso favorable a
veces eras
II-Ul ni ™ ™q = 1 pm q

m’ (n - m)}

La probabilidad de m + 1 aciertos se deduce de.
la anterior multiplicando por*

n - m p
m 1 q

y por tanto será mayor que la anterior siempre que?

parezca m
. m m
ün P

n - m P x, i
m 4 1 q

(n - m)p (m l)q
np -• mp ) m q ♦ q

np - q > m q t mp
np - q > ’• (q ♦ p) 

np - q > m [

Supongamos que np sea uh numero entero. Puesto
que n crece tendiendo a ? ello no impone restricción
alguna a nuestro .razonamiento.

La probabilidad máxima es, por tanto?

Po = ___±J_____  PnP
(np)’ (nq)J

La probabilidad que se presenten pn ■» x veces
el suceso favorable es;

p n J pnp*x  nq-x

(np * x)J (nl " x)’
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relacionando ambas probabilidades;

px . up +,X)pnp'x qnq-x
Po :—

(hp)’ (nq)J
simplificando;

Px n (np)» (nq)J
P° (np+x)’(nq-x)’

Por el teorema de Stirling para valores grandes
de n se verifica:

n’ = nn e“n ./ 2 rf'n
reemplazando en (1) se tiene:

Px (np)npe"np ^2<ínp (nq)nq e“nq 2 TT nq pX' q“X

Po (np+x)np+x e-(nP*x)  (nq-x)nq“xe“(nq-x)^5

pnp qnq

nn<P4q)B-Xp^r24-nj/pq. pnp qnq p* q~x

(nptx) np*x-e“-¿ aP***n^nq^x)  nq"X^2V( nptx) (nq-x)

nn*l  nnp-fx-*i  nq-x+i-ía Jr H.

(nptx)íip*x+'5’ ( nq - x )nq“x*2

1

logaritmando:
logjbs'l = -<np«.i) 1°41-

/ x X np+x+i i'n.x.i
1 t —\ p- • —k np/ \ nq ¡

> nq-x*

np ♦ x ♦ i + nq - x + i - np * nq ♦ 1 x n(p+l) ♦ 1 = n + 1
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x+
^-n'+p^

-(nq-x4Í)

considerar

loge

*

4

P

•f X

npq

o bien?

PoPx

X
2np

i termino se-
veremos que

como antes0
Por

ción binomial
continua, £or
de variaciono

Po

" nq
y Realizando operaciones
términos hasta de se

e

Por ser p*q  -1

tanto, sean n no iguales £ y £, la distribu
tiende, al crecer n a la forma de la curva
lo menos en la parte sustancial del campo

reuniendo términos
ioge(Zí)- - _*L

(Po) .''npq

x\

3n3q3
limitándonos a

x2
2n2p2

q2 ■ P2
X 6n2p2q2

x^

x2
2 (T

x2(p2*q2)  4 q - -p
l+n2p2q2 2npq

x3
3npq

x^
3n3p3

log (£*)-  - -SL
e (p0)~ 2npq

Por ser npqe y si n es grande, el segundo
rá pequeño comparado con el primero. Ademas,
no es necesario considerar valores de x/d~ mutjho. mayores
que 3, podemos prescindir de todo el tercer termino cuando
q - P sea pequeño.

Con-estas hipótesis tenemos;

log
(Po)

x
2nq

2x
2n2q2

resulta
gundo orden;
2 x2-A. _
P ñp

2nr ■ nq
semejantes;
x2(p2+g2) p - ,q
~^n2p2q2 2npq

términos de y órdenes superiores
n3

 y despreciando lds términos que contengan
1 / ordenés superiores que, para grandes valores de n,son

pequeños si se .comparan con los demás;
q2  p2  (q-p)(qTp) = q

Z “(npTX+-¿-)( 2L
( nP

x2 .
*+n2p^

>+n2q2
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h-í c-i-ri X^P\realÍóad- sorPrendente la aproximación delatívamStA b^nbl?°mial ? la curva’ hasta Para valores
]_es ajos de n, siempre que £ y.c¡. sean casi igua-

X
la curva Px = Po e’
recibe el nombre de curva normal

Propiedades de la curva normal• ” r•* r fJ J • "*•*  • ' ' ■-
La curva normal es simétrica respecto del punto

x^O puesto que su^ecuación es independiente del signo de
Xo En ese punto tiene la ordenada su valor máximo.*

La media9 la mediana y el modo coinciden!

Valuación de y0 (Smith y Duncan)

Por definición es?

PO = , n' pnp qnp
(np>« (nq)J

Utilizando la fórmula de Stirling?
nn e“"n ^/2~¡rn pnp qnqy0 -—------- .......---- ----------------------- •—......
npnP e~nP ^2 TT np nqn^- e~n(^ \/2. F nq

__________ .nn^~ny2Vf ,pn<X__________.

_npPnncP-y2-TT'iTVp ^pJ1P^§^f1P“ncP^.q^ V 2^ nq

1  1
^2 TT \/ npq (T íf

luego _____
~1 \

Px “---- e 2<r
íT\/-xTr 

que es la ecuación de la distribución normal.
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FUNCION DE DENSIDAD

La ecuación correspondiente a la distribución
normal eras 

como estamos ahora tratando con una variable aleatoria con
tinua hemos de cambiar el símbolo Px por el de f(x) que
indica mas claramente a la función de x en el campo conti­
nuo 3 sera entonce:: s

x2-
f(x) - —J— e~ ¿7*

(J’V'liT
El valor que la función f(x) toma para cada valor

particular de x se llama ''densidad en el punto x”

Al definir una variable aleatoria debemos suponer
conocido su campo de variación que estará representado por
un intervalo (a,b) finito o infinito»

Si P(c3d) es la probabilidad de que x se halle
comprendida en el intervalo (c,d) se llega a ques

12) P(c,d) é 0
22) P(a,b) = 1
32) P(c,d) P(c,e) * P(e,d)

supuesto (c,d) dividido en dos subintervalos (c,e) y (e,d)
Si la densidad f(x) se^conoce, la masa contenida

en cualquier intervalo (c,d) esta representada por la inte
gral

P(c,d) = Jc f(x)dx
que es también la probabilidad correspondiente al interva-
lo considerado»

Fqta expresión satisface las tres.condiciones an
t.oc ñ nañ la densidad de la probabilidad f(x) sati¿
¿ace estas dos condiciones;

1) f(x) i - para todos los valores de x en(a,b)
2) / f(x) dx 31
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’ El intervalo que contiene todos los valores po
sities de la variable aleatorias puede ser finito o infi
nito de acuerdo con la naturaleza de la variable. Sin em
bargo,.en todos los casos podemos tomar el mayor interva.
lo posible entre - y 4.0-0 para lo cual basta definir
la densidad fuera del intervalo originalmente dado como
nula •

Por lo tanto, la densidad estará definida para
todos los valores reales de x y satisfará las condicicres

1) f(x) ¿ 0 para todos los valores de x
2) í f(x) dx - 1

•«. DO
Ademaá la probabilidad de x de encontrarse en

cualquier intervalo (c,d) estará dado., como hemos visto
por ? j

I f(x) dx (1)
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Est. A

32a* Conferencia

FUNCION DE DISTRIBUCION DE LA PROBABILIDAD

Si en (1) tomamos c w > op y escribimos t, en
lugar del limite superior d, torraremos una función que
depende exclusivamente de este límite y que representa­
mos por F(t), por tanto será?

( í“

F(t) - / f(x) dx

que representa la probabilidad de que x no sobrepase o
sea menor que t

Considerada como función de t la función F(t)
nunca es decreciente y varía entre los valores?

F(- 043 ) - 0
F(-b^) - 1

Esta función se llama la función de distribuí
ción de la probabilidad

En el caso de que x posea una distribución u-
niforme de la probabilidad en el intervalo (a$b) su fun
ción de distribución está definida asi

4

■w OO lo 4-

Para t < a es F(t) = 0

Para a t - b es F(t) =
b - a

Para t > b es F(t) 3 1

Media aritmética de la dis tribución normal

t» definición de valor medio o esperanza matematlca est^ egresada por,
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/ y
1 • / - —xA 2 ~.—r x e x<r áx 0

Sabemos que la media aritmética es el momento
de.primer orden y por tratarse de una curva simétricacan
origen en el valor medio, todos los momentos de orden im
par se anulan es decir

1 o, •, A?
;/<a k r —-— x¿í41 e 3^" dx = 0

2-K4-' T J
— oo !i

Varianza de la distribución normal

Por definición es?
y *

11 p__ 2-
(7 Z------ „------ (X . g «-(T1- dX - n -/V,

x /
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Est. A

33a. Conferencia

MOMENTOS DE LA DISTRIBUCION NORMAL

vimos al tratar del valor medio que todos
los momentos de orden impar se anulan.

En lo que respecta a los.momentos de orden
par, recordando que por definición se tiene;

f °° 2.
1 Ir —n. a —. X2 e dx

(TVitp
y sin entrar a la resolución de esta integral para cuan
do k toma los sucesivos valores 0, 1, 2, 3»*>*  haremos
solo mención del resultado final que nos da:

si k - 0 1

k : 1 /s - <r1
<=*  A-5’1'

y así sucesivamente.*

En virtud de estos resultados y recordando que
los momentos de orden impar son todos iguales a cero5re
sulta que

curva normal es cero*  Esto
valor 3, aparentemente aro sea que la

explica por
bitrario para definir las
cúrticas*

curtosls en la
mip se eligió el vaiurCUrvas platicurticgs y lepto
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1) La curva normal es simétrica respecto clel punto
x » 0 puesto que su ecuación es independiente

del signo de x

Para x - 0, toma la ordenada su valor máximo

2) La media aritmética, la mediana y el modo coin-
ciden en la curva normaa

Las aplicaciones de la curva normal no se li­
mitan a las distribuciones del tipo binomial, pero antes
de referirnos a sus muchas aplicaciones prácticas y teo
ricas, expondremos brevemente sus principales propieda­
des.

Est. A

Conferencia

PROPIEDADES DE LA CURVA NORMAL

La representación gráfica de la expresión

f(x) s —e ' - p e
<T vTÚ 8 °

recibe el nombre de curva normal^

3) La curva queda completamente determinada cuando
se define la media aritmética (.origen de las x)

y la desviación típica (T

En la práctica, cuando se trata de ajustar ti­
na curva normal a los datos obtenidos de uña experien -
cia, no tenemos directamente el valor de P0}. sino quede
bemos calcularlo imponiendo la condición de que el área
de la curva sea igual,en la escala elegida ,■ al numero de
observaciones.

Por esta razón nos interesa hallar el área li
mitada por la curva X

Px 2 Po e'

Hemos visto que el área de un histograma, f. es
decir el total de observaciones que representa, esta ex
presado por:

n
H xi H : Area
i=l

donde representa el valor central de cada intervalo
de clase, yi la frecuencia observada para cada intervalo 
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i = 19 2, 3 ... n y n el número de intervalos.

i i-4-Cuaná° e^- histograma tiende 'a la curva continua.
la amplitud de los intervalos disminuye y el número de ter

.a?. . suma aumenta# En la curva normal, 'que se extlen
de índex inidamente a ambos-lados de la media, el ?jfmite a
que tiende la suma al hacerse los intervalos infinitamente
pequenosy el numero de términos infinitamente grandes,' se
representa por: . .*• f"

J Po dx (1)

en donde el signo j es úria forma convencional del signó Z.
de sumacion y dx representa el valor infinitamente pequeño
de h

Esta es la notación que se emplea en el cálculoín
tegral y la cantidad expresada en (1) se lee: integral de
la curva normal entre - t>o y 

Hemos demostrado que:

por lo que la curva normal -se presenta ba^o la expresión:
x2-

f(x) - ±__ e
<r iZztt

y limita un área igual a la unidad.

En el caso de una experiencia práctica en la que
la frecuencia es ' N, la correspondiente curva normal es:

f(x) -  e
<r \/2TT
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Esto A 

35a» Conferencia

ORDENARAS DE LA CURVA NORMAL

curva normal tiene tanta importancia que se
nan preparado tablas que dan valores para la llamada fun
cion reducida de Laplace-Gauss

e -*2 (12

expresión a la que se llega, tomando a (C como unidad de
medidam

Ten-^rf? así la tabla que nos da-la ordenada co
rrespondiente a cada valor dey/jX variable re­

ducida) o sea el valor de (6(x) en la expresión (1)

2) Tabla con las áreas limitadas por la curva a
la derecha y a la izquierda c,. cierta ordena

da, esto es, los valores des
i c *- -i
ññ / y vVí í 5 T- • dx

3) Tabla con los valores de las probabilidades
de que una observación se encuentre fuera de

los. limites t ¿ en la curva normal de errores» Donde la” o”probabilidad buscada esta expresada por?

P - 2(1 ~ A)

siendo A el área que se da
do en el párrafo ante??icr0

en la tabla que hemos indica-

Con aquellas tres tablas tenemos posibilidad
además de resolver los problemas directos a que cada u~
na se refiere, la de hallar el área comprendida entre
las ordenadas de abscisas x, y x2

Bastará para ell~ cJleudar la diferencia entre
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fnnoinn a amplia aplicación estadística la
biminn*nn^?i Stribu?ion acumulativa F(t) para una distri

mal que ti ene ^44 por media y (j-3- por varianza0

Esta función sé’ expresa así?
F<x) A e - dx (2)

<1 uir /

a.?

. . Si X es una variable aleatoria continua que
ulene una distribuoion normal con media y F por des,
viacior. típica9 para un valor de x, por ejemplo xiresul

F^xyes simplemente la probabilidad de que la va
riabj_e aleatoria X'tome valores menores o iguales a xi«
simbólicamente

P(X ¿ xT) F(xi)

Como estamos considerando aquí el caso de una
variable aleatoria continua ol doble signo ¿ puede
reemplazars e por- el signo Z y tendríamos que?

P(X <xi) F(x1)

El
nar en forma
babilida d.

gráfico acumulativo nos permitiría determi-
aproximada y directa el valor de esta pro-

Si el problema fuese determinar la pr obabili-
dad de que la variable aleatoria continua pueda tomar
valores comprendidos entre xj_ y X2s conde xj_ y X2 son
dos valores particulares de x entonces tendremos?.

P(XlZXé:X2) » Fvxo) ” F(-Xl)

que es una forma de expresar la probabilidad buscada co
mo diferencia entre las ordenadas de la curva de proba­
bilidad acumula t.uva F(x)
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Est. A

36a. Conferencia

nue qp de densidad de probabilidad f(x)guiente?bt diferenciando F(x) dado en (2) es la si

f(x)=__i___
t VzV

Aun cuando hemos visto que 3

F(x) =0 para x *• CxZ/

F(x) =1 para x -

prácticamente F(x)^ varia desde un valor próximo a cero
hasta un valor próximo a uno, al recorrer el intervalo

-3 >r a ¿(r
Los valores de F(x) para valores de x que ojs

cilan desde - 3 o~ hasta+ 3cr en intervalos de 0,10”
están dados' en la tabla siguiente..

VALORES DE LA DISTRIBUCION flORGAL ACUMULATIVA Ffj (X)
z x Fn i») Z X Fll (X)

-3,0
-2,9
-2,8
-2,7
-2,6
-2,5
-2,4
-2,3
-2 2
-2*1
-2,0
-19
-1,8
-1.7
-1,6
-1,5
$

:!;i

-i.»
-0,9
-0,8
-0j7
-0,6
-0,5
-0,4
-0,3
-0,2

•°-s

Z4A- 3,0 r 1
,V-2,9<
>-2,8í
%-207<
Aa-2,6<t
A'-2,5<
>-2,U
/i-2,3ír
zU-2,2<

-2,1 (T
AU^'O-r

ÍA-1,8<
«1,7 jf

A-\-l,6(T
-1,5

/w-l,4<
A4-l,3<
/A-if.2<r
/^U<í
At-l,0<T
a4-O,9<

,m-0,8
A*-0 f7
p -0,6
Áa-0,5<
^-0,4<T
/4-0,3íT
/v\-0,2(T

/A

0,6013
0,0019
0,0026
0,0035
u,0047
0,0032
0,0082
0B0i0?
0 0139
0*0179
0,0227
0,0287
Q 0359
5,0446
0,0548
0,0668
0,0808
0*0968
0,1151
0,1357
0,1587
0,1841
0,2119
0,2420
0,2742
0,3085
0,3446
0,3821
0,4207
0o4602
0,5000

0J
0,2
0,3
0,4
0,5
0,6
0,7
0,80’9
LO
1,!
i.,2
’.-3
1.4
lj>
1,6
1,7
i ,8
1,9
2,0
2,1
2,2
&
2?5
2,6
2,7
2,8
2,9
3,0

ai* 0p2¿"

/ía’> 0,4 c
z- o*5r
zvv+ 0G6y

0 p 7 6
ocy-ijoí

. ’ 7

¡,3í
Ai*
aa * 1 p5 -i

AA*  l S H
m* 1o8G’

1,9<
/v. 2,or
/A. 25!íí
/-»*  2,2 <

2O3</A. 2*4<r
AA ♦ 2O5<
Cu. 2X
/a * 2O7£

2,8<f
A^. 2O9Í
A*  3„0Í

0,5398
0,5793
0,6)79
0,6554
0.6915
017258
0,7580
0,7831
0,8159
0>13
0,8643
0,8349
0,9632
0,9192
0,9332
0,9452
0,9554
0,9641
0,9713
0,9773
0,9821
0*9361
0*9893
0,9918
0,9938
0,9953
0,9965
0.9974
0,9981
0r9987

•
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<T
o sea

trabajar
cambio de

con la di los fines Prácticos y paravariable t b 5 hacer el siguiente

x Xyu.-t-Z.CT
considerar los valores de Z correspondientes a los x

elegidos o viceversa*  ~ ~

Estos valores de Z están dados también en el
cuadro anterior*

. §i e§ S 11119 variable aleatoria con media ,7^
y desviación típica ¿r, entonces Z es también una varia,
ble aleatoria con media 0 y desviación típica 1

En la práctica esta aproximación es válida
corresponda o no X(y Z) a una distribución normal

Por ejemplo? sea X una variable aleatoria que
inidica el número total de "caras" que resultan arrojan­
do 10 monedas

Siendo n - 100
P a i

la media de X es? - np - 5* 
y la desviación típica : (T 3 /npq 3 1,581

X - 5Si hacemos? Z 3---------
1,581

será Z una variable aleatoria que tiene:

/>= o y f:1
Aún cuando en este ejemplo X y también Z es una varia­
ble aleatoria discreta, su probabilidad acumulativa pue
de ser ajustada aproximadamente por una distribución ñor
mal acumulativa como veremos*

En la tabla anterior se observa que los,valo­
res de F(x) correspondientes a/a, í«rz son simetricosies
pecto d^0,5 y que su suma, por consiguiente es 1

Por ejemplo para:

x o sea para 2 = ± 1,5
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se tienes P(x? 

t-3 .^0S ^0S resultados que se obtienen es igual aen electos
°>5 * 0,^332 - 0,9332
0,5 - 0^332 - 0,0668

1,0000
Si una variable aleatoria X, corresponde una distribu­
ción normal, con media y desviación típica íT , se
puede determinar con ayuda de la tabla anterior la proba
bilidad de que X caiga en un intervalo dado.

Ejemplo;1j Sea x una variable aleatoria con distribu -
ción normal y cuya

= 30
< = 5

¿Cuál es la probabilidad de que 26 X40?

Se tendrás
P(26 X M-0) 2 F(^0) - F(26) (3)

Para hallar los valores de F(M-O) y F(26) se utilizará
la relación entre x y Z

z - 111°
5

para X - ^0 Z =  2 F(i,o) - 0,9773

v 96 7  26 - 30 - -0,8 F(26) - 0^211?para X - 26 z - --------------5
5

Reemplazando en (3) estos valores resulta
P(26 X S-*+0)  z 0,9773 - 0,2119 s 0,765^
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Est. A

Ejemplo 2)

A
fiera de la

37a. Conferencia

media ^en^u^o^3 Prob=Íbilidad de que X di-
en un cierto múltiplo de¿

Í^SD? de que X difiere
e! ¿Sor deen°S de ?Es

o también:
P y £ /A-Hf J)

p (/x-/a/¿6J ?
De la tabla se deduce que:

= 0,8^13 - 0,158? = 0,6826
Análogamente se observa en la tabla que:

P( /x 2C ) - P(-21Z— 2) - 0,9773 - 0,0227
- 0,9556

y que:
P(/x -/xj £ 3 0 = P(-3 ¿Z¿3) - 0,9987 - 0,0013

n 0,9975

Estos resultados se expresan así:

Si los valores de una población están normalmen
te d.1 stpi bufeos con media /Ky desviación típica

el 68,26^

el 95,W

el 99,7^

tación de
las x y z

de los valores difieren deyM, menos de 1 í"

„ n » " " " 2 (f

„ „ .. " " " 3 f

El siguiente gráfico corresponde a la represen
la función F(x) donde se indican las dos esca-
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En las aplicaciones se eligen los valores con
venientes, pero suelen marcarse al menos, los siguientes
valores de Z: -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3

La representación gra'fica de la función f(x)
de densidad de probabilidad, es la siguiente:
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La relación entre las dos representaciones grá
ficas es la siguiente:

El valor numérico de la ordenada en el primer
gráfico para el valor xl es igual al valor numérico del
area encerrada bajo la curva del segundo gráfico y si -
tuado a la izquierda de Xp

Prácticamente se utiliza más la función acumu
lativa.
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Esto A

38a. Conferencia

' LA DISTRIBUCION DE ERRORES

. Llegamos a la distribución normal como un ca­
so limite de la distribución binomial cuando el exponen
te n es muy grande.

Pero esta no es- sino, una más de las diferentes
formas en que la curva normal aparece en la literatura
estadística. Gauss llegó a ella por un razonamiento^dis.
tinto; por la investigación de la ley de distribución a
que obedecen los errores de observación para que la me­
dia aritmética de una seiie de medidas sea el valor más
probable de la "verdadera" magnitud.

LLega a demostrarse que la distribución de les
errores x alrededor 401 valor verdadero (tomado como O)
viene da3o poi? ley z

y = 1
(ílZzTI

En la teoría de errores es más corriente escri.
bir o t

h¿ z Ji-
” 26"1

con lo cual la distribución será:
y - _h_ e“h2x2

donde ji recibe el nombre de "precisión”
Al aumentar h la curva normal se. estrecha y por

eso h mide en cierto sentido la "condensación” de la nía.
yoría de las observaciones en torno al verdadero valor»
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Est., A

3 9 a o 0 onf er enci a

APLICACION JE DlSTMBUCIQN NORMAL

. ~ La ^d_i.s uritucion normar, aun cuando no corres
ponda a ningún amplíe campo de la Naturaleza, no dismT
nuye su importancia en la te..ría estadística»

La^utilización de esta distribución ha aumen
tado en los últimos anos por varias razones»

1) La curva ñor .al y su integral tienen muchas
propiedades matemáticas en virtud de las cua

JLes aquellas-r-esultáh'~4tiXes y relativamente fáciles dé
manejar»"’

Ademas la curva n'rmal se adapta bastante bien
a muchas distribuciones campaniformes (unimodales) t, Por
tanto, cuando se desconozca la naturaleza exacta de una
distribución de frecuencias campaniforme o conozcamos su
forma, pero esta sea difícil de tratar matemáticamente
podemos suponer en primera aproximación, que la distri­
bución es normal y luego comprobar hasta que punto eJ
cierta esta hipótesis». No qs raro que, a Lbs fines deu
na determinada investigación resulte bastante precisa""
la representación de un colectivo mediante la curva ñor
mal»

2) Al considerar las distribuciones obtenidas de
muestra'1, muchos de los colectivos que se presentan si­
guen la ley normal, bien sea exactamente, o bien con un
grado aceptable de aproximación.

En virtud de estas razones la distribución ñor
mal se aplica:

a) Para aproximar o ajustar una di.stri.juca.ón de meo!
das de una muestra b&jo cj.ei tas condiciones»

b) Aproximar la distribución binomial u otras distri
' buciones de probabilidad discretas o continuaste

entupí qn también ciertas condiciones»

c) Aproximar la distribución de las medias u otros
estadígrafos -.Aculados a partir de la- muestras
especialmente de las grandes muestras»



Hallar la frecuencia representada por la m?nor de las
areas limitada por la curva

~x¿
■ ■■ • 7 - 1Q*Ó QO. . e ” y la ordenada x = 7

4 2x

f . u

para 1,7 área mayor

7 = 1,75ir
= 0,95543

1,8 « " - 0,96407

In> rpolando

0,1 0,00864

0,05-----------

Luego! 0^95543
0,00432
0,95975

área menor 1 ~

.0,00864 x 0,09 = 0,004320

área mayor

0,95975 c 0,04025

multiplicada por 10.000 nos da la frecuencia buscada:402,
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h-Oa. Conferencia

Ejercicio 2) Se tiran 100 monedas un cierto número de
veces. ¿Qué número aproximado de veces es
de esperar que se obtengan en 10.000 ti­
radas?

65 caras exactamente

1) N2 de caras dadas por el desarrollo

10.000 (i -r i)1*000

j/ i-.i.ioo’ = 5

JL _ iQ.ooo _ 2,ooo
5

y el exponente es bastante grande para considerar
la distribución como normal.

np - 100.-g- = 50 media del N2 de caras 

65 - 50 - 3ó~

La frecuencia de una desviación igual a 3se
halla en la Tabla I y es igual a

2.000 x 0,004^-3 z 8,86

o sea unas hueve tiradas entre 10.000.

Un resultado de 65 caras es, pues de esperar
que ocurra unas nueve veces en 10.000 tiradas

Ejercicio 3) Hallar la ordenada de la curva normal da,
da por la ecuación:

y - 10-000 .‘ir
4 VTtT

para el valor de la variable x - 7

Es H- 10.000
<r=

Modificar el valor de equivale a modificar la
la escala de las x

La ordenada de esta curva para x = 7 sera la mig



-185-

ma que la ordenada de la curva que tenga por desviación
típica la unidad, para el valor de x = 7/*+  -1,75

S.egiln T, 1 apéndice (pag. 639)

x -1,8 y = 0,07895
x = 1,7 y = 0,09^05

interpolando;
0,1--------- 0,01510
0,05-------- - 0>01^10 x °~>°5 „ 0,00755

0,1

• 0,07895
X- 1,/') * * 0,00755

0,08650

La ordenada es igual a este último valor multi
pilcado por 10.000

o sea; 0,08650 x 10.000 _ 21g
h- =
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•Est. A

Ejercicio 4)

41a. Conferencia

Ajustar- los índices cefálicos de alumnas
en la Escuela Normal N2 2 de Rosario.

Observa.
clones yi *1 z

xiyi
(Xj? (n)2n Xj_ - X (xí-xz)2

70 - 72 7 -5 - 35 25 175 -4,5888 21,0571
72 7 -4 - 28 16 112 -3,5888 12,8795
7*+ 45 -3 -135 9 405 -2,5888 .6,7019
76 108 -2 -216 4 432 -1,5888 2, 5243
78 146 -1 -146 1 146 -0,5888 0,3467

80 151 0
____

0 0 0,4112 0,1691
82 98 1 98 1 98 1 ,4112 1,9915
84 54 2 108 4 216 2,4112 5,8139
86 16 3 48 9 144 3,4112 11,6363
88 8 4 32 16 128 4,4112 19,4587
90 - 92 2 5 10 25 50 5,4112 29,2811

642 1906
-264

i

(x£-x)2 <*í-x z)2ioge log-ÍL -<■*> log.frec.
relat,teor.

frec.
relat.
yi

frec.
absol.z<r¿ (x,

3,76Q6 1,6332 -2,2559 • 3,7441 0,0055 4
2,3002 0,9990 -1,6217 2,3783 0,0239 15
1,1969 0,5198 -1,1425 2,8575 0,0720 46
°,4508 0,1958 -0,8185 1,1815 0,1519 98
0,0619 0,0269 -0,6496 1,3504 0,2241 144
0,0302 0,0131 -0,6358 1,3642 0,2313 148
0,3557 0,1545 -0,7772 1,2228 0,1670 107
1,0383 0,4509 -1,0736 2,9264 0,0844 54
2,0781 0,9025 -1,5252 2,4748 0,0298 19
3,4751 1,5092 -2,1319 3,8681 0,0074 5
5,2293 2,2711 -2,8938 3,1062 0,0013 1A

1 641
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X'= B1 = ' B = - 0^112

m2 - m2 = - (0,4112)2 -.‘2,9688 - 0,1691 =2,7997

(T= 1/2,7997 - 1,6732

e 2

logaritmando resulta:

log f(x) = log 0,238’+ -

valore_s en la función normal
-(x'-x)2

Reempla zando

f(x) =

5,599^
= 1,3773 - O,1+3l+3 * 0,^112)2

5,599^

0A112)2 —1------_n_ log e

1__
i*,  191*2

estos
.1

. o
(xj+Q,1*112)

__ e"2(1,6732)2”
-T 9
-(xít0,4112)¿

e 5,^99^

Con esta ecuación se opera en la tabla y luego
se buscan los antilogari mos para, finalmente, hallar Jas
frecuencias absolutas multiplicando por la población 6*+2
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Ejercicio5)

En este caso

Ajustar una distribución normal acumula­
tiva a una binomial para n=10 y p=2"

es:
- np - 10 . i - 5

f = \/ñpq - |/10« i . i - 1,581

z - x ~ 5.

1,581
Se calcula la probabilidad binomial por la fór

muía:
P nnux nx íM101 x = Gn P q - Glo '2'

damos a x valores sucesivos 0, 1, 2, ...10 pues sabemos
que al tirar 10 veces una moneda pueden salir 0, 1, 2,..
..10 caras.

Los valores obtenidos para la distribución de
probabilidad fB(x) y para la acumulativa Fg(x) son:

X fB (x) Fb (X)

0 0,001 0,001
1 ■ 0,010 0,011
2 OjOMi- o,o55
3 0,117 0,172

0,205 0,377

5 0,2^6 0,623
6 0,205 0,828
7 0,117 0,9^5
8 o,o*+h- 0,989
9 0,010 0,999

10 0,001
1,000

1,000

- i

Para calcular los valores correspondientes de la
distribución normal acumulativa ya hemos determinado .z y
buscamos los correspondientes valores de x y Fft (x) en la
tabla:
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z X FW (x)

- 3,0 0,257 0,0013
- 2,5 1,0^8 0,0062
* 2,0 1,838 0,0227
- 1,5 2,628 0,0668
- !,0 3,^19 0,1587
- 0,5 h-,210 0,3085

0,0 5,000 0,5000
0,5 5,791 0,6915
1,0 6 ? 581 0,8^13
1,5 7,372 0,9332
2?o 8,162 0,9773
2,5 8,953 0,9938
3,0 9,7^3 0,9987
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Est. A

*+2a. Conferencia

MOCION DE MUESTRA

La investigación estadística aue tiene por fina
lidacl principal establecer las características de un uni­
verso, población o masa de personas u objetos, tropieza ,
la mayor parte de las veces, ante la imposibilidad física
de poder tomar en cuenta todos los casos.

En tal emergencias se recurre a muestras de la
población.

Se llama muestra a la técnica de seleccionar al
gunos casos del universo, de manera tal que obtengan esta
dísticas sobre la base de las cuales podamos, por inferen
cia, construir un panorama de la población derivado de a-
quellos casos.

La técnica del muestreo se usa porque algunas ve
ces es el 1) único medio posible; a menudo 2) el mas prac
tico y generalmente 3) el más eficiente para estudiar una
población o universo de datos.

1) Es el único medio posible en el caso en que deba.
mos realizar un análisis de materiales para exa­

minar su calidad, porque esto puede implicar su destruc -
cion. Por ejemplo, si se trata de constatar la resistencia
de un lote de ladrillos, no se sometería a cada uno de e-
llos a la prueba, sino que se elegiría un número limita­
do con lo que se está obligado a usar el muestreo.

Los primeros .problemas que se plantean son los
de decidir cuantos ladrillos deben tomarse de cada lote pa.
ra analizarlos y como deben ser seleccionados.

Realizada la prueba, se tabulan los resultados y
se los analiza con el propósito dé inducir y generalizar
las características del total de ladrillos en base a lo
que se ha visto en la muestra.

2) Es el único método práctico, por que por lo gene
ral el universo está compuesto por miles o millo^

nes de casos, y mediante la muestra es posible captar un
conjunto de aquellos casos para su anális is

Por ejemplo, supongamos que nos proponemos esta­
blecer las condiciones del mercado de aceite para automo­
tores. Deberemos preparar una encuesta dirigida a los con
ductores para saber entre otros detalles, la calidad del
aceite utilizado, el mótivo para usar tal calidad y el lu
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gar donde realiza la compra del aceite. Es natural que no
podremos dirigirnos a todos los conductores, por lo cual
debemos recurrir a una muestra y hacerla con suficiente
cuidado en forma que pueda ser considerada representativa
de los hábitos de compra del total de los conductores.

3) Es generalmente el método más eficiente aun­
que desde un punto de vista físico y finan -

ciero se puede llevar a cabo un recuento total»

En efecto, si una muestra es realizada cuida
dosamente proveerá de materiales suficientes para hacer ge
neralizaclones respecto de las características de la pobila
ción total de la que se obtuvo la muestra. Por lo tanto,
la eficiencia y la economía recomiendan las técnicas del
muestreo al investigador en el campo de los negocios y de
la economía.

Poblaciones finitas y poblaciones infinitas;

En general hay dos clqses de poblaciones en las
cuales se trabaja en estadística: poblaciones finitas y po
blaciones infinitas.

Por ejemplo, los estudiantes sin títulos actual
mente matriculados en la Universidad de Buenos Aires cons
tituyen una población finita.’

Los cazadores de la Provincia de Buenos Aires,
con licencia forman una población finita.

La sucesión de números de puntos obtenida arro­
jando un par de dados sucesivamente, es una población in­
finitamente grande.

El número de arandelas que se fabrican con un
torno puede considerarse que pertenece a zuna población in­
definidamente grande, ya que la población se engendra por
la producción de una arandela detrás de la otra, y es fá­
cil imaginar que no hay una última arandela.

Debe observarse que esta población de arandelas
cambia realmente según la maquinarla empleada, el tipo de
materia prima utilizada, el cambio de operaciones, etc.

z Para un grupo particular de operarios la pobla­
ción puede permanecer razonablemente constante y una mués
tra de las arandelas, durante la actuación del grupo, pue
de considerarse como una muestra de una población infinite
mente grande de arandelas.

En el caso de los puntos obtenidos arrojando un 
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par de dados sucesivamente,, la población depende de va­
rios factores tales como los propios dados, que pueden
estar ligeramente cargados, el método de lanzarlos y la
superficie sobre la que caen»

Si los dad<?s fuesen en su construcción "per -
fectamente" homogéneos y se los agitara "perfectamente"
antes de cada prueba y^fueran arrojados sobre una super
ficiez"perfecta", podríamos imaginar que tenemos una po
blacion "ideal"

Podemos usar la teoiía de las probabilidades
para predecir las características de esta población ideal

Cuando un cierto procedimiento de muestreo se
aplica a una población finita, debe cuidarse de que el
procedimiento usado no llegue a engendrar una población
diferente de la población finita que se está estudian­
do.

Por ejemplo*,  si tomásemos uno de cada 20 nom­
bres de la guía telefónica y marcásemos el número para
pedir una información sobre la casa, tal procedimiento
de muestreo puede servir para obtener referencias acep­
tables acerca de la población formada porreases con te­
lefono.. En realidad existiría un cierto numero de casas
en las que no se obtendrá respuesta.- Debemos considerar
que, si tomamos la muestra de residencias en las que sé
ha obtenido contestación, nuestro procedimiento de,mueí>
treo no se refiere a la población de casas con teléfono.
sino a la población de casas con teléfonos que contesta
ron al llamado.. Estas dos poblaciones de casas son-real
mente diferentes», Por ejemplo, la segunda población de­
be estar formada por familias más numerosas y de gente
anciana y otros tipos de personas que permanecen en ca­
sa.

Por otra parte, si repetimos bastantes veces
las llamadas telefónicas a las casas que no contestaron
originariamente, hasta obtener respuesta, haríamos re -
cien el muestreo de la población primera»'
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Est. A

43a. Conferencia

PARAMETROS Y ESTADISTICAS

¿Cuál es nuestra finalidad al obtener muestras
de observaciones?

La razón principal no está simplemente en acu
mular un conjunto de números, sino en obtener algunas ca
racteristicas de este conjunto,tales como su promedio,co
mo varían de uno a otro, su varianza, etc. con el propo"
sito de obtener inferencias acerca de la población. Lo
primero que se ha de aprender en estadística es conden­
sar los datos de las muestras y presentarlos satisfacto
riamente.

El punto fundamental consiste en saber que cía
se de inferencias o conclusiones definitivas,se pueden
hacer a partir de la muestra para la población de la que
aquella procede y que grado de confianza merecen tales
iñférencias•

Lo más sencillo que puede hacerse para conden
sar y describir muestras de datos cuantitativos es for.-
mar distribuciones de frecuencias y describirlas calcu­
lando determinados tipos de promedios.

Tales cantidades calculadas a partir de los da
tos de las muestras que permiten describirlas se llaman
estadígrafos. De modo similar, las poblaciones se des -
criben mediante números llamados parámetros de la pobla
cion.

Solo en raras ocasiones es posible conocer pre
cisamente los valores de los parámetros de la población,
simplemente porque, en contados casos disponemos de los
datos para la población entera.

Frecuentemente sólo se tiene una muestra de la
población.

z Por lo tanto el problema habitual es calcular
estadígrafos de las distribuciones de frecuencias de las
muejtras y a partir de ellos obtener los valores más ve
rosimiles de los parámetros de la población.

En el caso de muestras^muy grandes los valores
de sus estadígrafos serán muy próximos a los de los co­
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rrespondientes parámetros de la población.

Por ejemplo, la media aritmética de una mues­
tra muy grande de mediciones "tomadas al azar" de una po
blacion será muy próxima a la media aritmética de la po
blación total.

En el caso de pequeñas muestras las discrepan
cias entre estadígrafos de varias de ellas llegan a ha­
cerse mayores y el problema de deducir los valares de pa
rametros de la población a partir de muestras es mas comí
pilcado y ha de resolverse mediante la teoría de las pro
habilidades.

Ejemplos;

1) Si se le recomendase seleccionar una muestra de
100 estudiantes de la universidad de Buenos Aires, f que
son hijos de ex-alumnos de la misma Universidad ¿como se.
leccionaría la muestra? ¿Cuál es la población muestreada?

Si esos 100 estudiantes han recibido por correo
un cuestionario y solamente 60 lo contestan y devuelven
¿ qué población habrá sido muestreada

2) Suponga que Ud. fuese encardado de emprender un
estudio del consumo de corriente eléctrica en las casas
particulares de Buenos Aires durante diciembre de 1955
sobre la base de una muestra de 300 vivendas. ¿Como pro
cedería Ud. a la selección de la muestra de direcciones
para tal propósito? ¿Cuál es la población muestreada?
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Est. A

lp+a. Conferencia

SELECCION DE LA MUESTRA

Se usan dos técnicas en la selección de los ca_
sos que formaran la muestra:

1) Muestra simple al azar
2) Muestra estratificada al azar

Muestra simple al azar:

Cuando la selección de los casos se ha hecho en
forma de dar a cada uno de ellos, dentro del universo,la
misma probabilidad de ser seleccionados, este método se
llama "muestreo al azar"

Si bajo estas condiciones, se selecciona un nu
mero suficientemente amplio de casos, la muestra sera u-
na sección transversal, en miniatura del total de donde
se seleccionarían los casos.

El método de muestreo ai azar, exige que la se
lección se haya hecho en forma .tal que cada caso en el u
niverso tenga las mismas probabilidades de ser incluido
en la muestra.

Para asegurarse una verdadera muestra al azar
para un estudio estadístico, se debe proceder con mucho
cuidado en la selección de las muestras obtenidas del u
niverso.

Una forma elemental de muestra al azar puede
ser usado cuando el detalle correspondiente a cada caso
puede ser escrito en una tarjeta y ubicar estas enun fi
chero.

Si las tarjetas están bien mezcladas se puede
hacer una selección al azar tomando una tarjeta del uni
verso, escribiendo su valor; se repone la tarjeta en el
fichero se mezclan nuevamente y vuelve a extraerse otra
tarjeta y así sucesivamente hasta obtener ?1 número de
casos fijados para la muestra.

Un medio más conveniente para obtener una mués
tra al azar es enumerar cada caso y luego usar una ta -
blo de números al azar como la de Tippett llamada "NÚme
ros de muestra al azar"

Se seleccionan los casos incluyendo en la mués
tra aquellos cuyo número aparece en la tabla de números**  
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al azar.

El proceso pára obtener una muestra al azar de,
por ejemplo, datos económicos y comerciales, muy pocas ve
ces es simple, aun cuando los diseños al azar puedan ju-~
gar un importante rol en la solución de un problema com­
plejo de muestreo.

Consideremos el problema que se le present^ a
un investigador que desda analizar el mercado de jabonen
Buenos Aires. El dato ddbe ser solicitado a la s amasdeca
sa y seleccionado en foftaa tal que constituya una muestra
tfdpresentbHva.

Si de usa el sistema de muestra al azar debe di
vidir primero la ciudad en secciones y numerar cada sec­
ción, luego dividir estas en distritos y numerarlos, di­
vidir los distritos en manzanas y numerarlas.

Si las áreas son aproximadamente iguales ^n ta
maño, la selección al azar de los números localizara las
manzanas de la ciudad adonde deben enviarse a los visita
dores.

Los censistas deben interrogar a las amas délas
casas seleccionadas al azar de cada una de las manzanas
«numeradas.

Mediante este mátodo de selección de una mues­
tra simple al azar podrán conocerse las preferencias res
pecto. a las condiciones del mercado de jabón al determi­
narse si se lo prefiere perfumado o no, blanco o de co -
lor, etc.
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Est, A

*+58. Conferencia

2) Muestra estratificada al azar

Es la técnica que se usa para aumentar la segu
ridad de los resultados de la muestra/

Cuando se emplea la muestra estratificada se u
san características conocidas del universo para guiar la
selección.

Por ejemplo, es muy probable que las opiniones
de jos habitantes de la ciudad difieran de las de los a-
gricultores en un determinado aspecto. Debemos entonces
conocer la proporción de población urbana y población ru
ral para que teniéndola en cuenta en la muestra ésta re­
sulte más representativa. As-í si la población urbana es
el 70% y la rural el 30% la muestra será mejor diseñada
si se toman para la muestra elementos de población en la
proporción indicada que si sólo se la diseña teniendo en
cuenta los centros metropolitanos de fácil acceso.

En general, serán más representativas las mués
tras cuando se tengan en cuenta las características más"
importantes de la muestra y que sean comunes con el uni­
verso.

Al plantear un diseño para medir el estado de
la opinión pública, por ejemplo, debe tenerse en cuenta
que la gente joven difiere de las opiniones de los mayo­
res; la opinión de personas del sexo masculino difiere de
aquellas del sexo femenino; la de los habitantes del'ñor
te no siempre opinan como los del litoral; el rico puede
tener diferentes opiniones q e las personas de menores re
cursos.

Debido a la diversidad de características es ne
cesarlo estratificar la población de maneras diferentes
para hacer una muestra representativa.

Para asegurarse una buena muestra, sobre la opinión en mateña política, cada uno de los grupos citados
Sbe estar Representado én la muestra en la misma propon
ción en que están presentes en la población considerada
como un todo.

Debemos usar controles en la muestra estratifi­
cada. Por ejemplo, para asegurar una estratificación apro
piada, las instrucciones al censista pueden dirigirlo a in
terrogar a 20 personas que ganan menos de $ 1.000 mensua-
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les; 30 personas que^ganan entre $1.000 y $3.000 y a 10
personas que ganan más de $3«000; o puede habérselo ins
truido para obtener datos de 10 productores agropecua -
ríos, 15 obreros industriales y 5 empleados administra­
tivos. Con estas indicaciones el censista no interroga
a. cualquiera sino que, controla cuidadosamente su selec
cion, de manera que la proporción de cada clase cuyas o-
plniones pueden ser significativamente diferentes de las
opiniones de otras clases sobre la pregunta formulada,
sera la misma en la muestra en proporción a lo que es
con respecto al todo.

Es obvio que la estratificación que se haga de
la población dependerá del tipo y propósito de la inves,
tigación. Si por ejemplo, intentamos medir la importan­
cia que tiene una bolsa de harina en el costo de vonta,
la estratificación según la afiliación política parece­
ría casi innecesaria, ya que no hay razón para pensar
que la población se dividiría en lineamientos políticos
sobre este punto. En cambio, dado que los ingresos pue
den tener alguna relación con la cantidad de harina u-
sada en los hogares, tendría importancia una clasifica­
ción por ingreso como base para la estratificación.

z Una vez que se ha determinado la estratifica­
ción y se ha decidido sobre el número de casos que han
de ser seleccionados dentro de cada estrato, dichos ca­
sos deberán ser elegidos al azar en cada estrato. De a-
lli la denominación de "muestra estratificada al azar"

Se puede resumir en cuatro frases la muestra
estratificada al azar*

1) El universo se divide en estratos de acuerdo a
una o más características importantes.

2) El número de casos qué ha de seleccionarse en
cada estrato está determinado por la exigencia
de que la representación proporcional de cada
estrato en la muestra debe ser la misma que en
el universo.

3) La muestra se toma al azar en cada estrato, en
igual proporción a la establecida en el punto
anterior.

M Los diseños de cada estrato se combinan luego
para obtener la muestra estratificada.

Los casos antes indicados ilustran suficien­
temente respecto a la forma en que la estratificación de
be ser usada para asegurar la veracidad de los resulta­
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dos de la muestra. También permiten apreciar que las es­
tratificaciones pueden determinarse únicamente después de
un análisis cuidadoso del^propósito de la investigación
y del examen de la relación entre las características ctel
universo considerado y las características por las cua­
les se efectúa la estratificación o estratificaciones.

Naturaleza de los resultados del muestreo

Hemos considerado antes el caso de una encues­
ta dirigida a los conductores de vehículos tendientes, a
determinar, entre otras cosas, la cantidad media gastada
en la adquisición de combustible.

Supongamos que dos censistas están encargados
de interrogar a 1.000 conductores seleccionados al azar,
en el mismo día y en el mismo lugar. Sin duda, algunos di
ran que compran 5 o 10 Its, a la vez, en cambio otros cqn
pran hasta llenar el tanque <y habrá un gran número que
estarán entre estos dos extremos. En otras palabras, e -
xiste variación en el universo considerado.

, Es evidente entonces, que habrá también varia­
ción entre los valores medios obtenidos por los dos cen­
sistas al tomar cada uno una muestra al azar diseñada ba
jo condiciones uniformes respecto de una misma población.
Aun cuando estén a veces muy cerca un valor medio del o-
tro en general nunca serán coincidentes.

Podemos concluir diciendo que aún cuando el u-
niverso que se estudia no cambie; la técnica de muestreo
empleado sea al azar y las muestras sean todas del mismo
tamaño, cada muestra será en cierto grado diferente deto
da otra muestra.

Las diferencias son atribuidlesza las circuns­
tancias casuales que gobiernan la selección de los casos
individuales que componen las muestras.

Tales variaciones en los resultados de lasmuejs
tras son conocidos como "errores al azar del muestreo"

La probabilidad que tiene cualquier valor de a
parecer en una muestra elegida al azar, esta determinada
por la frecuencia relativa con la cual el valor o peso ¿
parece en el universo.

Si el universo contenido en una urna es de 100
bolillas, 50 blancas y 50 negras, la probabilidad de ob­
tener bolilla blanca es igual a 0,5 siempre que las bol!
lias sean extraídas una por vez de la urna y bajo las con
diciones de muestreo simple al azar previamente estable-
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cido.

La probabilidad de extrer, en las mismas condicio
nesm una bolilla negra es también de 0,5

Si se extraen dos bolillas a la vez, existe la pro
habilidad de obtener dos bolillas blancas o dos bolillas ne
gras a la vez, aún cuando.la probabilidad de tal hecho rea-
zado al azar, es menor que la probabilidad de obtener una
bolilla blanca y una negra*

En este caso los resultados, al extraer 100 veces
dos bolillas a la vez, serán aproximadamente de 25 extracao
nes con dos bolillas negras; 50 don una blanca y otra negra;
y 25 con dos bolillas blancas»

Por supuesto, los resultados del muestreo serían
mucho mas fáciles de interpretar, si cada extracción fuera
una miniatura del universo, en este caso una bolilla blanca
y una negra,

z Pero debemos recordar que la selección al azartam
bien nos puede dar dos bolillas blancas o dos negras.
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Est.A

46a. Conferencia

El problema de la inferencia estadística»-

Una vez llevad? a cabo la muestra,la tarea analí
tica consiste en construir un panorama del universo sobre-''
la fiase dada por la muestra.

En el caso citado antes la extracción simultanea
de dos bolillas cuando se hacen 100 extracciones sabiendo
que N(p q)1 nos dará ?

2 5 ’• 50 pq 2 25
cuando se usa 100(-§- r i) •

Por tanto,podemos inferir de la distribución de
25,50 y 25 que hay un número igual de bolillas blancas y
negras en la urna de donde se han hecho las extraciones.

De ahí que aún en esta situación más simple,los
resultados de la muestra no son descripciones claras,pre­
cisas ni definitivas del universo.

El panorama dado por la muestra esta oscurecido
por las va.ripctonesque son atribuiblosa la selección al
azar de los casos que se separan por la muestra.

Consideremos ahora un ejemplo de carácter econó­
mico.

Supongamos que hemos obtenido una muestra de 100
casos de un universo de 900 precios. El proposito de la in­
vestigación consistirá en mostrar el cambio típico en estos
900 precios según sus valores básicos anuales.

Imaginemos que estos valores están distribuidos
en la siguiente forma:

50 casos constituyen el 85$ de SUS precios básicos
14o H tf " 95$ ti 1! 11 II

300 n 1! " 105$ tt 1! ti w

200 n ir " 115$ ir !! 11 ti

160 II n " 125$ ir TI tt n

900
ti IT " 135/$ f! II ir 1!

Si se realiza una muestra al azar de 100 casos de
aquel universo de 900,el resultado probable será:

6 casos al precio de 85$ de base
16 " H it " 95$ " 11

33 II ir " 105$ " tr
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22 casos al precio de 115% de base
17 " " ” " 125% " "6. " " " » 35% • ” 11

ToÜ~ ’
Cada valor en esta distribución de la muestra de

100 casos, tenderá a tener la misma frecuencia relativa de
aparición que tiene en el universo.

En los dos ejemplos considerados las distribucio
nes obtenidas constituyen el resultado más probable. Pero
hemos visto que no se obtiene uniformemente este resultado
mas probable, que se define como el valor hacia el cual ti en
den todas las muestras al azar y,como veremos,es el valor al
al que nos aproximamos a medida que la muestra aumenta de
tamaño.

Al examinar los cambios entre 1926 y 1938 de 789
precios de productos de consumo,tomando dos muestras sim­
ples al azar de 100 casos cada una,se obtuvieron los siguien
tes resultados.

Número de casos con el
Base 1938 porcentaje indicado de

% de los precios cambio desde 1926
de 1926 Muestra I Muestra II  -

25 • 5
1+5 9 10
65 29 23
85 33 36

105 20 23
125 h- ____ &___

100 100

Como resultado de la selección al azar,aparecen
en la la.muestra,5 casos cuyos precios eran,en 1938,el 25%
del nivel de 1926.

En la 2a.muestra se presentaron h- de tales casos,
La diferencia que aparece de grupo a grupo,es debida ente­
ramente a los errores al azar del muestreo,puesto que la
técnica del muestreo y el universo son constantes» Es ca­
si improbable que cada una de estas muestras provea una mi­
niatura precisa del universo,aún cuando da una aproximación
bruta de él.

Veremos que.existen métodos para limitar aquella
determinación aproximada.

En toda muestra habrá siempre'-.un ^lemento de duda
debido a los errores al azar del muestreo,aun cuando este 
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arca de incertidumbre sea muy pequeña cuanto más grande es
la muestra.

Es de estas muestras particulares como las cita­
das que los estadígrafos deben',por inferencia,construir un
panorama del universo del cual se han extraido las muestras.

Las sitúan i ones causales -conducen a una distribucion _nor
mal.

Si en vez de las dos muestras consideradas antes
hubiésemos extraido un mayor número de tales muestras,.cada
una de ellas nos daría, una media aritmética diferente».

La distribución que se obtiene ordenando estos va
lores medios,presenta generalmente la forma de la curva "noj;
mal",debido a que las fuerzas que operan en la determinación
de la selección de los casos individuales de cada muestra,
son muy numerosos y de igual valonen otras palabras-,eqtá
afectada la selección por una multiplicidad de causas de i-
gual importancia sin que domine el resultado una causa úni­
ca o un grupo de causas.

En el caso de contar con dos o más muestras de i-
gual dimensión,correspondientes a un universo común,el va­
lor medio de las medias aritméticas se considera como el val
lor medio "verdadero" del universo.

Peligro del bias (vicio) en los resultados del muestreo.

Cuando solo se hallan presentes en una investiga-i
clon,los errores debidos al azar,el valor medio de la mues­
tra tiene la misma probabilidad de ser mayor que el valor
verdadero,cono-^er menor que él y las variaciones extremas
son raras. Cuando se promedian tales valores medios,los e-
rrores pueden compensarse debido a las variaciones que los
signos contrarios tienden a anular. Por esta razón la media
de las medias es la mejor forma de estimar el verdadero va..
lor.

Los errores debidos al bias que surgen de cualquier
otra fuente,tiene na única dirección. No puede esperarse
que se anulen, sino,que por el contrario determinara que la
extimación del universo,varié mas o menos según sea la di­
rección del bias.

Pueden admitirse errores al azar del muestreo,pe­
ro el bias,puede y debe evitarse en todo trabajo estadísti­
co,

Por ejemplo,de un registro de estudiantes,se pue­
de obtener una muestra,libre de bias, seleccionando un nom­
bre de cada 10 que aparecen en el Registro. También se po­
dría utilizar el nombre gue aparece en la primera linea de
cada página y se obtendrían resultados al azar similares.En
cambio si se eligiera el nombro de estudiantes que empezará
con una letra determinada, so estaría introduciendo un prin­
cipio de selección ya que muchos nombres de estudiantes chi
nos empiezan con K, —
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Lbs nombrbs de una guia te afónica no constituyen
una lista completa de todas las familias de la comuhidad,ya
que mas de la mitad de las familias argentinas no tienen te
léfono.

Aún cuando se llevo a cabo una enumeración comple
tu- en vez de una muestra el bias puedo aparecer motivado por
una investigación pobremente conducida, Por ej'emplo,se sabé'
que existe uha tendencia por parte de los individuos a au­
mentar sus ingresos exagerándolos,a mentir sobre la posesión
de implementos eléctricos caseros,etc.

El bias es conocido también con el nombre do e-
rrores sistemáticos,provocados por defectos visuales del o-

porador,instrumental falto de precisión,etc.

Equivocaciones.

La palabra "equivocaciones" puede usarse en su
acepción general. Son equivocaciones por ejemplo los erro-
.res que se cometen al tabularse las cifras,al transcribirse
los números,al totalizar una suma de casos.

La garantía de que no so han cometido equivocado
nes,se realiza por. medio del control y del cómputo. El tiem
po que se pierde en el control,es un tiempo bien empleado,
pues garantiza la seguridad del trabajo.

Por tanto debemos distinguir tres tiposde errores:
los errores al azar del maestreo,el bias y las equivocacio­
nes,que pueden aparecer en un trabajo extadístico.

Los dos últimos: el bias y las equivocaciones pue
den ser evitadofi.Los errores al azar,por otro lado,son inhe
rentes a la muestra; se suponen que han de producirse,debien
do ser considerados cuando se interpretan los resultados de
las técnicas del maestreo.
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Hemos dicho en cL ses anteriores que pueden estu­
diarse las fluctuaciones de las fluctuaciones de los estadí­
grafos (o estadísticas) de las muestras correspondientes a
una población desde el punto de vista experimental y también
desde el matemático, estando este último estudio fundado en
la teoría de las probabilidades,

Dijimos también que podíamos contar con poblacio­
nes finitas o infinitas.,

Vamos pues a considerar ahora para cada clase de
población la forma de aplicar ol motel' experimental y el
método matemático para el estudio de las fluctuaciones de sus
estadísticas.

Muestreo de upa población finita

Mediante un sencillo ejemplo aclararemos lo que se
entiende por 1) muestreo experimental y 2) muestreo matemáti­
co de una población finita?

1) Muestreo experimental

Supongamos tener 6 bolillas numeradas del 1 al 6
en una urna,*  la composición de este grupo queda descripta en
la siguiente tabla

j
i

X y

1 1 1/6
1 2 i 1/6

3 i 1/6
i 1/6

5 i 1/6
6 i 1/6

1 o 2

Extrayendo 3 bolillas simultáneamente o una después
de otra sin volver a reponerlas, hemos extraído gP^i-enta^
mente una muestra de 3 bolilla3

Si introducimos de nuevo las ’• bolillas en la urna,
podemos repetir el experimento cuantas veces nos plazca.

Cada vez que repetimos este proceso obtenemos una
muestra experimental de 3 bolillas?
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— Supongamos ahora que estamos interesados en cohocer
la X de los números de las 3 bolillas de una muestra^

Recordando que al estar numeradas las bolillas pue­
den presentarse al extraer 3 bolilla"s valores que oscilan en­
tre 6 y. 15, si repetimos 100 veces el experimento, tendremos
100 medias aritméticas cuyas frecuencias fueron:

S(x) r %
X- - r f(’x) 1 Y

6 :? 6 0,06 12,
:g,33 6 0,06 13,98
l?967 8 0,08 21,36

9 3 ’./ 17 0,17 51,10 3 ¿33 18 0,18 59,9*+
11 ,3,67 12 0,12 M+,01+
12 ,r*j 1b- 0> 56.
13 8 0,08 3^,6^
1M- >67 5 0,05 23,35
15 5 , 6 0,06 30,

100 3^31

•s \;>6
+ i-e.-3
- Q ,79
£'.0,1+6
- 0,13

0,01
o>
0,87
1,21
1,5^

r>‘ ~

1

! 1,28
0,62
0,21
0,02
0 0»+
0,29

1,1+6
2,37 i

12,78
7,68
!+,96
3,57
0,36
0,1+8
1+06
6,00
,7,30

4S?2-i 9,17 ¡1
61,i+l

cuyos valores están comprendidos entre 2 y 5*

En efecto si en una extracción obtuviésemos como
suma de las 3 bolillas 6 sería:

caso:
Si la suma fuese 7 podría provenir

f* ------------- ■ —--- —— ---- 1X y

1 1 1
2 1 2

1 3
0 0

5 0 0
5 0 0

i 3 é

i.............. ..
I X y

r- 1 ■ -
xy

1
2

i 5
6

1
1
0
1
0
0

1
2
0
1+
0
0

i 3 7

2

del siguiente

V-3-- 2>33
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y así sucesivamente.^habiendo en este ejemplo una relación
constante entre X y'X dada por

3.X x X

Las columnas 2a, y h-ao del cuadro ponen de manifies '
to la distribución experimental de mucstreo de las X de una se
rie de 100 muestras experimentales de 3 bolillas en una pobla­
ción de 60

I
i

J--------1—1------- 1-------1------ 1------ 1—I—i—»----------------------------------- X

Análogamente las columnas la, y h-a. constituyen la
distribución experimental de las sumas que pueden presentar
las 3 bolillas al extraerse.

Su representación gráfica es:

—------------------ ------------------------------------- - S(X)

_ Podríamos considerar otras estadísticas distintas
de la X o S(x) calculados de las muestras sucesivas, como la
desviación típica, el rango, el valor máximo, la mediana,
etc. Todas estas estadísticas tienen sus correspondientes
distribuciones experimentales para las 100 muestras.

Si fueran extraídas otras 100 muestras obtendría-mos una distribución de'frecuencias no W diferente para los
valores de X y de S (x)o

Si fuesen extraídas 1000 muestras encontraríamos
~ ~ roiotivaq serían más estables de una se­que las frecuencias relativas sei+au

rie de 1000 muestras a otra, que de una serie de 100 muestras
a otrac



-207

Pero la distribución de las_X en 100 muestras da
ya una buena idea de como varían las X en el ejemplo consi­
derado»

Simbolizaremos a la media aritmética de las medids
aritméticas por X y a la desviación típica Sj.

Calculando los valores hallamos

X=_3^31 - 3,^6 /ól.h-i- [/0,6203-0,79
99

La idea del muestreo experimental de una población
finita, tal como la obtenida puede ser extendida a muestras
de ”n” elementos de una población finita de "N" elementos.
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Muestreo tu-árioa de una población finita.

Volvamos a nuestra población finita de 6 bolillas
marcadas de 1 a 6,

El número de muestras de 3 bolillas que es posi­
ble extraer de esta población de 6 bolillas es simplemente
el húmero de combinaciones de 6 objetos tomados de 3 en 3
es decir;

C¿ - 6¿ _ 0.5.4.2Í.? -
6 3.’ (6 - 3)J " 20

Esas 20 muestras son las siguientes:

1.2.3
1.2. 4
1.2.5
1.2.6
1.3. 4
1.3.5
1.3.6
1.4.5
1.4.6
1.5*6

2.4.5
2.4.6
2.5.6

2.3.4 3.4.5 4.5*6
2.3.5 3o4.6
2.3.6 3.5.6

La distribución de frecuencias de la suma S(X) y
de las.'X en esta serie de muestras posibles esta dada en la
siguiente tabla:

S(X) . X
----—--- ~“l

Y ____ y/N....
6 r 2 0.05
7 2.33 1 o.o5
8 2.67 2 0.10

.9 3 3 o.i5
10 3.33 3 o.i5
11 3.67 3 0.15
12 4 3 0.15
13 4.33 2 0.10
14 4.67 1 o.o5
15 5 1 o.o5

20 i ■
Las columnas 2a. y 4a. ponen de manifiesto la dis.

tribución teórica de muestres de la X de las muestras de 3
bolillas enuuna población finita de 6 bolillas.

Análogamente las columnas la. y 4a.constituyen la
distribución teórica en el muestreo de la suma S(X).
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La distribución muestra! teórica dada en la tabla
anterior no es una que una distribución de probabilidad.

t Es una predicción de la distribución aue se obten
drxa en un maestreo experimental,extrayendo un numero muy ”
grande de muestras de. 3 bolillas.

La precisión de la predicción para 100 muestras
expen .-.entales puede verse por compración de los valores de
las columnas cuartas de las dos tablas obtenidas.Si las mués.
tras experimentales hubieran sido 1000 en vez de 100,loswa
lores hubieran sido más cercanos,

Ahora podemos obtener la mediaá y la desviación
típica de la distribución muestral teónica de X de la se
gunda tabla.

Sus valores son;

/A “ - 3.5 (T~ -- _ Oe7638

Estos valores tedíeos calculados predicen con
bastante aproximación los valores experimentales antes ha­
llados •

X “ 3A6 S- - 0,79
x

También podemos deducir en el caso la me-
dia/^sCx) y la desviación tiplea ^s(x) de las sumas mués­
trales en las 20 muestras posibles de la poblacion5a saber:

/ ¡s(x) - 10,5 ^s(x) X |/¿J
12

que pueden calcularse9naturalmente directamente de' - y
4~- pues al ser : n(X} - 3 X xx

resulta 3^ -/VS(X)

3 = tfs(x)

Si consideramos muestras de una bolilla en una po
blación de 6 encontraríamos 6 muestras posibles.

La distribución muestral teórica,bn este caso vie
ne dada por las columnas la. ,y 3a. del cuadro de la página
208 »es igual a la distribución de valores de X en la misma
población.

Esta distribución tiene su propia media/—y su
desviación típica <T" cuyos valores son:

3,5
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En otra palabra estos resultados nos dan los va­
lores de la media y de la desviación tipica de la población
de bolillaso

Mientras que los valores:

- 3.5
0.7638

son los de la media y de la desviación tipica de la distri­
bución de las medias de todas las muestras posibles de 3
bolillas de esta misma población.
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Media v desviación típica de las medias de todas las
muestras posibles de una población finita.

Nos preguntamos cuales son las relaciones entre:

A-
y entre (j - y 0
para el muestr§o teórico general de poblaciones finitas

Supongamos tener una población finita de N ele­
mentos numerados de modo que se tenga la distribución de
esos números y que le corresponde por media el valor y
por desviación típica fT , /"‘

Consideremos ahora todas las muestras posibles
de n elementos para esta población.

n
Hay Ci'T de estas muestras.

meros
Por otra parte

correspondientes a
sean X^ , X? , X, , ,.. Xy Los nú
los N elementos de la población y

1X • • • ♦ 2 1 *n
X1 Xg..........Xn _ 1 xn.. 1

XN - n + 1 XN - n + 2 * " XN - 1 XN

las muestras.

La media de las medias de todas las muestras ante
riores la simbolizamos porytfc-

La probabilidad para cada muestra es—, re-
C N

sulta que siendo /^- la ^edia de todas las medias muéstra­
les ' x

X
será la suma de todas las medias muéstrales,o sea
CN /\= jQX! + X2 + +Xn) + ¿ (j-l+'Xs •••+XN 4 l^X

■1 Í^N-n+l^ ^N*n-r2
n &

Ahora bien cada una de las X de la población apa­
recerá en rn-l do las muestras,pues si so elige una X par

UN-1
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ticular,una muestra de n elementos que contenga x, ha de es­
tar formada eligiendo n-1 de las restantes x<

Como el rimero de formas en que pueden hacerse es#
tas selecciones es 

puede escribirse’ ■ 1 • según se elija X]_ , X2 , X3 del si
guíente modo;

CN/AX * ¿-CN-1 Xl + J CN-1 X?4Í CN-Í XN

dividiendo- ambos mlembrso por qJJ y teniendo en cuenta que?

n-1
Cn-1 _ n
n ~ N •

CN

resulta en (2^

¿ i~xl4"x2-t *»• —-4- • N¡ (3)

Eg decir que la media de las medias de todas las
muestras posibles de n elementos,es igual a 1? media do la
población,

z- 2
Para obtener el valor de la varianza Q-- parti .

mos de la fl'efinición

que desarrollando da
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expresión que podemos escribir

"12
2n

-i 2
“¿”(XN^n-a+KN-n42-l-

CN
Al desarrollarlos cuadrados y teniendo en cuenta, según di,
jirnos que el número de veces que aparece cada cuadrado de x
es Cm^i y número_de veces que aparece cada producto bina
rio uéxlas x es se puede escribir

n-2 (?)

2 txN-l XN

nN

y que
nN

2 'x nN N2' L

L N

^1) (6)

n-2
N-2

N2 C§

2, v2

Pn-1
CN-1

CnN

c-

■ X

se tiene que (5) resulta:

2 1
°N

, , (N-2H,
2 (n-2)l (Ñ-rrit
2 NIn _ t 7i\t

tXN f

sustituyendo este

*XN12

- _2
N

La eepresión entre llaves puede escribirse:

2 1
52

N-2’
pH-1 yCN-1 X

Elevando al cuadrado ambos miembros de (3) se tie,
_ r„ . „ . „ “I 2

“|2
1'

N-l XN

2 21 -f’Xp-'S 9 9 e n

valor en (5) y recordando que:
(N-l)I

(n-l)f (N-n>*
2 N¿

n ni (N-n)l

ne: /A 2
x

_=_JL
x n

t—-

X^JXg + Xj_X^ 4- • t * • •+'XN-lXN_j
•—
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que es precisamente el valor de
ción finita.

Recordemos que al definir la varianza de una po­
blación finita dividimos por N y no por N-l; en vez en el
caso de la varianza de una muestra de n casos, de una pobla
ción, recuérdese que dividimos por n-1 no por

2

una pobla-
< L' ' M
4 2 varianza de

resulta:
Finalmente reemplazando en (6) el valor indicado

Q. - 2 ( N-n s
x ~ k N-1’ J (7)

de donde extrayendo la raíz cuadrada se tiene el valor de

(8)

debemos observar que si el número N es muy grande, compara­
do con el número de elementos en la muestra, entonces el
factores aproximadamente igual a 1 y el valor de(í^ se

reduce a: 
(9)

»------------------ 1------------- L , ,

Sin demostración comprobamos quería distribución

media y desviación típica:
muestral teórica de las sumas muéstrales S(X)$ tiene las
siguientes media y desviación típica:

/■•sCx)» nA (10) y por Clt,/W=(x)s

(Ts(x)=
si N fuese muy rrande en comparación con & se tiene que:

resultando

<Ts(z)=^ C12)

al cuadrar ambos miembros
^s(x)= n (13)

que la varianza de las sumas muéstrales
veces la varianza de la población.

S(X) es igual a ¡j

Ejsmnlo:
Supongamos que. se barajan las cartas de un mazo

de 40. De ellas 4 están marcadas con 1, otras 4 con 2 y así
sucesivamente hasta las últimas 4 con el número 10. ¿Cual
es la media y la desviación típica de la distribución mues­
tra! teórica de las medias de todas las muestras posibles

de 10 cartas para esta población de 40?.



Resulta operando aue:

X Y f(x)

1
2
3

A
5
6
7
8
9

10

U
h-

h-
h-

h-

0,1
0,1
0,1
0,1
0,1
0,1
2’1
0,1
0,1
0,1

M-0 1

/VS (fzV33
N= M-0
nB 10

•X-
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A^LQ^in]ac.i.Qn_ae la distribucifo de medias
mi^trAlas. d La. distribución normal

Hemos dicho que hay Cjj nuestras posibles de ¡i e-
lementos en una población de N elementos.

Comenzando con una población bastante numerosa y
aun considerando muestras de extensión moderada, sería muy
laborioso calcular una tabla semejante a la de la pa^. 208
que nos mostrara las probabilidades en la distribución de
las medias muéstrales.

Pero podemos, calcular esas probabilidades aproxi­
madamente, ya que con alguna condición previa, esta distri

bución se ajusta a una distribución normal.

ser ajustada a una distribución de medias de

de

necesitaríamos sólo los valores de: 

y
X

Fn(X)

Para llevar a cabo este proceso
la función teórica: 

Veamos ahora como una distribución normal Puede
muestras»

ajuste, siendo

y la tabla que contiene los valores de Fpj(X) para los suce­
sivos valores de Z,

Ejemplo:

El peso de 1000 estudiantes, tiene por media 1*1-8,2
libras y una desviación típica de 5,^ libras. Si se toma u-
na muestra al azar, de 100 estudiantes ¿cual es la probabi

lidad de que el peso medio de esos 100 exceda de l*+9  libras.

Nk 1000
n„ 100

l*+8 ,2
5>

Entonces:

A - IMS,2 (T- . 0,513

La relación entre Z y X es en este caso



La cuestión queda reducida a saber cuál es la
probabilidad de que X exceda a lb-9 y esto sucedería si Z
excede a?

1^9 - lM-8,2- 1,56
0,513

Podemos entonces escribir:

P(X > lh?) .. P rX-ih-8.2> l^-lh-S^ )3
0,513 0,513

= P(Z>1,56)

Pero

P(Z> 1,56)= 1 - P(Z<1,56)
e 1 - O,9*+O6  b 0,059

Esto significa que aproximadamente el 5,9$ de las
muestras de 100 individuos que se pueden extraer de una po­
blación de 1000 estudiantes, tienen una media superior a
1U9»

Ejemplo 2
Hallar en el mismo ejemplo las probabilidades de

todas las muestras posibles en la distribución de las su­
mas S(X)0

En este caso la relación entre Z y S(X) es:
zz-sCx)

Cs(x)

y los valores deA(x) X) se obtienen en función de:

N,

conocidas,,
' s(x)= 1^820
^s(x)= 5,^¡.''100

y la relación buscada entre
y 999
z y S(X)

51,3
sería:

y con ella podría resolverse el problema de determinar la
probabilidad aproximada de que el peso total de 100 estu­
diantes exceda do 1->900' libras.
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Es el valor de Z para S(X)a lb-900

1M?OO - 1W0- 80 - 1,%= P(X>l1+9)
51,3 ~

luego:

P(S(X) > 1M-9OO)= P(Z> 1,56) t 0,0^9

En otras palabras, la probabilidad de que el pe­
so medio de 100 estudiantes exceda de 1^9 libras, es exac­
tamente la misma que la probabilidad de que el peso total
de los 100 estudiantes supere a lb-o900 libras.
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Maestreo de una población infinita

Como en el caso de una población finita, puede es­
tudiarse el problema ,del maestreo en una población infinita
experimental o matemáticamente.

Maestreo, experimental

Para una población infinita no difiere esencialmen­
te del método seguido cuando la población es finita. Consis­
te en llevar a cabo las operaciones experimentales.

Por ejemplol el lanzamiento de ún dado 10 veces su­
cesivas puede ser considerado como una muestra de 10 elemen­
tos de úna población ihfinitamente grande de las posibles ti­
radas del dado.

Podemos repetir la operación tantas veces como se
desee»

Si nos detuviéramos en 1Ó0 muestras, por ejemplo,
pódriaihos formar una distribución de frecuencias de las X y
de las 

, Nb haremos aquí el cálculo, pero ha de servirnos de
base en el estudio del muostreo teórico de una población infi
nita;

Conceptualmente ¡podemos considerar que tal muestreo
es equivalente a la extracción de 1Q bblillas de úna urna que
las contiene en número infinito y cada una de las. cuales está
marcada con alguno do los números 1, 2, 3» 5, 6.

Si la urna habría de corresponder a un dado correc­
to, la proporción de bolillas sería 1/6.

Podemos también pensar que colbcamos 6 bolillas man­
cadas Jl, 2, 3, 4^ 5, 6 en la urna, y qub extraemos una bolilla
reponiéndola y repitiendo esté proceso 10 veces.

Así, pues; 10 extracciones con reposición, equivalen
a extraer una muestra de 10 bolillas de una población.infinita»

Media v desviación típica de las distribuciones teóricas
de medias y sumas de muestras de una población infinita..

£<os resultados obtenidos en el caso de una población
finita para la media y la desviación típica estaban dadas por
las fórmulas



y ge observó que para a grande y N mucho mayor se aproximaba
la distribución de las medias muéstrales a la distribución
normal.

Para N infinitamente grande resulta que:

en las aue A y í son la media y la desviación típica de una
población infinita, de la cual fueron extraídas las muestras.

(16)

Análogamente cuando N es infinitamente grande las
fórmulas (10) y (11) resultan:

/ Skx)

<•- ( -ir

Recordemos que una distribución infinitamente grande
era simplemente una distribución de probabilidad.

Al extraer los sucesivos elementos de una muestra
de una población finita, las probabilidades cambian, a me i»

da que se van sacando mas elementos de la población, por eso
consideramos el maestreo de una población finita co P *•
blema de combinatoria,

En una población írrita, al extraer sucesivamente
los elementos de una muestra, la probabilidad de u i .¿n
riable aleatoria x tenga un valor particular e1  en otra
no viene afectada por el valor que haya podi o X
extracción.

t? o. i resultados de las sucesivasEn otras palc.brc^j, lo .j. grande son inde-
extracciones en una población iniiniu
pendientes uno de otro,

t -i niA Í16) las obtuvimos haciendoLas fórmulas (1HJ ^b-t-onidas cara poblaci^
N infinitamente grande en expresiones ~ directamente.
ñes finitas, pero tahbien podemos deducirlas direcuam

Vanos a ilustrarlo para el caso « ^estras^e dos
elementos en una población infinita a q
variable aleatoria discreta.
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La. ~ ('i ruó la variable aleatoria X tenga
un valor xa en la primera extracción es f(xa) y de que tenga
el valor xb en la segunda extracción es fCx^L

Siendo las extracciones independientes, si se ex­
trae una muestra de una población infinita, la probabilidad
de que X tenga los valores, x& y xb en las dos extracciones
sucesivas, es por la ley de xas probabilidades compuestas
f(xa) f(Xfc)o

La media de esta muestra de dos elementos es:

xa
i n» — ■ ■'Ww.rw

2
(17)

El valor medio ,Aa- de la media muestral se obtiene
multiplicando la fórmula (17) por la probabilidad F.xa) f(xb)
y sumando para todos los valores posibles de a y & se tiene

- £1 f(xa) r(z-D)
x aKl bs-1 2.

la cual puede ser descompuesta en las dos sumas:
/■ x * y xa f(xa) Ikxb)

¿ aL'l bVÍ
k k

r't> f^xa) f(xb)

k
L. xa f<xa’

t
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resulta ques

(18)

Siguiendo igual procedimiento hallaríamos para
muestras de a elementos

(n términos)
A n u n / n '

o sea

f Es decirs la media de la distribución de medias de
un numero infinitamente grande de muestras de una población
infinita es igual a la media aritmética de la población.

La varianza de X para muestras de dos elementes es
por definición

f(xa) f(xb) *-

Desarrollando
semejantes 

el cuadrado y sumando los términos

pero vimos que

entonces
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s

ge tiene

x
para muestras de

Por un

n

media y la desviación típica de
de muestrasS(¿) en infinitas

pero siendo por
■ > 2

razonamiento análogo se llegaría, para mue,s
tras de n elementos a:

(18)
, 2

2
dos elementos,

Los valores de la
la distribución de una suma
muestras de una población infinita sons

M , s» n/vu ff2/ ,b n
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iQXfflaLi<fe<X ■ajGr.QXjjmn.daL..<iQ-2m&-.áistTÍbuoi6n de medías
.m^X13raA.J¿a...&r.andes.,mo entras de una población in-

£ÍXdita.i.

Como en el caso de la población finita, la distri­
bución de medias de las muestras de una población infinita
puede ser aproximada por una distribución normal bajo cier­
tas condiciones;

Para valores grandes de yi la distribución de las
medias de las muestras de & elementos, de una población infi
nita, que tiene media y desviación típica T-. es aproxima,
damente normal, con media /•>•'-(5/'■•) y desviación típica(T-(r 5
la precisión de esta aproximación es tan perfecta comoxquérá
mos, cuando ¿a crece inf i.ritamente0

La precisión de la aproximación depende del valor
de ji, del grado de asimetría de la distribución y de otras
causase

El procedimiento para lograr el ajuste es semejante
al empleado en los dos ejemplos de ajuste anteriores y un ca­
so práctico nos lo aclarará’

SlejPMoi
Un dado perfecto se ha arrojado 25 veces ¿Cual es

aproximadamente la probabilidad de que el promedio de pun­
tos obtenidos en las 25 tiradas sea menor que (Equivale
a preguntar ¿Cual es la probabilidad de que el total de pun­
tos obtenidos sea menor que 100?)

Para XeM- es

/.t» 3c 5

3.5

. ■ • ■ ' ■ c
La reíaotó
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- de donde P (X<4)nP (Z< 1,46)

acudiendo a la tabla 1 resulta

P (Z< 1,46) 0,928

Observaciones sobre .tpia distribución binomial, como una
distribución muestra! teórica* -

La distribución binominal

Px - cg px q
es fundamentalmente una distribución mucstral teórica, os la
distribución muestral do la suma S (x) en muestras de n ele­
mentos, do uma población infinita, en la ycual la variable-a-
leatoria X tiene la siguiente distribución;

X f (x)

o q 1
1 p ¡

La aparición
contrario a X~0

del suceso favorable corresponde a X~1 y el

La media ai de esta población es:

o q 1 p - p

luego /u - p

y la varianza de la distribución.4
(f2 -x¿ó (* “/*)  2 f (x) - (o-p) 2 q + (1-p) 2 px

2 2
- P Q -b q p - p q ( q-;-p)

T|
Si so obtienen muestras de n elementos do esta población,

entonces S (x) , suma de las x en la muestra, es simplemente
el número total do 1 de la muestra
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Siendo según vimos •

z^SCx) - n/1

^~s (x) - '•!

sustituyendo los valores de_/i y y. hallados para el caso de
muestras de la población binomial resulta que

(í 2
S(x) = n p q

tfs(x) =\/ n iT~q

estos valores los hallamos directamente al considerar la di¿
tribución binomial.

Si lo que interesa es la media X (promedio.de pruebas en
las que el suceso esperado ocurre) zde la distrioucion binomi
al) zse encuentra que la distr.'.bucion tiene las siguientes es.
tadístioas»

Distribución teórica de muestreo de sumas y diferencias
de .medias de las muestras

Se presentan con frocuencia mués
hay aue ooerar con la diferencia en , medias
tras o la’suma o promedio (ponderado o no) de dos o ...as m
de las muestras.

Diferencia de medias de las muestras

Supongamos que X es la media de una muestra de n
fomentos, extraídos de una población cue tiene^/U de media y
— de varianza jr X4la media de otra muestra de' n*  elementos
de otra población con/i'Me media y CT4)^ de varianza,la_media

distribución de la diferencia de las medias X - X^estó
dado por;

- X’•

°sta fórmula sirve para poblaciones finitas o infinitas

promedio.de


La varianza de la distribución de las inedias está
dada por

(C2..<2 ra
' X - X X . X <

o también;
„ . <2 N-n (í')2 tln*

£1 -,-L. —+ —
x - x1 ~ n N-l n' N-1

en el caso de poblaciones finitas en las que N y N1 son los
números de elementos de las dos poblaciones respectivamente.

Para el caso de poblaciones infinitas

Ejemplo
Supongamos que el 80p.de los votantes de una ciu­

dad (cuya población se supone infinitamente grande) ..se indi
na a favor de cierta propuesta.Dos muestras de 100 votantes
cada una, son registradas. ’

¿ Cuál es aproximadamente la probabilidad de que
la diferencia entre los porcentajes favorables a la pyopues
ta exceda cfel 10% ? .

Las muestras se han extraído de la misma población
y a la variable aleatoria X se le averigua el valor 1 por el
voto a favor de la propuesta y o en otro caso

, El problema puede","ser transformado en este otro
¿Cual es el’ valor de * '

P (|x - X'/ 7 0,1) ?

80p.de
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Resulta
P ( / X - /^O,!) = 1 - P ( -0,1 <X

Para el caso tenemos ?

( X - X' )-/MX - x' _ X - X*
z ------------7rz“mv“---------- --- 0,0^7

x x

donde para?

X - xf z
-0,1 - - 1,76

- 0,1 O,O5>7

0,1
0,1 ~ 1,76

0,057

Acudiendo a la tabla I

P (-0,l¿ X - X’xc 0,1 ) - P (-1,76^1^ 1,76

La probabilidad entonces de que la
tre los porcentajes de votantes favorables a
las dos muestras supere al 10$ es

1 - 0,9212 - 0,0788

X'<0,l )

) = 0,9212

diferencia en-
la propuesta en
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