




sarios paspeeialmente la teoría de los promedios. Desarrollaremos en
consecuencia un programa muy general abarcando diversos tópicos no sá.
lo da matemáticas sino de otras ramas del conocimiento vinculadas a la
misma.

Con estas directivas se ha confeccionado el programa general de
la asignatura que cumpliremos,, en el curso.

II) NUMEROS INDICES O INDICADORES

La primera elaboración de números índices que se recuerda fué rea.
lizada por G.R, Carli quien deseaba conocer los efectos del descubri­
miento de América sobre el poder adquisitivo de la moneda. Para ello
consideró los precios de 3 artículos en el año 1500: granos, aceite y
vino, los comparó con los precios del año 1750 en forma de porcentaje,
los sumó y los dividió por tres.

A fines del siglo XIX se inician en Inglaterra y Alemania las pr±
meras compilaciones de precios y la construcción de los primeros índi­
ces generales de precios con el propósito de analizar sus fluctuaciones.
Entre los más antiguos índices corresponde señalar la seriando "The E-
conomist" de 1869 y la de Janerbecfr de 1886 para Gran Bretaña; los ín­
dices de Conrad de 1887 en Alemania y la serie de Bradstreet de 1897 en
Estados Unidos.

A comienzos del presente siglo se mejora la regularidad y calidad
de los índices que empiezan a ser compiladas por publicaciones y espe­
cialmente por reparticiones públicas. Esto es especialmente notable en
Estados Unidos con las publicaciones del Departamento de Trabajo que
incluyen índices de precios y del costo de la vida con datos reconsti­
tuidos que llegan hasta el año 1840»

En nuestro país corresponde señalar éntre los precursores, los ía
dices confeccionados cor la Dirección General de Estadística, el costo
de la vida elaborado por el ex-Departamentó Nacional de Trabajo y di­
versos índices generales de precios que fueron elaborados sobre bases
técnicas por la antigua oficina da Investigaciones Económicas del Ban­
co de la Nación y publicadas en le respectiva revista.

Corresponde señalar muy especialmente que las razones que han da
terminado la lenta elaboración de Números Indices en todo el mundo,, no
residen en dificultades de Orden técnico o matemático, que no tienen
importancia fundamental, sino en razones de orden práctico vinculadas
con obtención de precios y ponderaciones en forma regular y permanente
y que sean suficientemente representativos*

Asi por ejemplo consideremos un producto cualquiera como ser: la
carne bovina y veamos cual-es su precio. Existe en primer término pre­
cios de la carne para la 1/2 res en gancho puesta en el Frigorífico, y
que se establece por Decreto del Poder Ejecutivo. Este precio varia en
función de cada clasificación de Hacienda, de cada grndo de calidad ti
pificada y de cada escala de ceso de la res*  Esto determina alrededor
de 40 precios diferentes*

Existen además los precios denominados Mayoristas que son los pra
cios de venta de la carne por parte de los frigoríficos y mataderos a
los carniceros, precios estos que además de las clasificaciones ante-
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rieres varían también por razones geográficas siendo diferentes en
Buenos Aires, de La Rioja, o a veces distintos entre dos partidos o
departamentos de una misma provincia,

Finalmente y en la etapa minorista rigen precios por corte: lomo,
carnaza,, cuadril,etc. que lógicamente difieren fun amentalmente unos
de otros. Este rapidísimo bosquejo nos indica que la determinación de
un precio representativo para un índice no puede efectuarse sin un pro
fundo análisis y estudio erevio,

distintas clases da índices

Las distintas clases de Números Indices que pueden elaborarse
son prácticamente infinitos: así por ejemplo euedo elaborarse Indices
de Producción; Indices de Consumo; Indicos de Exportación; Indices de
Precios; Indices del Costo de la Vida, etc» y cada uno de estos admite
subdivisiones distintas. Así por ejemplo puede construirse un Indico
General de Precios, un índice de precios mayoristas, de precios al de­
talle, de productos agropecuarios, de productos de la ganadería, de la
Hacienda Bovina, etc,,etc.

Es indispensable en consecuencia, con carácter previo, una exacta
definición de los prouósitos o fines que guían la construcción del ib
dice y la utilización de los resultados numéricos,

Bases para la elaboración de índices

Otro de los aspectos que debe contemplarse es la determinación de
los productos a incluirse, Este es un aspecto difícil, principalmente
en un índice del costo de la vida, ya aue ciertos productos con el
tiempo pierden importancia o son sustituidos por otros en el consumo
familiar, En general,cuanto más productos se incluyen, más representa
tivo será el índice.

En todos los casos las fórmulas a emplear deben facilitar la có­
moda sustitución de un producto por otro, eligiendo aquellos- cuyos pía
cíes puedan seguirse más fácilmente a través del tiempo. En general es
recomendable que los precios de Ins productos incluidos se coticen en
forma regular y sistemática y que se exeresen en Iguales magnitudes:
mftn por kilo por ejemplo, o en forma equivalente. Esto último es fun­
damental en el caso dg construir Indices no ponderados.

Período base

La elección del período base, por lo general año base, que se t£
ma como referencia para el cálculo de un índice, expresando en función
de 61 los precios volúmenes o valores de cada año o período y de cada
uno de los productos incluidos, es un aspecto do gran importancia prác­
tica. Dadas las fluctuaciones que se registran en los precios de año a
año resulta conveniente elegir un periodo base relativamente próximo ,
para evitar una dispersión considerable en los índices individuales de
cada producto.

Estadísticamente se ha demostrado en trabajos de investigación
que las fluctuaciones de precios sobre bases próximas se distribuyen
en forma aproximadamente normal, de acuerdo al significado de este tóx
mino en cálculo de probabilída des, mientras que la comparación de pre­
cios entre 2 períodos lejanos (20 ó más años) determina fluctuaciones 
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irregulares. Es necesario entonces elegir un año base suficientemente
próximo y en general es preferible a efectos comparativos que coinci­
dan los años bases de todps los números índices de un país: precios,,
índices de producción^ del costo de la vida,, etc.petc. para facilitar
de inmediato todo género de comparaciones»

Si esto último no os factible ñor razones prácticas,, de ju­
risdicción,, etc.es conveniente elegir procedimientos de cálculo que
posibiliten los inmeditos cambios del afio base sin alterar la estruc­
tura o cálculo del índice.

Ponderación, dQ Números. INDIQES

En un índice ponderado cada artículo recibe una asignación o
importancia relativa, denominada ponderación que es proporcional a su
influencia. Así indudablemente en un índice del costo de la vida tie­
ne más importancia el precio del pan, de le leche o de la carne que
el precio de las nueces, o do los dátiles ya que estos últimos artícn
los son de escasa importancia en el consumo familiara

La elección dQ las ponderaciones de un índice es muy difícil,
especialmente en el índice del costo de la vida, donde es necesario
disponer de datos correspondientes a gastos familiares perfectamente
discriminados. En tal sentido forma parte de este curse en su faz prés.
tica la obtención de las referidas cifras obtenidas de una muestra de
familias que sean perfectamente representativas.

En la obtención de estas ponderaciones debe tenerse muy en
cuenta la denominada "variación estacional"o Así por ejemplo si los
datos obtenidos no so refieren por lo menos a un período de 1 año com
pleto, la ponderación de algunos de los productos incluidos en el ín­
dice, podría quedar afectada. Es indudable que el consumo de combusti
bles, por ejemaloo es mayor en invierno que en verano, viceversa oleen
sumo de hielo por parte de las familias es mayor en verano que en Ln
vierno; determinadas verduras o frutas solo se producen y venden en d¿
terminados meses del año, etc.

En un índice general de precios las ponderaciones pueden basar
se en distintos criterios cada uno de los cuales puede hacer variar füo.
damentaInente la posición relativa de cada producto.

Entre los diversos criterios a aplicar pueden citarse los si
guiantes:

1) En base a la producción,
2) En base al consumo interno.
3) En base al comercio exterior.

Si se acepta el criterio 1) un producto como el café no se incluí
ría en el índice y la importancia del petróleo sería inferior a la el
fra basada en el consumo interno. En cambio la carne tendría más im
portancia en base al criterio 1) que al 2) 6 3) al igual que ios cereA
les,

Si se toma el criterio 3) los productos cuya producción secón
sume integramente en el pnls no tendrían importancia„ ejemplo la papa
y algunos cerca lespfruta So etc. El café en cambio sería importante.

En consecuencia la elección del criterio a seguir para la pon.
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¿oración reuiere un cuidados'- análisis; de todos lns facieras y especial
mente de los cropósitos y fines del infice.

Fórmulas a utilizar para el cálculo de Números Indices

Otros de los aspectos fundamentales a considerar para la ela
boraci^n de un número índice es la determinación de la fórmula a emplear
para su. cál'ulo0 Corresponde señalar a este respecto que cada fórmula
o procedimiento de cálculo tiene distinta adautación según la utiliza
ción y tipo de índice,, Cada una do las diversas fórmulas que corriente.
mente se emplean para el cálculo de Números Indices goza además de de­
terminadas orooiedades y presenta en general algunas ventajas en detex
minados casos con respecto a sus similares.

Existen además las denominadas "pruebas de números índices"
que son criterios nreestablecidos sobre las condiciones y propiedades
que debe llenar una determinada fórmula de Números Indices,, para juzgar
sobre su mayor o menor aceotabilidad.

Todos estos asoectos formaran narte fundamental del curso s.q
bre Teoría y Práctica de los Números Indices, a iniciarse en la próxima
semana y con relación al cual„esto curso de Matemáticas para números
indices puede considerarse como oreparatorio.

Volviendo ahora al primitivo índice de Carli y utilizando una
moderna notación,, si indicamos oor n a 3 el total de productos consid^
rados„ por i cada uno de ellos o sea:

1 : granos
2 : aceite
3 : vino

por Pn o Drecio de los granos en el año baso; (1.500) por Pg 0 el
precio"del aceite en igual año y por Pg q el del vino; por P, /el pr^
cío de los granos en el año 17509 por Pg el precio del aoeiíe y pop
PQ j. el del vino en el año 1750, tendremos que el cálculo realizado porO p ü
Carli fue el siguiente:

3n0

Producto: i Precio año 1750 Precio año 15Ó0 Número Indice

granos 1 Pl,t %0

-P oC 
ct

H 
rH

CL. 
I

II
ii1 _____

aceite 2 P2,t P2fi0 Ip - —
* P%o

vino 3 P3pt P3fl0
p

I „ ...3 p

Resulta así

XtP0 R ( Il + I2 +I3 "; ti

, n / p \1 y' / Hiflt 1
h p 1

ial \ 1,0 / 
como expresión
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general del cálculo realizado^ y la fórmula resultante es el del denQ
minado Indice aritmético no ponderado.

Para da? una idea general de. las fórmulas que más corrientemqi
te se emplean para el cálculo de Números infices vamos a indicarles en
forma somerao a objeho de que Vds,dispongan de un panorama de los cono.
cimientos matemáticos que requiere su elaboración y utilización.

Además de la fórmula anterior^ puede citarse el índice aritmg
tico ponderado donde a cada producto se le asigna una ponderación., p¿
roc o importa’ncia relativa que simbolizamos por q^ - Dicha formula es

n

, P

f P

i90

I
t,0

Ttp0

1.-1
La fórmula del índice geométrico no ponderado es

1
H- 1=1 x ipO?

y la correspondiente al
nZI q,

1 =1, / n

n,----
It„0 ' S \ ,nO (-ílat-'j

1,1 \ Pls0 i

índice,geométrico ponderado

La expresión analítica del índice agregativo no ponderado es

y la del índice _agregatlyo_ ponderado
n_,

A1, Pi9t qi

It90 * ñ

La fórmula del índice armónico no ponderado es

ItpO
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y la del ln4i.ce arjnónlco ponderado

t,0 £- / p’L_UO
i=1 \piPt qt

Finalmente existe el denominado Indj.ce Ideal de Flsher cuya expresión
análitica es

; n n
¡ X pi,t ’i,0 S ’l»t
I 1SX Í£Í ________________

~ * * nj
*1,0 %0 pi„o qiPt

Comn ouede apreciarse en este panorama general las fórmulas
para el cálculo de Números Indices,, que son del tipo precedentemente
señalada, no son de difícil expresión analítica. Propósito básico de
nuestro curso es facilitar los conocimientos matemáticos previos pare
el correcto uso y aplicación de las citadas fórmulaa y otras similares.
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MATEMATICAS PARA NUMEROS INDICES

I.-  TEORIA DE LOS NUMEROS

1, Números Enteros y Positivos

Consideramos como elemento fundamental el conjunto de
los números enteros y positivos»

1, 4, 5; '

Se trata de un conjunto numerable integrado por infi­
nito número de elementos. Dado un número cualquiera n, siempre exis­
te otro número n-t 1 que los 'supera.

La ausencia de toda cantidad se simboliza por cero(O),

Como axioma se admite que los números enteros formen
un conjunto sin fin,es decir infinito, simbolizándose el infinito en
la siguiente forma» ©o

2. Números negativos

En la vida corriente se utilizan frecuentemente núme*
ros' negativos. Así, si una empresa dispone de'un Activo de 100.000
m$n,—y un'Pasivo de 80»000m$n,-,el Capital es evidentemente, de
20;000m$n.-Si otra empresa en cambio, dispone de un Activo ae 100.000
m$n.y un Pasivo de 120.000 m^n.-Cuál será su Capital?,'evidentemen­
te' esta última empresa tendrá un déficit de 20.000 m$n.. es decir
un capital es de - 20,000. m$n. Análogamente una temperatura de 22’b^
jo cero, representa en realidad - 22, es decir un número negativo.

Tenemos así caracterizado el conjunto numerable e infl.
nito de los números negativos enteros»

— 1, — 2, — 3, — 4, — 5, — 6, ...

La consideración simultánea de ambos conjuntos de núme
ros positivos y negativos, da origen al conjunto de números enteros
que varía entre:

- oO e o»

1, 0, 1, 2, 3,3,-2

Gráficamente podemos señalar la posición de cada núme­
ro sobre una línea recta donde marcaremos el origen ü, y los distintos
valores, eligiendo previamente como unidad de medida una determinada
magnitud

M.io II



3, Operaciones fundamentales. Suma y resta de números enteros.

En el conjunto de números enteros pueden realizarse djl,
versas operaciones. Así la igualdad,

1+3 + 44-5 “ 13 Indica la suma de números y en forma
similar P.+P+P +P s S Puede representar la suma de los pre­
cios de los x ¿ d 4 artículos 1, 2, 3, y 4 incluidos en un dg.
terminado índice.

Con respecto a la suma y a la resta: operación esta
última que puede considerarse como'Suma de números negativos, se ve­
rifican las siguientes propiedades.

a) Propiedad conmutativa: El orden de los sumandos no altera la suma.

Pl+.!2 + P3-.P4 = V-W.P4 = Pl+-P4+-P3+-P2 * —

b) Propiedad asociativa:

P1+ P2 + P3P4 8 (P1 ^P4^ +'<p3 +p2) = (p2 + p4^ + (?1 +p3)=’“

Debiendo realizarse primeramente las sumas indicadas
por los paréntesis.

4, Multiplicación y división,

Sea a -f a 4 .........  + a = S resulta así m x a - s

m veces

es decir la suma S es igual al producto o multiplicación de los núme­
ros enteros m y a,■ ***
Si m x a = S resulta como operación contraria de la multiplicación,la
división _ R _ „m - -£- = S’/.aa

c) Propiedad distributiva de la multiplicación con respecto a: la suma.

Sea q0 la ponderación uniforme y constante correspon­
diente a los precios de los artículos 1,2,3,4, En virtud de la propie
dad distributiva de la suma con respecto al producto es:

Qo(pl+ P2tp3+p4) = <io Pi^Qo p2 + ck) p3+Qo p4

Además en la. multiplicación se verifican también la
propiedad conmutativa y asociativa en la siguiente forma:

Conmutativa: Px P2 P3 P4 - p2 p3 p4 P1 s p4 p3 p2 P1 a

Asociativa: (Px P2)x(P3 P4) ■ (P2xP3) <p4* pl> “ ^4^3)‘(Pa^l?

debiendo'realizarse primeramente los productos indicados por los pa*



3
Resulta así que el orden de los factores no altera el

producto.

En forma similar, en virtud de la propiedad distribu­
tiva es:

h(a-b-^c-d4'e)=ha~hb-^hc~hd-|’-ha

y viceversa, sacando factor común h, en la última expresión

ha - hb 4“ he - hd 4- he - h(a - b 4*  c - d ©)

5, Números fraccionarios.

El cociente o división de números enteros da origen a
los números fraccionarios.

Es así por ejemplos

; 0,8 ; j.= 0,75, etc

Existen
to número de términos,

además fracciones periódicas puras con infin¿
como ser:

0,3333 ...

donde los puntos suspensivos indican que es

lim

n —> c>o

En forma similar es:

0,999 ...si

2 - 0,666 .., etc.

V - 2

Dentro de la recta indefinida indicada en el punto 2
podemos marcar la colocación y el orden de cualquiera de estos núme­
ros fraccionarios como se indica a continuación.

- V5 0,999
-2/3 1/3 ¿

—...t-------- ---------- 1------ 1 ....... ...... v---------T. ...... X
" 1 0 3^4 1 3/2 2

El conjunto de los números positivos y negativos, en­
teros o fraccionarios constituyen los denominados números reales.

6, Números irracionales.

Los números irracionales o inconmensurables son aque­
llos formados por infinito número de cifras decimales y que no son s]¿
ceptiblés de enunciarse por cociente o fracciones periódicas. Ejemplo
de ellos es: \J 2 = 1,4142136

M.i. II



á
que podemos expresar con todas las cifras decimales que se quieran,
pero sin llegar nunca a un resultado exacto o expresable por una
fracción del tipo de ta .»

n
Son también irracionales las raíces cuadradas de mu

chos números enteros y la mayor parte de las funciones trigonométrl
cas: senos, cosenos, tangentes, etc.

Es también inconmensurable o irracional la relación
constante existente entre la circunferencia y el diámetro que se ex
presa por irs 3,14159 y el número e utilizado frecuentemente en el
análisis matemáticos e ® 2,71828.

Desde el punto de vista de las aplicaciones los nú­
meros irracionales pueden tomarse con todas las cifras decimales que
se requiere: para lograr una conveniente aproximación a su valor e-
xacto.

7. Redondeo de cifras decimales.

En aplicaciones prácticas, especialmente en estadís,
tica y en publicación de datos, es necesario limitarse a un número
determinado de decimales: 2, 3 y etc., suprimiendo los siguientes.

La regla práctica consiste en dejar invariable el
último decimal, cuando el posterior no considerado esta*  comprendido
entre 0 y 4 inclusive, y en aumentar en una unidad el último deci­
mal considerado, cuando el siguiente está comprendido entre’5 y 9
inclusive. Así si consideramos exclusivamente 2 decimales es:

T = 3>14 jk = 0,33
o
3 s 0,67 e - 2,72

8. Producto y cociente de números de igual y distinto signo,

£1 efectuar el producto de expresiones algebraicas
debe tenerse en cuenta el signo de cada término para asignar el sig
no al producto.

Es así:

(+ a) . (-+-b) - 4- a.b
(-p a) . (- b) = - a.b

(- a) . ( + b) “ - a.b

(- a) . (- b) - ■+ a.b

Es decir- el producto de dos términos de igual signo
(positivo o negativo), es positivo y el producto de dos términos de
distinto signo es negativo» Esta regla de los signos se aplica en i-
gUal forma para cociente: el cociente de 2 términos de igual signo
es positivo y el cociente de dos términos de distinto signo es nega­
tivo.
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9, Números imaginarlos.

Es
(+1) X (+ 1) = +1

(- 1) X (- 1) = -bl

2y----
resulta aslyl = ^1

Existen en consecuencia 2 raíces cuadradas de la uni­
dad y ellas son t-1 y - 1 respectivamente,, No existe en cambio dentro
del campo de los' números racionales o irracionales ningún número que
multiplicado por si mismo de - 1, o cualquiera otra cantidad negativa.

Como consecuencia de lo anterior, se admite en aritmé­
tica que no existen raíces cuadradas de números negativos,.

Para la realización de diversas operaciones en matemá­
ticas, es no obstante necesario disponer de raíces cuadradas de cant^
dades negativas. Esto da origen a los denominados números imaginarios,
definiéndose como expresión de ellos

1 s 1

Admitido este concepto tendremos por ejemplo:

«\/(-l)(4) B « 2 3

expresión esta última formada por una parte real (2) y otra imagina­
ria (i).

Ejercicios:

1° ) Representar sobre una recta los números - 4$ - 13,

22) m(afb4-c +d) =

32) Dar un ejemplo de las siguientes clases de números: entero posit¿
vo, entero negativo*  fraccionario positivo, fraccionario negativo, i-
rracional, imaginario,

42) a .(- b),c -

52) (- a).(- b),(- o)«

62) (- a)»b«(- c) s

M.i.II
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II.- ELEMENTOS DE ALGEBRA

10, Arltmétlc_a_ y Algebra.

En álgebra es usual reemplazar letras por números y
operar con éstas como si fuesen números, generalizando así el resul­
tado obtenido y permitiendo la obtención de fórmulas algebraicas me­
diante las cuales'se solucionan un infinito número de problemas ari¿
métieos similares, mediante la utilización directa de una fórmula.

Algunos ejemplos aclararán estos conceptos, Nos prop£
nemos calcular la diferencia entre el cuadrado de un número y el que
inmediatamente sigue»

22~12s4-1«3

32-22 «9-4=5

42 - 32 a 16 - 9 « 7

y así sucesivamente. Si queremos saber la diferencia entre el cuadra­
do de 98 y el de 97, aritméticamente, tendremos que hacer respectivas
y hallaremos como resultado un número que solucionaría nuestro problg.
ma, pero no nos dará una solución general del problema de la diferen­
cia del cuadrado de dos números consecutivos.

Utilizando los procedimientos algebraicos hallamos de
inmediato la solución general. Llamamos n a un número cualquiera y
(n»l) al siguiente. En consecuencia el problema algebraico consiste'
en expresar ahora la diferencia entre los cuadrados de (n * 1) y de n,

(n+ l)2 - n2
pero (n+1)2 = (n+l)x(n-*- 1)

n*'l
1

n+-l
^2 f _n * n

n2+2 n+ 1

Entonces: o o o o '------------- ■(n*  l) - n - n2f 2 n <- 1 - n¿ =12 n

y tenemos ahora la fórmula buscada.

Si es por ejemplo n « 97
982 - 972 “ (2 X 97) + l « 194 + 1 = 195

M.i. III y Iv
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Estamos en condiciones de hallar de inmediato la dife
rencia entre los cuadrados de dos números sucesivos cualesquiera me
diante la aplicación de una fórmula algebraica. En forma similar, si
deseamos hallar el interés simple de un capital de 10.000 m$n. al 7$
anual durante un plazo de 5 años, desde el punto de vista aritmético
necesitamos efectuar un razonamiento previo, plantear la correspon*-
diente regla de tres y luego soluedonarlo. El resultado aritmético
al que arribamos, en este caso un interés de 3.500 m$n., soluciona
nuestro problema, pero no nos da la'norma o regla para resolver pro
blemas similares, de interés simple.

Si en cambio utilizamos los métodos de álgebra y 11^
mamos con letras: ”1" al interés, ”0" al capital, "n" al tiempo e
"i” a la tasa unitaria, y hacemos con estas letras razonamiento an£
logo al de los números, llegamos como resultado no a un número,sino
a una fórmula,

que permite solucionar directamente todos los problemas similares.

En nuestro caso es C s 10.000 i = 0,07 n = 5
Es entonces aplicando la fórmula

utilización dé

lizarse

......... . . JA '
Veremos ahoraladivorsasoperaeiones que pueden re¿

con expresiones fraccionarias y sus propiedades.

I * 10,000 X 0f07 x 5 ~ 3,500

y se apreciará así las Ventajad dé! álgebra sobre la aritmética,

11, Fracciones.
la .elaborad¿¿¿¡.¿.ó ntjosros índices es frecuente la

fracciones del tipo dei re­

suma de fracciones:

Es a o _.a,d*b,c
b * " b.d .. .•

4'

Pl,5 < P2,ñ P3,5 P4,5 „ / . _ - PV,5- '■
Pl,0,- p2, 0 P3, O P4,® 1 PM ■

5U5 P2.0P3^p4x) + p2¿ Pl,0 P5,0 P4.0 f PlfO p2¿) p4»c K pl?oP2lc p3tó
• “ . ...... ' ^o;p2,c.?5,o. P4,0 ...... ’........

M.i.III y IV
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Suma de fracciones con igual denominador;

a x 5 * á - a > q * d
b b b “ b

Re sía de fracciones;

a „ c - ad.__x.Jbc
T- bd

Producto de fracciones;

A . o = 4,0b t b<>d

Pl,5 . 5 , P3, 5 . P4, 5
Pl,e p2, o P3, O P4,o

4
P, _ P- _ Po _ Pq K P¿ ¡-1 i *¿5  r lt.5- 2^,5. 3^ 4» §._

1 “ 1Ti,0 ?Co,727ü.?3, 0.P4f o

División de fracciones:

a , c  a, d
T*'*  cT “ b,’c

- |lx2-
?i,.O *1,5

Propiedad conmutativa de la suma o resta de fracciones: 

a + c.e __a_e_4..c = c__e.t._a.s
"b df bfd dfb

Propiedad conmutativa del producto;

a.c.e-a.e.c-c.e.a-,,,
b ’d f ” b f d 1 T b

Propiedad asociativa de la suma o resta:

n (g-e)+ a „
d f b

a^c e.(a e x crr í- b ■ f)¥ d

Propiedad asociativa del producto:

a , c 6 b / a
f

e s c » (c
f' d M

e\ a -? ) -

Propiedad distributiva del producto con respecto a la suma o resta:

m /a + C\B ma ¥ me
n vb - nb - nd

12.Igualdades

guíente tipo
Se denomina Igualdad toda expresión algebraica del si

M.i.III y IV
a + b - o « d
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En toda igualdad debe distinguirse el primer miembro,
a la izquierda del signo igual, del segundo miembro situado a la de­
recha, Cada miembro puede estar formado por uno o varios términos se
parados unosde otros por los signos más ( + ) o menos (-),

En el ejemplo anterior el primer miembro está formado
por tres términos: a, b y (-o) y el segundo miembro por un solo tér­
mino: d., ~ —

Es también evidentemente d = a + b-c

Si en una igualdad se suma o resta a ambos miembros
una misma cantidad, la igualdad se mantiene, formándose una nueva i-
gualdad equivalente a la anterior.

Sea sumar c a ambos miembrosi -
a 4- b - c + c s d4- c

a + b = d +• c
Sea ahora restar d a ambos miembros.

a+-b-d®d + c- d“c
Corolario: Todo miembro pasa de un miembro a otro con signo contrario.
Si se multiplica o divide ambos miembros de una igualdad por una misma
ma cantidad la igizjdad es equivalente a la anterior

p2 + s multiplicando por q ambos miembros

, . q (F’^4- P2 +■ P3 + P4) - S.q

Sea ac ■+ be + de *=  m

« , c(a + bfd) = m y dividiendo por o ambos miembros.

(a + b+-d) «-je

Sea a , c . d - n_+^_+_a n

-^-(a+c + d) s n y multiplicando por b ambos miembros

*(a+-c + d)=n,b

Corolario: todo factor que multiplica a un miembro de una igualdad p¿
sa al otro miembro como divisor. Todo divisor de un miembro pasa al o
tro como factor,

13, Recíprocas e inversas»

La recíproca e inversa de una cantidad es igual al co
cíente entre la unidad y esa cantidad. Así la inversa de m es 1, la

m
M.1,111 y IV



p precíproca de_3 es 4 ; la recíproca de 1 es b ; la de 2„5 es 2„0 ,
4- 3 b Pgje k2;? ’

etc.

Dividir una expresión algebraica por una cantidad dada
es igual'a multiplicar dicha expresión por la recíproca de la canti­
dad dada.

Ejemplo: 1

(a + b + c) /. m s (a+b+c) x -1 - a + b + ctu -----—ttl
Como consecuencia de lo anterior multiplicar una expre

sión algebraica por una cantidad dada es igual a dividir dicha expre­
sión por la recíproca de la cantidad.

Ejemplo: -
(4-5 + 6) x % - (4 + 5 +■ 6) o/ 3  4 +- 5 + 6 _ 53 - ’ g

14. Proporciones0

Se denomina así la igualdad de fracciones? como ser
_a_ - _<?_ - k
b " d "

a. y d son los extremos; b y c los medios y k la razón.

Es aod ” boc '

El producto de los medios es igual al producto de los
extremoso

o’, a /. b = M
a • • c

Un extremo es igual al producto de los medios dividido
por el otro extremo,,

Un'medio.es igual al producto de los extremos dividido
por el otro medio.

Sea
a u £ h e •. v
b d ' f "

0\ a « b.k es d.k e ® f.k, y sumando ordenadamente las tres

igiaaj.dad®s resulta '
a+c+e s b^k + d.kff.k s k(b*'íUf)

Mol. III y IV

medio.es
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v- - aíc>e
b*d+f

a - c - e
b d f

Toda proporción es igual al cociente entre la suma de
los numeradores y la suma de los denómiñadores.

Más general aún es n*a ~ n«G« " ñ«e
m.b - n.d - ñ.f

Ejercicio:
72) A.

’ b
c

" d
e s 82) p0 - P1K 4 P'2 _

P3 "

92) Po px P2 102) m .> a _

de 1,2,3,

miembro.
• P4) al le

lie)

122)
132)
142)

P1 í’s '
Calcular las recíprocas o inversas

P4»
Siendo ab+ac+ad » S pasar d al 22
Siendo Pq P^ Pg - S - P^ pasar (-

-S- s n s

1/5, 1/9, Px, Pg,

sr miembro.
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M.i,
5a y 6a Conferencia
30/8/1955

15,-  Desigualdades

Si comparamos 2 números cualquiera, por ejemplo, 10 y 8 observa­
mos que uno es mayor que otro. Esto puede escribirse de la siguiente

10 > 8 Í10 mayor que 8) o viceversa
8 ¿.10 (8 menor que 10)

Una expresión como las citadas precedentemente se conoce como d¿
sigualdad y a la misma le son aplicables todos los conceptos expuestos
y demostrados en la clase anterior para las igualdades

Así si es por ejemplo
a -t- b - c > m. n

será a + b > m,n+c
afb-c> n .
'--------~ ~

< a t- b - c_
~ñhñ~'

0 ■- a + b - c ■ n etc
m

Una desigualdad puede comprender también a un conjunto de términos
como ser R, , Pg y P3' y ..., Pn z Pn + ■! z ,.

To ?2* Pn - A ~~PñT
a < X < b

Esta última expresión nos indica que el valor de X debe ser mayor
que a pero menor que b » Si es en cambio

a < X ~ b X. estará comprendido entre los límites ¿ y b ambos
inclusives.’

Es entonces (a? b) el campo de variación de X

Síes y por la índole del problema planteado 1 solopue
de tomar valores enteros resulta que los valores que podrá tomar 1 son
1, 2, 3, 4 y 5.

Existen desigualdades de muy distinta forma, con las cuales los
signos utilizados indican explícitamente el campo de variación respec
tivo, como ser

(a + b)¿
adelante.

a < .< < b
a ; x. i b

, etc, desigualdad esta última que demostraremos más

M.i, V y VI
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16.-  Potencias

Es 3 x 3 x 3 x 3 == 3^ = 81 y en forma similar
z___ ra, veC£ls_.

a» a. a, ..,,. d - an

donde a se denomina base y ja. exponente.

Resulta así la elevación a una potencia como un caso particular
del producto de un número o una expresión por si mismo,

Sea ra veces m veces
a a b •ra- . íí» a. a...... .a' *’ = b?~b*  b. 'TTíT'b y en

virtud de la propiedad asociativa del producto es
m veces

a nr.p ¡a = ab, ab, ab, ,... ab - (ab)m

Para multiplicar potencias de igual exponente se multiplican las
bases.

Reciprocamente es (ab)a a aa bra
Para elevar un producto a una

factores.

Sea _. ®
am am g', a, a, ,¿ .

potencia se eleva cada uno de los

____ n__

8 a 21 8 • » 4 • • 8 •• 8 m ín

Para multiplicar potencias de igual base se suman los exponentes.

z x m m veces mi a \ m -------- ----- --________
\ o. j * ' a • a o a • «•«a o > a ♦ a * •»«• t ,

' " b b b b = bj b , t , b^

Un cociente elevado a una potencia es i^ual al numerador elevado
a dicha potanóia dividido por el denominador elevado a la misma poten
cia.

Sea m veces
m __________—------ m'- n

a « zá ♦ a • a » a » »♦»> á s a
h~a 8*848444*48

ñ

para dividir potencias de igual base se restan los exponentes.

Ejemplo: í?5_ 2x2x2x2x2 - 2 x 2 x 2 2 5“2 = 23: 8
tí2" 2x2

M. i. V y VI
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Si es

am <, ara——a m-m - a pero---- , 1 ‘ t i
am a¡a

Cualquier cantidad elevada al exponente cero es igual a la unidad

Sea ahora

a^ a x a os —‘3 4------ ¡a —--------------------------- a 2-5 = a -3 ------
a5 a x a x a x a x a a3

resulta en consecuencia a "m g A..
' a111

Una cantidad elevada a un exponente negativo es igual a la recí­
proca de dicha cantidad elevada a un exponente positivo.

_ /' "m m m ..... 'n finnum +•» .TTm m.n
(a)’Ba.a,a»,»..a«sa = a

-1a
-1 H2 _ 1 -3 110 =

103

1
0,001

a
a *■

a2 1.000

Sea n n

Para elevar una potencia a otra potencia se multiplican los 2 ex
ponentes.

Ejemplos
(32)3 - 32x3 = 36 - 729

17.-  Raíces

La operación contraria a la elevación
de raíces.

o potencia es la extracción

Si am - b es a x b

Ejemplos __ .
4/ 81 =3 ya que 3 4 = 81

Propiedades
m /------ r---- w m /“ m/ , m/\/ b. o. - a b (/ =

La raíz de un producto es igual al producto de las raíces de ca­
da factor.

Cuando
una raíz se
2.

en una raíz no se expresa en forma explícita el indice de
admite que la misma es una raíz cuadrada, o sea de indice

Siendo la radicación la operación contraria a la potenciación es
M.i. V y VI
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y en general

= a b c

«abe

m /------ m i----- 3,------ 3___
¿' a \j a / 125 \/ 126 5
V----- K ejemplo W------- =—------ “ -4- B 1}25
\ b 13 Jb I 64 V64

La raíz de un aociente es igual al cociente de las raíces del na
merador sobre la raíz del denominador.

m 1------ - mn ¡------- 2/---------- 6 ,------
\/nf— \ \i 3/~~‘ \/
\ \ a - y a Ejemplo \ y 64 = '/ 64 = 2

Para extraer una raíz de otra se multiplican las raíces respecti
vas.

Es m

En particular
v

Resulta así
1a

...1

2

m.n
m+n

aVa a a

m

a m

b

4 %V2

en consecuencia
0*666

10 « 10

m/----
\l a

- 3.
4

2

A._ + A..m T n
a

jn
n

(ab)

n
m"

_m
n

b

1
m

1
m n7ñ~

a *

jn
n

a

1

c
a

d b > dL bi d Cr—-----
c ”c' Tc c / b+d

a - a r a * y a

M.i. V y VI
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Cualquier potencia, entera o fraccionaria, positiva o negativa
puede expresarse mediante potencias positivas y raíces enteras.

Sea por ejemplo

- 4,57
10 ¿ 1 1

4,57 ' 4^2 '
10 10 100

1 .
100___
\ ÁT457

V

en general

n~n
a 1 1R. m J n ?----

a n \ a

18.- Racionalización de denominadores

Para la resolución de fracciones que presentan raíces cuadradas
en el denominador es conveniente la racionalización de denominadores
su eliminación pasándolas al numerador.

Sea por ejemplo 
n

multiplicando numerador y denominador por Va - üb tenemos en el de­
nominador , '

\/ s ~ b

_iñZ
a - b

y en consecuencia es

si en lugar de esa fracción tenemos
n   se logra igual propósito, multiplicando numerador y de*

i/a'wT' norninador por ^a’ f. 'Jb

n
/ a -

n (Ja j Al
a - b

M.i. V y VI
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Ejercicios:

i/e"
V2’ + V 3’

3 \¡2 - 2^9

19,- Biflorajo de ^gwton

Se conoce como binomio le suma o resta de dos términos.

Sea a, el primer término y el segando. Veremos los valores
que se obtiene al elevar a determinadas potencias an binomio

(a4-b)2 a (a4-b) (a + b)
a +b
a + b

a2 4. ab
+ ab j- b2

a2 '+ 2 ab + b2

(a^-b)2-^ a2 +2 ab 4 b2

El cuadrado de la suma de un binomio es igual al cuadrado del pr^
mero más el doble producto del primero por el segundo más el cuadrado
del segundo. Sea ahora

(a - b)2 = (a - b) (a - b)
(a - b)
(a - b)

a2 - ab
- ab + b2

a2 -2ab +b2
(a - b)2 = a2 - 2 ab+-b2

El cuadrado de la resta de un binomio es igual al cuadrado del
primero monos el doble producto del primero por el segundo más el cua
drado del segundo.

Calculemos ahora el producto (a+ b) (a - b)
(a 4. b)
(a - b)
a2 +■ ab

- ab - b2
a2 - b2

(a+b) (a - b) a a2 - b2

M.i. V y VI



18

Análogamente es (a + b)3 - (afb) (a-+b) (a+b) ° (afb)2 (a+b)
a2 +-2 ab 4-b2

a +• b
a3 + 2 n2b 4- ab2

i a2b -v 2ab2 4- b3

a3 4- 3a2b 4- 3ab2 4- b3
, ‘, (a +b)3 ~ a3 4- 3a2b +■ 3ab2 4- b3

El cubo de un biinonio es igual al cubo del primero más el triple
producto del cuadrado del primero por el segundo, más el triple produc
to del primero por el cuadrado del segundo más el cubo del segundo.

Resultados similares obtenemos elevando el binomio a distintas po
tenciasí 4,5,6, etc.

Los resultados que se obtienen son los siguientes:

(a +- b)° » 1
(a + b)1 » aov b
ía + b)2 = as + 2ab +- b2
(a •+- b)3 - a3 + 3a2b + 3ab3 +b3
(a +• b)4 = a^ 4-4a3b + 6a2b2 +- 4ab3 + b'¿
(a f b)5 “ a°-i-5a4b <-10a3b2 ^lOaSb3 4- 5ab^ 4-b5
(a 4- b)6 - a6 >6a5b +15a4b2 +2üa3b3 + 15a2b4: + 6ab34-b6
(a + b)7 - a7 + 7a6b +21a5b2 + 35a4b3 + 35a3b4 4-21a2b5 ^7^6 4-b?
(a 4- b)n - an 4 nan-1b + n(n-l) a''* 2b2 4- n(p~l) (n-2) an~3b3 +- . ...,4-bn

2 " 2-3

Siendo la última expresión de carácter general y válida para valo
res de n positivos o negativos, enteros o fraccionarios.

Como puede apreciarse en el desarrollo anterior los exponenetes
de a van decreciendo una unidad en cada término por ej: 7, 6, 5. 4, 3,
2, T, 0 mientras que los exponentos de b_ van creciendo en igual forma.
0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7.

En cuanto a los coeficientes del binomio, se trata de los llamados
números combinatorios y surgen del desarrollo del Triángulo de Tarta-
glia o Pascal.

1
’ - 4

T 3- ‘31 11
1 4 6 4 1

1 5 ■10 10. . 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

M.i. V y VI
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Cuya construcción, evidente por sumas, puede considerarse tam­
bién como productos sucesivos por 11 que representa- a los coeficien
tes de (a + b).

Ejercicios?

15) a + b - c > 5 pasar (-c) al 22 miembro
16) 25. x 22 ~
17) m2»n3 - (comprobar para m » 3 ; n = -5
18) b2

bs
20)

45
21) (32)3«

22) 3 125

23) \¡3r&r

24) a " -f-

25) 35a b mtnH
- 7S2 by+2 cn-l

M.i» V y VI
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,,M. i.

7a. Conferencia
31/8/55.-

20.- APLICACION GENERALIZADA DEL BINOMIO

Las expresiones de las distintas potencias del binomio permi­
ten su aplicación a cualquier otra expresión similar, es decir se
utilizan como fórmulas donde ¿ y ¿ tienen valores particulares
cualesquiera.-

Ejemplos :
(5 ab2 +• 2c)2 = (5 ab2)2 > 2 (5 ab2) (2e) * (2c)2 =

- 25 a2 b^ - 20 ab2c > 4c2

(6x3- 3y)3 K (6x3)3 - 3 (6x3)2 (3y) 3 (6x3)(3y)2 - (3y)3-

= 216x9 - 324x6 y > 1€3X3 y2 - 27 y3

21.- Medj.a aritmética y media geométrica de 2 cantidades

Vamos ahora a demostrar la desigualdad, indicada ya en el
punto 15,

(a<-b)2 /> 4 a b

pasando 4ab al primer miembro
(a-b)2- 4 ab 0

Es decir que para probar la desigualdad la diferencia entre
(a r b )2 y. 4 a b debe ser una cantidad mayor o a la suma igual a
cero, es decir una expresión positiva

. •. a2 * 2 a b b2 - 4 a b - a2-2ab«-b2\,0

pero es (punto)
a2-2ab*-b 2=( a-b)2

."i. (a-b)2 0

Cualquier expresión elevada al cuadrado es siempre mayor o
igual a cero.-

M.L. VII
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Si a~> b es a - b O,*,  una cantidad positiva elevada al

cuadrado también positiva.

Si a < b es a - b \ 0 una cantidad negativa elevada al
cuadrado es también positiva

Si a s b es a - b= 0 ( a - b)2B 0 caso límite

En consecuencia siendo
O

(a - b) \ 0 resulta cierta la desigualdad y es por tanto

(a - b) /z 4. a b

1 2. — (a b) >zab y extrayendo la raíz cuadrada ©n ambos miembros

Pero

/a b

a r- b es la Media Aritmética de las cantidades
' 2

es la denominada
a y b y

Media geométrica de
Geométrica

a y b En consecuencia es M. Aritmética \ Media

el caso de ser ¡ a í b j (caso extremo)Correspondiendo la igualdad en

Aplicación

Sea a= 4 b= 9 a - b 4-1-9 6 5 /a b«
_______ ... ’ ' 2 ~ = 2 ' V

Es 6,5^ 6 lo sea se comprenda la desigualdad.

Si es a- b= 5 5-5 c t/5 x 5 e S= 5 V

¡5 s 5

^4.9= 36 »6

M, 1, VII



22Ejercicios
27) ( 3a 2  2b)2 =*

28) a 2 -h ab b a
p “ o — - o ------------- -

a * b^ a 4- b a - b

29) Construir el triángulo de Tartaglia o Pascal para los coefi­
cientes del Binomio de Newton hasta la 8a. potencia inclusive.

30) ( 3 x z 2 - 4 x 3 )2 =

31) ( 3 x 2 - z 3 )3 -

M. i. VII
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RESOLUCION DE ECUACIONES

M.I,
8ae Conferencia
152/9/955.-

22 Z Ecuaciones de ler „ grado.-

En álgebra se indican en general con las últimas letras del alfabeto
x, y, z las llamadas incógnitas o sea valores a determinar.-

Una ecuación es una igualdad del tipo de las indicadas en el punto
12. donde figuran incógnitas a determinar, elevadas a determinadas
potencias, y que en consecuencia solo se cumple o satisface para de­
terminados valores de las incógnitas.-

Los valores que cumplen o satisfacen a una ecuación se llaman sus raí­
ces y pueden ser números reales o imaginarios.- El grado de una ecua­
ción está dado por la mayor potencia de las incógnitas que figuran
en uno de sus términos.-

Para poder solucionar una determinada ecuación es necesario además
que se cumplan determinadas condiciones.- Así por ejemplo para solu­
cionar una ecuación de ler. grado con 2 incógnitas es indispensable
contar con 2 ecuaciones independientes, es decir disponer de un sis­
tema de 2 ecuaciones con 2 incógnitas.-

En forma similar para resolver un sistema de primer grado con 3 in­
cógnitas debe disponerse de 3 ecuaciones independientes y eñ general
para resolver un sistema de n incógnitas se necesitan n ecuaciones
independientes.-

Dos ecuaciones son independientes cuando las mismas no son equivalen­
tes, es decir cuando puede deducirse una de la otra mediante la suma
o resta de números o mediante producto o cociente do cantidades.-
En estos casos las ecuaciones al igual que las igualdades, son equi­
valentes y por consiguiente no son válidas para la resolución del sis­
tema.- /©I sistema no puede

/resolverse^ en forma
Si disponemos de menos ecuaciones que incógnitas/explícita y jíuede
haber un infinito número de soluciones posibles9-

Damos a continuación algunos ejemplos de ecuaciones de ler grado pa­
ra elustrar los conceptos expresados precedentemente?-

22 /*  3 = 11 i
a x - bs 0
x*122x*4'

Ecuación de ler. grado con incógnitas

x - 2 y X 1
3 X4- y - 2 ;
1 x*  X y= 1 '
2 3 , Ecuaciones
x — 1 y — 1 !

4 2 ;
- 5 x r 4 y “ - 6,- '

de primer grado con 2 incógnitas

M.I. VIII
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a x .| b y + c z « d .. Ecuaciones de lerogrado con 3 incógnitas
3 x 4 2 y  4 si a 8 ; ¡ Ecuación de 1er. grado con n*
a.x boy - ..... + n< a ~ h ') incógnitas 

23.- Solución de la ecuación de ler» grado con una incógnita
|M«I ■ . — ——----- _ . - - 1-T.T !■ II I I ■__ ------ ______ ____ - - ------ ------ --- . ----- . - - - - | ■ <» T •• .

El método ¿s '.resolución que se aplica consiste en pasar términos de
uh miembro a otro hasta despejar la incógnita que debo quedar ais­
lada en un miembro;

Ejemplos:

a) 2 x ♦ 3 s 11 e09 2 x ~ JX-Sa 8 «®>.xS:A?o4
o

La,solución x~ 4 se comprueba fácilmente reemplazándola en la ecua­
ción originaria

2x (4) 4 3 - 11 “• 8 + 3 obteniéndose una igualdad

b) Z-+ 1 8 8 x $ 4

o c <> 1 ~ 4 "• 2 x —' s

4°o "-3 63 ¡ Comprobación ~3»l“2x(“3)*4

o0, - 2 5 <-> 2

c) 2 x “ 4 x - 4 x 3 „ 6
3 5 5 2 5

d) a x 4 b » o <>c. x b«-

e) a x 4 c « c e°0 x S c_«_b
•a

24O- Resolución de un sistema ¿c dos ecuaciones con 3 incógnitas» -

Para resolver un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas
existen diversos métodos, de los cuales vamos a considerar por el
momento, dada la índole áe este cr'so solo tres;

a) Por igualación: b) Por sustitución y c) Por determinantes.- 

25c,- Resolución por igualación.-
»*.<«•«>.  -------- --- , |- i , - ~T ■ --- — | ' -|.. ... ..... ...— -

Consiste este método en despejar el valor de una misma incógni­
ta en ambas ecuaciones y luego igualólos resultados obtenidos, tenien
do en cuenta que dos expresiones que son iguales a una tercera son

M.I. VIII



iguales entre si,- 25

Se obtiene así uzvr nueva ecuación con una sola incógnita que
se resulve fácilmente por el método indicado en el punto 23.-■

Hallado así el valor numérico de una incógnita se reemplaza el
mismo en cualquiera de las ecuaciones y se despeja fácilmente el va­
lor de la otya incógnita,-

Ejemplo: Sea el sistema de 2 ecuaciones

x r 2 y = 1

3 x - y « 2

De la primera ecuación se obtiene

i x ” 1 - 2 y j

y de la segunda

* 2 - y; '
3 X 3 2 - y . *.  ; X 8 ----„ • ;

J___________ !

Igualaos» ambos resultados resulta

1 - 2 y = 2_-_y
3

.•» 3 - 6 y = 2 - y 3 - 2 = 6 y - y 1 - 5 y

Despejado el valor numérico de y s 1 se reemplaza, por ejemploten
la ecuación es decir 5

x ¿ 2 y ts 1
es decir x*2.'^iSl.* ex-l--«»2 . •»

\5¡ 5 5
13Los valores hallados y ~  x x constituyen las raíces o solución

5
del sistema conformo puede comprobarse reemplazándoles en las ecuacio-

nes originales.-

x * 2 y^ 1 2 • ! « 1
5 6

5
3’,

M. I. VIII
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y " 2- 3 x -

Sea aho^a el sistema

1 2 -y x y

X =X y

Re guita así y

soluciona el sistema. -

Consiste este método en despejar

Sea el siguiente sistema

3 x 4- y =

2 x + 4 y R 10

primera ecuación' despejamosDe la

éste que sustituimos en la 2a ecuaciónvalor

x + 32 - 12 x c 102

Comprobación

3 x 2.2 1,4 = 8

M.I VIII

una incógnita eh
hallado en la otra

1
2

, 1
4

1
2

2
3

1
2

1
3

1
4

1
2

2 x 2^2 -r 4 X 1;4 s 13

1 = 2
5

valor de
el valor
sistema en una ecuación con

1 ;‘18\
4 l'XÍ I

el
una de las ecuaciones y luego reemplazar
ecuación.- En tal forma se transforma el
una sola incógnita que resuelta por el procedimiento indicado en el
punto 23 permite hallar luego por sustitución del valor hallado en
cualquiera de las ecuaciones el valor de la otra incógnita.-

1°

26,- Resolución por sustitución

¡x a 2„2j y reemplazando este valor

= 18
~ 11

1
4

2x4-4 (8 - 3 x) - 10

- 1x ” -

resulta y = 8 *•  3 x 2,2 s 1.4

3 .2 +
5

2-f y =

y - 8 - 3 x]
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27.Sistemes equivalentes

Si las dos ecuaciones del sistema son equivalentes el sistema
no admite solución determinada.-

Sea 3 x + y E 4 ecuaciones equivalentes ya que la

6 x -i- 2y~ 8 segunda es igual al doble de la primera.-

es y s 4 - 3 x y sustituyendo en la 2a ecuación

6x+2(4-3x)-8

6x + 8<-6x¿8 o * , 8 g 8

Es decir no hay solución determinada ya que solo disponemos
de 1 sola ecuación con 2 incógnitas

3 x * y g 4 y - 4 ~ 3 x 

ecuación esta que admite un infinito número de soluciones.- Para
cada valor que se asigne a x resultará un distinto valor para y

Si x s 1 y 3 1

Si x 13 2 y B 2

Si x g 0 y ~ 4 etc.

En casos como este y conforme se verá más adelante, decimos
que y es una función de x es decir que a cada valor de la variable
x corresponderá un valor particular para la función y.-

Ejercicios 

32) — X ~ a " »*o  x 35 3 2

. 3 12 40
33)

4 3 5

o 1 .
34) 8 y 4 2 - -y • • y z

*-* 2

3$) Resolver por el método de igualación el siguiente sistema de
ecuaciones de ler grade con 2 incógnitas

M.I. VIII
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3 x + y - 7

5 x + 4y - - 6

36) Resolver por el método de sustitución el siguiente sistema de
ecuaciones

i X + 2 y : 8
5

‘ 1 x - 10 y - 15
2

M.I. VIII



MATEMATICAS PARA NUMEROS INDICES

M.i
9a» Conferencia
2/9/1955

28,- Resolución de ecuaciones de 1er» grado -q'qj Determinantes.

El procedimiento de resolución de ecuaciones de ler0 grado por de.
terminantes, es de índole muy general ya que permite solucionar siste­
mas de ecuaciónes con más de dos incógnitas, es decir de soluciones de
carácter general aplicable a cualquier sistema de primer grado donde
se dispone de igual número de ecuaciones como de incógnitas.

Consideremos en general el siguiente sistema de ecuaciones con 2
incógnitas:

ax + by = c
Ax + By = C ecuaciones que admitimos no son equivalentes.

Formemos el determinante común del sistema que llamaremos en la si­
guiente forma

A B

es decir está formado por los coeficientes de las incógnitas en las 2
ecuaciones consideradas.

El valor del determinante anterior se define en la siguiente for­
ma:

a

A

b

B
aB - Ab

cognitas por los valores de 22
de las 2 incógnitas.

y en forma analoga reemplazando en
cada caso los coeficientes de las in

miembro, determinamos el valor numérico

e b 1
a ——-

C B -d
(cB - Cb) r

cB - Cb
------------------

aB - Ab

aC - Ac
--------------- » y
aB - Ab

Fórmulas
cuaciones con

estas que permiten solucionar cualquier sietema de 2 e-
dns incógnitas.

M.i, IX



29•- Aplicaciones: 30

Como ejemplo de.aplicación de las fórmulas anteriores vamos a cal
colar el valor numérico de las incógnitas del siguiente sistema*

3 í v y « 8
2x -V 4 y « 10

Es entonce^ 4 *
3

2
? (3x4) -(1x2) 9 12 - 2 w 10

10

8

10

1 1 ( t -10 > •• 1 / \\ 22
z 1(8 x 4) — (10 x 1) I g-----  I 32 <•< 10 I a ----

4 10 10 ~ 10
2,2

1
y»—

10

3 8

2 10
1 L \« ----- (3 X 10 a

10 ' ’
1,4

Resalta así X s 2,2 y - 1,4 valores estos que solucionan
el sistema conforme puede comprobarse, reemplazando en las ecuaciones
originales.

<3 x 2,2) +• 1,4 E 8
(2 x 2,2) +■ (4 x 1,4) - 10

Resolver por determinantes el siguiente sistema de 2 ecuaciones
con dos incógnitas

3 X.+ y
1

12 4-5 «• 17Es A
4

171
23

17417 -6

13 7
17G

soluciones del sistema propuesto 2

3
-5

a
y

7
a - 6

1
y 3 —

17
* 1 son las

30e~ Sistema.de 3. ecuaciones ..con. J_inc.qgnit?s—
La solución de un sistema de primer grado con 3 Incógnitas requie 

M.l. IX
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re disponer de 3 ecuaciones no equivalentes del tipo de 31

a» x4 hi y 4. ¡; .3 = di
ap, X + bn y +- C22 s d2
as X + t>3 y 4- C3 7. - d3 

donde x, y, X representan las tres incógnitas consideradas. La solu­
ción de un sistema de esta clase puede realizarse perfectamente median
te la aplicación de determinantes conforme se ha señalado en los pun­
tos anteriores»

El determinante general del sistema es

a» bi C|

/\ = a2 b2 c2
as t>3 c3

Existen reglas prácticas como la Regla de Sarrus que permiten re­
solver el determinante de 3er orden, integrado por 3 columnas y 3 fi­
las, pero no tienen aplicación para el cálculo de determinantes de un
orden superior; de 48. 52. etc. Por tal razón vamos a considerar la so
lución general del determinante en función de los términos de una fi­
la o columna cualquiera y de los números complementarios respectivos.

a) Signos.

Los signos correspondientes
sus menores complementarios son
en la siguiente forma:

al desarrollo de un determinante, por
alternativamente positivos y negativos

b) Menor complementario
Menor complementario de un término, es el determinante formado ex

cluyendo los términos correspondientes a la columna y fila del térmi­
no dado.

Así, por ejemplo, en el
tarlo del término a, es

■correspondiente a a„

determinante
bg C2
b3 quec3

En forma similar ol menor complementarlo

anterior el menor coraplemen-

excluye a la fila y columna

del término b3 es a*  ct
ag cg

Como puede apreciarse el menor complementario es un nuevo determi
nante de orden inferior en una unidad al determinante original. Así
los menores complementarios de un determinante de 3er, orden, son de
22 orden, ya que se elimina fila y una columna»



En.forma similar les menores de un determinante de 4G orden,;son
determinantes de 3eru orden y en general l&s menores correspondientes
a un determinante de orden n son de orden n-1

c) Desarrollo de un determinante?

Un determinante cualquiera es igual a la suma de los productos de
los términos de una fila o columna por sus respectivos menores comple
mentarlos„ Es entonces desarrollando ü , por la primera columna:

A c2 I b< Ca b4 c4
¿1 - a1

^3
. -a2

c3 ¡ b3 c3
4- a3

b2 c2

•'•.A = a4 (b2Q3 - 1>3C2) ~ a2 (b, «3- bsc^ + as ^b, C2 - bg^j

y en forma similar es

X*’a“ ¿ ?2 c-r-j4d' bs cfr d2lb3 C3 + d3 02

V /

X- dj.„Lb2c3."d8 .(?■ °3_r__ d3AÜ_± d3_(b, cg - b2Q>)
a,' 7'0203-- "ág (TtG3 “ b3c,J Va3 (b/lig - 020()

Análogamente la incógnita y es:

y
ü

a t
a2 d2
a3 d3

G1
e2
c3

¿2 02
d3 C3

y el valor numérico de 2 resulta

a2
d<
d3

Gf
03 4**  s3

1 |a, o, d. | i b2 ¿2
—|a2 b2 d2¡-— a< b3 ¿3
o |a3 03 d3 | 4

En consecuencia es

- a2 | ^>3 d3|+' 33

dt Ci
d2 02

b, d4
b2 ¿2

a< (docq - cod3}« a? ( d, 03 - c, d3) + a3 (d. o2 - c.ág)
y ® a3 'n's'3

aTT.ogOs "
bndg)- a2 (.b,d3 > Jt_g3.í¿,d.2 “ d2d>).....
■^302^^32X^3“ ^3CX +■ a3 X^c2 “ b2có

310- Sistemas do n ^cuac^nes„cqn_n^inn£gnitas.
Un sistema de n ecuaciones de 1er grado con n incógnitas, toma la



forma siguiente 33

a < x 4- b 4 y + a, * 4, n z c Je,
a2 -V v b2 y + • • • o -V n2 z - V

*** o

, mxx j ,, „ „ „ z ¿
n - n

La solución general de este sistema es similar al de 3 ecuaciones
con 3 incógnitas, es decir se resuelve mediante la aplicación de dete£
minantes. El determinante de orden se reduce a varia de orden n - 1;
estos a su vez desarrollados por una fila o columna y sus menores com­
plementarios se reducen a varios de orden n-2, y así sucesivamente has

■ ta llegar al orden 2,

los determinantes:

El determinante general del sistema, que representa el riivlso:? co
mún para el cálculo de las ja incógnitas es

a» b4 a í • • n4
Zl = a2 P2 .... n2

an bnn es»**

y el valor de las incógnitas ;c , y, ...z se determinan desarrollando

' n,
b2 ••• n2
». :
^n nn

Ejercicios
,37,: Resolver por determinantes el siguiente sistema de ecuaciones ‘de

primer grado con dos incógnitas •'•4' 2 y s 1
3 X. + y ■■ 2

38: Resolver, aplicando-determinantes, el siguiente sistema de tres
~~ ecuaciones de primer grado con tres incógnitas

2X 4- 3 y - 2 •» 5
5 x - 4 y +• 4*  o 9

• ,-4x4- By - 2y» 6

M,i, IX
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32.-  E.WcAófi de 22 grado.

M,i.
10a, Conferencia
5/9/1955

La ecuación general de la ecuación de 22 grado es

2ax + bx. 4 c „ o

Ejemplo 5

3X2 -41 -2=0

Siendo en este caso a «» 3 5 b: -4 ; c w - 2--

La ecuación es de 22 grado ya que la incógnita K esta elevada • al
cuadrado o sea a la 22 potencia.

Dividiendo por a toda la ecuación resulta

X -V ~~ q 0 V llamando p ■c. g / g a

obtenemos la expresión más simple de la ecuación de 22 grado

+ pKJ-^-.O

33, ~ Solución de la ecuación de 2Q grado#

Es p o p
( Xf = x2_|_.2^p. +_R_

, \ X2 4- T) x - ( X+- g)2 - +C| - o

A < xtf)2 Z # = /-9

/~2
* * x+ ■J' r í \l4 "9 • • x s .1 4

En con62ecnenc^ existen dos ralees o soluciones para la ecuación
de 22 grado

M.i. X



Sea resolver la ecuación 35

X 2 f 2 1 - 3 - 0

Aplicando la fórmula hallada es

A" - i-3 á - 14-^4 - -l + 2 s 1

v 2 z n2 r— ( X i - 4-yf- + 3 . -M-Vf4 . -1-2. -3[X1:.S

Reemplazando las dos raíces reales y de distinto signo halladas
obtenemos

l24-2 (1) - 3 , O

(-3) 2 4 2 (-3) - 3 h 9 - 6-3 c O que satisface la ecuación
original.

Sea ahora

4
X 2 4 K +- 4 = O

X 2 = 2 En este caso existe como se ve

una sola raíz es decir, es ¿ que satisface la ecua­
ción general.

Estos casos
ción de 22 grado

de una sola raíz corresponden al caso de que la ecua-
es un cuadrado perfecto. En este ejemplo es

X3- + 4 X t 4 = ( X + 2) 2

Sea ahora
4 X + 3 - O o sea S(X i' 2) - 1

perfecto meno¿? una cantidad dada#
un cuadrado

+. - 3 = - 2+n = “ 2 4-1 = - 1

M - -f ' V - 3 " - 2-/T- - - 2 - 1 = - 3

La ecuación de 2C grado tiene 2 raíces reales.

Finalmente sea ahora

x2 + 4x -f- 5 ; O es x24.4x-{5 x(x+2)24-1 o sea

M.i. X



un cuadrado perfecto más un número positivo,

4 4 J 42' 4 r-------
IB " 1T "‘V 4 5 n ~ tj~ ¿ y - 1 e - 2 i i en este caso la

ecuación de 22 grado tiene raíces imaginarias, es decir no reales.

En resumen los tres casos que pueden presentarse srn que el tri
n.omio de 22 grado seas

a).  Un cuadrado perfecto: 1 sola raíz real =---- %-
b) Un cuadrado perfecto menos un número positivo = 2 raíces reales
c) Un cuadrado perfecto más un número positivo s raíces imagínenlas

34,-  Solución de la ecuación general

Si en la solución hallada

P b c
a= - -g-t y 4~ - reemplazamos p y y por sus valores p = a*  ; y :

X,_ ]¡L. 4-if 2. Es k2 _ c - ]?2a -4a 2c _ k2_.c_4aQ_
’ 2a ^1/ 4a^ a 4h^ a" 4a3 “ 4¡^

. 17 ”57 ~~ r------
X- - t V pero y4a2 w 2a2a ' 4a¿ ‘

b, j:.que es la solución de la ecuación general.

35. - Relación entye los pasametros de la ecuación y sus raíces.

Sea P I _2X1 = - í ’• \'í-<L_.
y . 2 V/P2 n Sumando ambas raíces se obtiene

2 - ” 2“ “
Xj4-x2 - _-fP~ • • | ~ p I

Si ahora en cambio m ult i p 1Ic amos ambas raíces se obtiene

z. 2

• • \ \ z. ■a-£-2- +C¡c~ Es entonces £x,

resultados'estos, que pueden comprobarse fácilmente en’los ejercicio#
36!-ÍZEÍ^¡sión de lq ecuaci6ji.de .22 grado exi.£unci6n de sus.jalees.

Es '^i-pxfc| = O siendo ps-'^-fXg)

<3 s x-1 Xp resulta reempla-
. 2 zando

x2 - x(x- -f-X2)'txi x “Xxl"* x-’x2+x^Xg
M,i. í
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Pero 3x-*-x.x A-x
resulte-. asi Xa formula que permite- expresar la ecuación de 22 grado en
función de sus raíces.

y análogamente en la ecuación general es
2

a x +-b x+c = a( x - xx)( x - x2)
37.-  Ecuación de 3er grado

La expresión general de la ecuación de 3er grado es
ax3+ bx2 4. C-C -V d =0

y esta expresión en general admite tres raíces que pueden ser reales,
imaginarias o confundidos.

No existe solución general analítica para la ecuación anterior.
En cambio si existe solución para ecuaciones particulares de 3er gra»-
do como ser

< •’ + 4 j X- + q •=. 0
1 1

expresión a la cual puede ser reducida la ecuación general de 3er gra­
do, Utilizando los métodos de la Geometría Analítica pueden determi­
narse en forma gráfica las raíces reales, si existente vn? ecuación de
3er grado.

La solución de la ecuación de 3er grado reducida es

Ejercicios;
39.-  Hallar las raíces de la ecuación de erado: 3X2 - 4x - 2 s 0
40.-  Resolver la ecuación de 2C grado xr - 3x-f2 - 0
41.-  Hallar las raíces de la ecuación de 2£¡ grado: 3X -2x4-1 = 0
42.-  Comprobar aritméticamente que en los diversos ejercicios realiza

dos se verifican las igualdades

a x2-*  b x -t c z a(x - xj_)(x - x^)
X2-rP X -j- Cj = ÍX - X-j_)(x - Xg)

M.i. X



38.-  RAICES DE LA ECUACION DB 2a GRADO

M.i. 38
lía Conferencia
6 de setiembre 1955

Las ecuaciones vistas en la clase pasada, y especialmente la re­
lación demostrada entre las relees reales de la ecuación de 2Q gra­
do y los parametros p ■/ de la ecuación reducida es decir:

+ ~P

permiten resolver prácticamente problemas aritméticos interesantes
del tipo siguiente:

Hallar dos números tales que su suma sea igual a 8 y su produc­
to igual a 12.- Llamando a dichos números^ resulta asi

í. + X*  i ~ ¡¡

y en consecuencia es pB - g h Q = 12 planteándose asi la siguiente
ecuación de 22 grado '

Es entonces
8

A --

8 l ’ \/f "12 = 4 ’V 4 =2
son entonces ¿¿4 - 6 y e 2 los dos números buscados que satis­
facen las condiciones requeridas,-

■f =

;^2~
A \/~ - 12 - 4.4-V4"- 6

39.-  ECUACION DB 42 GRADO

La expresión general de la ecuación de 4- grado es:
4 3'2 zi

+ b £ t é e *0

que puede representar 4 raíces indicadas por >y Q. res­
pectivamente, -

~ No existe una solución general para la ecuación de 4Q grado, pe­
ro si en cambio puede solucionarse la denominada ecuación bicuadrada,
cuya forma general puede •xprdáaiso en la siguiente forma.

jC 44- p/*  + y • °
Si en esta ecuación se efectúa un cambio o sustitución de la in­
cógnita, haciendo para ello

M.i. XI



39resulta
* o

transformando asi la ecuación bicuadrática en una función de 2Q
grado*  -

La solución de esta ecuación es

1 + \/p2 n
3=- - - y - - q

2 4

En consecuencia se obtiene así las 4 raíces déla ecuación -bicuadi^alii
ca>, cuya expresión analítica es la siguiente:

40.-  SOLUCION DE LA ECUACION BICUADRATICA

Comí aplicación de los conceptos precedentemente expuesto va­
mos a resolver prácticamente la siguiente ecuación bicuaarítica.-

M.i.XI
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Las raíces son en este"caso
es decir 4 raíces r-eai.os » 2 negativas y 2 positivas® —.
Si reemplazamos en la ecuación original^ por sus raíces ¿V 6 y J-
2 obtendremos: r 1 1

(ÍVT)4 10 (Í Vg ) 2 | 24 _ 62 _ 10 (6) f 24 * 36-60494 =0

Q 2 )4 - 10 2) 2 f 24 - 16 - 43 í 24 = 0

Comprobándose asi el resultado obtenido.

41»- ECUACION DE GRADO "N"

La expresión analítica general de la ecuación de grado n, siendo a
entero y positivo es.-

0^ + b £jí.//’~4 + c £'r’ . -+ A » 0

ecuación esta que admite, en general jj- raíces: ¿tá ¡ i - Jt n
que pueden ser námeros reales imaginarios o confandidos.-

No existe solución general analítica para la determinación de las
raíces de la ecuación de grado n pero si pueden hallarse raíces rea­
les aplicando procedimientos'gráficos de geometría Analítica.-

Ejercicios:
43.-  Hallar 2 -nún ¡ros tales .lúe su suma sea igual a 40 y su produc-

• to igual a 24.
p

43.- La superficie de un rectángulo vale 20 nf y su perímetro 18 ms.
determinar la medida de los lados del rectángulo,-

45.- Hallar las r ices de la siguiente ecuación bicuadrática

£ A + = 0

M.I. XI
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M.i

12a. Conferencia
Septiembre 7 de 1955

logaritmos
42.- CONCEPTO Y DEFINICION:

......... ’ «/ ’■ " '

Sea am « b . a » Vb

Se define como logaritmo del número b, en base a, al
exponente m al que debe elevarse 1¿J base a para obtener el número b.

Es entonces ;m = loga b j

Ejemplos:
4 = 16 2 ° log^ 16
O

10° = 1.000 .*.  3 - log10 1.000

2 * 32 .’. 5 = log 2 32
y

e =8 .•. x «x log_ 8

Corrientemente como número base para el cálculo de lo­
garitmos se toman las 2 cifras que a continuación se indican y que dan
origen a 2 tablas diferentes:

a) Los logaritmos vulgares o decimales, construidos sobre la base del
número 10.

b) Los logaritmos naturales o neperianos construidos sobre la base del
número.

e w 2,7182818284 

Desde luego no existe inconveniente alguno, teórico o
práctico en construir tablas de logaritmos sobre la base de otros nú
meros como ser: 2,4,5, etc. Pero la práctica y las ventajas del siste
ma decimal han hecho que se prefieran y utilicen constantemente los
logaritmos decimales o vulgares. Como se verá más adelante es muy fá­
cil por otra parte, pasar de un sistema a otro bastando para ello muí
tiplicar los respectivos valores por una constante.

Cuando la base no se indica en una forma explícita se
admite que los logaritmos son decimales es decir referidos a una base
10.

Los logaritmos naturales se indican a veces en la for­
ma siguiente.

Íoge n b l°g. » ■ L»n
En todo lo que sigue nos referiremos exclusivamente a

los logaritmos decimales.

Mol.XII.-



DEFINICION: 42

no Habe elevar^ií1?0 decimal de un número N es el exponente m al
que debe elevarse la base 10 para que sea

10m s N ,M = log N

,, „ i ent°nces 10m - N y dando al exponente (o logaritmo)
? diversos valores positivos y negativos podemos construir la alguien
te tabla: ~

Potencia, q;í;-)aiijgLnteá
o logaritmos Números

io“3- - 0.001 log 0,001» -3103 1000

- 2 o 1 1
10 102 = 100 = °’01 10g °’01’ ’8

- 1 lo"1 =-^5 = 0,1 log 0,1 = - 1

0 10-9 = I /, log 1:0

1 ío1 =: io .•. log io = i
2 102 r 100 .’. log 100 = 2

3 103 =1,000 log 1,000 = 3

4 104 = 10,000 ,loglO.OOO s 4

Se advierte que mientras los exponentes o logaritmos
crecen en progresión aritmética, los números aumentan en progresión
geométrica.

Es por ejemplo 10^ lo"^ " \/10 s 3,162 . . 0,ib*  log 3,162

. n __
10 “ = \/10m de donde puede advertirse que existe siempre

la posibilidad de determinar los logaritmos correspondientes a cada nij
mero y viceversa, los números correspondientes a logaritmos dados.

43c- CALCULO DE LOGARITMOS DELNUiffiRO.S ENTE.ROS:

Sea calcular el logaritmo- de 875. Es indudable que por
ser 100 < 875 < 1.000 debe ser

2 < log 875 < 3 es decir está comprendido entre Sy.^

y más próximo a 3 que a 2,;
m.í;l-tw



sión
cuyo

Resulta así log 875
el número 2 recibe el nombre
valor exacto se determina en

43
B 2+m donde m < 1 en esta expre-

de característica y m es la mantisa
las tablas, Én forma similar

Log 4,033 ” ?

1,000 C 4.í<^ < 10.000

3 < log 4.335 < 4

. , log 4,l>33 « 3+m siendo 3 la característica y m’la mantisa.
utilizando la tabla de logaritmos adjunta que solo da-

las mantisas ya las características se calculan de inmediato, tenemos

Log 875 = 2,9420
Log 4,833 ■ 3 +0,6842 ■ 3.6842 que son los logarit

mos buscados.
En consecuencia para determinar el logaritmo, de un nú

mero.entero, en característica es igual al orden de la primera cifra
significativa del número. En cuanto a la mantisa al determinar suman­
do a la característica el valor fraccionario determinado por la tabla.

Ejemplos- Log 175,400 « 5,2440 Log l.¿ 0
Log 2 = 0,3010 Log 7.990.000 * 6,9025

44,-  LOGARITMOS DE EXPRESIONES FRACCIONARIAS;

Si la expresión fraccionaria se forma con una parte po
sitiva y otra fraccionaria, el Logaritmo se determina igual que para
los números enteros.

Sea por ejemplo;

Log 7,56 = 0-ím = 0,8785
Log 341,25 b 2,5331
Log 1,457 « 0,1635

totalmente fraccionaria la norma a
aplicar es

Si la expresión es
la misma. . , „

Sea por ejemplo hallar log» 0*00178

Es 0,001 «í log 0,00178 < - 2

Resulta entonces log 0,00178 = - 3+m, es decir el lo­
garitmo de una expresión totalmente fraccionaria tiene característica
negativa y mantisa positiva. El valor de la característica negativa es
Igual al orden de las unidades superiores y la mantisa o parte deci­
mal del logaritmo se determina por la tabla.

Ejemplo,- Log 0,00178
Log 0,00065
'Log 0,02548
Log 0,165
Log 1,001

M.i^II

» 3,2504 = -3 +0,2504
= 4.8129 = -4 + 0,8129
- S,4062 = -2+0,4062
= 1,2175 = -1 + 0,2175
> 0,0004



45.-  LOGARITMOS TOTALMENTE NEGATIVOS:

, j Q™v.Q^Í<3Ogar^tno de wa cantidad o número menor a la uni­
dad pu de pr jarse en forma totalmente negativa, tomando el complemen
to de la parte decimal y aumentando en una unidad la característicarespectiva..

Ejemplo:

Es log 0,00178 s 3,2504 « - 3 . 0,2504 = - 2,7496

Log 0,02548 = 2,4062 = - 2+0,4062 x - 1,5938

Log 0,165 » Í,2175 x - 0,7825

Logaritmos estos que son totalmente negativos - y que
en ocasiones permiten facilitar los cálculos numéricos especialmente
productos jr cocientes.

46,-  LOGARITMOS DE UN PRODUCTO:

Es
= a

= log a n = log bm

Resulta así
m<na.b =

y en consecuencia
Log (a.b) s m>n

10m

10m

10n = b

10n = 10

¡Log (a.b) = log a + log b j

Es decir el logaritmo de un producto es igual a la su­
ma de los logaritmos de los factores.

Es también log (a.b.c.d z)= log a-log b - log c+log d +

-I-............. log z.

Comprobación numérica
Sea z » 10 x 4 X 20 x 5 X 2 « 8.000

log Z = log 10¿Log 4+10g 20+log 5-log 2 -

log z — l>0,621’1,3010 + 0,6990 +0,3010 = 3,9031

z = 8.000
M.l.XIX
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47LOGARITMOS DE UN_C0CTF.1W.;

Si es 10m = a 10n = b es te = log a n = log b.

. *.  a 10m , nm-n _ , ,■tt- ~ -----  s 10 resulta así
0 10^

i F )) “ m n " log a - log b.

El logaritmo de un cociente es igual a la diferencia
entre el logaritmo del dividendo y el logaritmo del divisor.

48.- LOGARITMOS DE POTENCIAS Y RAICES:

Sea.

10m = a elevando ambos miembros a la potencia
n, resulta

 n z,^n  ,n m.n H n B n(10 ) s a pero .(¿0 > = 10 “10 a
log an a m.n. pero m» log a

«’e log an a n log a

El logaritmo de una potencia es igual al exponente muí
tiplicado por el logaritmo de la base

sea 10a s a «•. m = log a.

El
base dividido por

logari tmo
el índice

de una raíz es igual al logaritmo de la
de la raíz.

contraria al cálculo de un logaritmo con
siste en la determinación aex u«xxv«™¿^ o número cou
respondiente a .^J°g^^ías deanUlo¡aritmos o números que corre¿

-iXr»nq ñero en general se puede utilizar la
Ponden a logaritmos oaia ei cálculo de los números utilizándola
Propia tabla de logaritm b^s,ian¿0 el logaritmo que más se aproxima alforre oponente.

49ANTILOGARITMOS
La operación ------ ..la determinación del denominador antilogaritmo o

un logaritmo determinado.
Er.-’:.rtc.n tablas J'* in



46

logaritmo 2,4953^ P°r e3emPl° determinar el número correspondiente al

2 nOs indica que se trata de un núme- >
r0 El valor del número lo obtenemos buscando en
la tabla de antilogaritmos el correspondiente a la 
mantisa» 2^4953 ~ 312 ? 8

Ejemplo; antilog, 3,4562, A la mantisa corresponde el nú
mero 2859 y siendo la característica 3 será ■■■ -

' . .... antilog 3,4562 » 0,002359 ’
En forma similar antilog T;2645 B 0,1839

" 0,15 - 1,413
50,-  VENTAJAS DE LOS LOGARITMOS: “

El uso de los logaritmos permite la realización práctj,
ca de cálculos aritméticos que en otra forma sería de imposible rea­
lización, Especialmente al transformar una extracción de raíces en u
na división» una elevación a potencias en una multiplicación y una
multiplicación o división en una suma o resta de logaritmos.

Esto es especialmente importante para el cálculo prác­
tico de números índices, y especialmente en el Indice Geométrico que
sólo puede construirse con la utilización de logaritmos.

51,-  CAMBIO DE BASE DE LOGARITMOS;

Indicando por L el logaritmo natural de un número,N,
resulta

*
e « N , < - loge N

si ahora tomamos logaritmos decimales en ambos miembros
I» lo^0 e ” ^°g 10r * e .

* ’ i q N a log eN, l°gj.o
lQg10 e es una constante llamada Módulo que se designa por 1a e-

tra M y vale
M = L°g].o 0 = 0,4342 "

Resulta
a los decimales basta
dulo.

así que para pasar de los logaritmos naturales
multiplicar los primeros por la constante o Móf

N = log N.M = 0,4342 logQ Ne1Og10

Recíprocamente es

í
Log? N

log__ N log N ’
__ 2Q— Z—=—----- - 2,302585 log, A N

M 0,4342.... 1°
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Y

35,7
W = (1,035,5)

41,47,395 2 67,5 3
99,7" 714; k105,íJ

48, Ií^i|ntesSlo?arl'fmnf0 húmeros correspondientes a los si-
■ «6>7s89i

49’~Hgaritmos^ an3Íp4Í7ritm^soc0rresp0n^ientes a los Siguientes lo

logaritmos natu?alls¿°garitm0 óecimal ° ™lgar los siguientes

‘ . 6,68461; 3,68888; 4,54329.
51,-Expresa, en forma de logaritmo natural los siguientes logarit­

mos decimales $ ■
 . .1,2784; 5,3540; 0,2985,

52,-Resolver, utilizando logaritmos, las siguientes expresiones njj
me ricas p

Z - 3\ ?7 8 41>5

53.-  Siendo 1^ - 108,33; I2 " 100,63; Ig - 104,41; I4 s 100,64; Ig s-96,18

hallar utilizando logaritmos la media geométrica simple de los
índices anteriores.

Es decir calcular:
5--------------------------------------------------------- -
7108,33 X 100,63 X 104,41 X 100,64 X 96,18

54.-En el ejercicio anterior siendo q^ « 0,5; q2 - 0,2; q3 o Q,15;

q4 = 0,1; qg = 0,05 las pondera
clones unitarias cox.respondientes a los números índices de los

1 7 T O Q / V 5 respectivamente, calcular utilizando lo- •
gá?ítmosSla’reaía’gooffl«ítrÍÍa ponderada do los índices señala-
d osDebe en consecuencia calcularse. 

Se:! ÉUS? S ^llogírlt» correspondiente al logaritmo decimal
 6j754328332v

 8. 2/ ' 7
X - i / 365 983 X (64 5)

\/ 0,893 X(655)2 X(35,1)3,4

M. i. XXII
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Es decir para calcular el valor de un logaritmo natural

basta, dividir el logaritmo decimal por el módulo 0,4342 .... o simple
mente multiplicar por la constante 2,302585 - 1 el valor de di--

0,4342
cho logaritmo decimal.

Corresponde señalar que para el cálculo de las tablas
de logaritmos decimales se parte de los logaritmos naturales inultipli
cados por el Módulo.

52. - CALCULO DE LOGARITMOS 0 ANTILOGARITMOS N0 JNCLU ID OS EN LAS TABLAS

En los casos en que sea necesario trabajar con mayor nú
mero de decimales, puede plantearse el problema de determinar el va­
lor de un logaritmo no incluido en las tablas, En ettos casos puede
estimarse el valor de dicho logaritmo mediante procedimientos de in­
terpolación elementales cohforme se indica a continuación:

Sea por ejemplo estimar el logaritmo de], número 660.358
utilizando una tabla con 5 decimales. La característica és desde lue­
go = 5,siendo el problema calcular la mantisa respectiva.

Al número 6603 corresponde el logaritmo (mantisa):81974
y al número 6604 corresponde el logaritmo (mantisa):81981 en conse­
cuencia por cada unidad de número Corresponde una diferencia de 7 un¿
dades en la 52 cifra de la mantisa. Para una diferencia en el número
de 0,58 corresponderá una diferencia en,la mantisa de 7 x 0,58 = 4,067 Resulta asi el logaritmo del numero dado 7 7

5,81974^4,06 - 5,8197806
log, 660,358 = 5,8197806

Un procedimiento similar se utiliza para resolver el pro
blema inverso o sea estimar el antilogaritmo correspondiente a un nú-
mero que no figura incluido en la tabla.

Sea,'por ejemplo, estimar el número correspondiente al
logaritmo 6,789352.

Siendo 6 la característica deducimos que se trata de un
número con 7 cifras enteras. Utilizando una tabla común de mantisas
con 5 decimales es:

mantisa 78930 = número 6156
” 78937 S " 6157

Es decir por una diferencia 7 unidades en la 52 cifra
decimal de la mantisa varía 1 unidad en la 42 cifra del númeroeEn corj
secuencia por una diferencia de 5,2 unidades en la 52 cifra decimal de
la mantisa la variación en el número será 5,2 „• 0,74285......

7 '
Es entonces antilogaritmo 6,789352 - 6.156.742,85

Ejercicios:
46,- Hallar los logaritmos decimales de los siguientes números ente

ros: 1; 2; 5; 9: 10; 29; 99; 101; 3.895; 75,990; 6,580.000.
47,- Hallar los logaritmos correspondientes a los siguientes núme­

ros fraccionarios: 13,57; 6,953; 398,45; 1,007; 0,895;0,073;
0,000354; 0,000029.

M.iXlII
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53.-  SIMBOLOS UTILIZADOS EN FORMULAS DE NUMEROS INDICES,

.En las fórmulas usuales para el cálculo de números índices se
utilizan corrientemente diversos símbolos matemáticos que en gene­
ral sintetizan las operaciones a realizar: sumas» productos,» etc.-
y facilitan así la fácil expresión analítica de las respectivas fór
muías c-

Veremos a continuación el significado y la aplicación práctica
de los símbolos que mas comunmente se utilizan en números índices,

54.-  FACTORIAL.

El factorial,, simbolizado por un signo de exclamación: J $ re­
presenta el producto sucesivo de todos los números enteros y positi
vos comprendidos entre la unidad y el número que figura a la izquier
da de dicho signo:

Ejemplos:

5 .' - Ix2x3x4x5 - 120

8 - Ix2x3x4x5x6x7x8 -

1 • - 1

nj - Ix2x3x ... (n-1) x n C n: entero y positivo)

(m.n) J-mn(mn-l)(mn2 ) ,2x1

(m - n) .’ - (m-n)(m-m-l) m-n-2),,,2 x 1

En los dos últimos ejemplos debe ser ( m.n) y (m+n), enteros y
positivos respectivamente, aún cuando m y n individualmente no lo
sean.

El producto de sucesivos números fraccionarios puede expresar­
se en matemáticas por una de las denominadas integrales de Euler -
(función gama), no teniendo sentido su expresión por un factorial.-

Se admite además por convención que es 0*  - 1

55,-  SUDATORIO’.

Con la letra sigma mayúscula se simboliza el sumatorio -
■ que representa un sigr^o abreviado de una suma de términos entre dos

límites fijados.- A la derecha de este signo se indica la expre­
sión a sumar,l

Ejemplo: n- 4
Z_ ' Ti
n - i

que se lee suma de n o sumatorio de n- El primer valor de la suma -
se indica en la parte inferior del signo de su -atorio (límite infe-
fior) y en el ejemplo anterior es n - 1«- El último término de la -

■ suma (límite superior) se indica en la parte superior del sumatorio

M.i. XIV
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indicado:

del mismo

4 n - 4

n - 1

m - 1

2
M

el límite superior la varia
figurar ya en el límite in-

2
1 +

2 2 2

y es en este
Resulta así,

2
2 +3 +4 +5 - 1+4+9416+25 - 55

Usualmente   . 
ble respectiva pues qu~’da implícita
ferior

n - 10

ejemplo * n - 4
desai*'  illando el sudatorio

¿n-1^2 + 3 + 4-10
■n-1

no es necesario repetir en
9 al

Z-----7
m - 1

5

Dada la importancia del sumatorio en números índices vamos a conside
rar las diversas formas en que puede presentarse.-

Asíy el sumatorio puede referirse a un exponente como ser

3
r~7 10 12 3
1-0 2 -2 +2 + 2 + 2 -1 + 2+ 4 + 8-15* —*
-Puede referirse también a un subíndice de una determinada expre­

sión como es usual en las fórmulas de números índices y en estadís£i
ca,

6
' X - r- X +X +X +X + X + X

/ , s “ 1 2 3 4 5 6
s - 1

y tener un límite superior n no expresado en forma numérica, como -
ser:

n
y-' Pi - P 1 + P2 f P3 + + Pn
i V 1 

donde p puede significar precio y la variable i : 1, 2, 3, .... n
los distintos artículos incluidos en el índice.-

Puede referirse también al producto de dos expresiones Z:.Y: como
en la fórmula de la media aritmética donde Xi representa el. atribu­
to o variable e Yi a la respectiva frecuencia:

4
Xi Yi - X Y + X Y' + X Y

/ z 1 1 2 2 3 3
1x1

o también como en un índice ponderado:

Pi qi x P1 ql + P2 q2 +• P3 q3 +

+ X Y
4 4

....+-Pn qn

i - 1



56.-  PROPIEDADES DEL. SU"ATOEIOC

Siendo el sumatorio solo un si :no representativo y abreviado de
la suma, goza de todas las propiedades de la misma que fueron expue.s
tas en las primeras clases,-

Es así en particular

4a¿ata4a -

y en general - n . a

5 a

Es tam'ién

iK x Kx 1+Kx2tKx3+ ... 4 KXn - K (xl4x2+x34..+xn)

Resulta también

Xi

Es decir el sumatorio de la suma o'resta de varias variables es i—
gual a la suma o resta de los sumatorios de cada variable.

Puede utilizarse también el sumatorio para expresiones mas comple­
jas como ser:

4
Yi log Xi - Yi log XI 4 Y2 log X2 4 Y3 log X3 + Y4 log X4

i - 1

N___
\ ' Pi log qi x pl ql 4 p2 log q2 4 P3 log q3 + ,, 4 Pn logqn

i r 1
expresiones éstas que se utilizan corrientemente en números índices.

Ejercicios,

57) 6 | -

3
6°) >2 5

' n - 0

58) (4,5 4 3,5) ¿ -

2 4
N = C61) 12 Pi

i - 1

59)

Zi -
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5.7. SUMATORIOS DOBLES;

Puede referirse también una suma de términos referida

a dos variables: i,j utilizando al efecto un doble sv.natorio -Es

así

n m

i Pi,j = P1’l +'Pi>§-bpi,3v .. .4-Pijm+ P2,i+ P2,2

i >¿ 1 3ra 1

+ P233 4 • * • •+ P2,m4 p3,14 p3,2+. . ?Pn,l-|. pn,2t pn,3

4 • • • f?n,m

Cuando las variables están separadas en ditintas letras que por ejem

Pío, se multiplican entre sí, pueden considerarse como constantes,

con referencia a una de las variables,y sacarse de uno de los suma-

torios.-

Ejemplos:
n m n m

TU y~~*.
i = 1 j.l i J. j - 1

Z2 ^(Am) (Bn) a £ (Am) £2 (Bn)
m n “ n

%

En la última expresión » (Am) indica el sumatorio de (Am) para
m

todos los valores de la variable m.-

M.i xv
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También puede expresarse un sudatorio, utilizando como límites una

desigualdad como ser:

es decir extendiéndose el sumatorio a to­
dos los valores de la variable x que cum­

plan la condición de ser menores ó a lo sumo iguales a a .- 

5.8.- SERIES

Una serie puede expresarse mediante un sumatorio cuyo

límite superior es infinito - así la expresión

M m H2+3t ....

constituye una serie indefinida divergente ya que su suma crece más 

allá de cualquier número por grande que él sea. Es decir vale infi­

nito.- Podemos así caracterizar una serie de divergentes como aque­

lla cuya suma es infinita. -

Una serie convergente es en cambio aquella formada por in­

finito número de términos y cuya suma es un número finito y deter­

minado.-

Así constituyen series convergentes las expresiones:

cuyas- sumas son respectivamente 1 y 2.-
3

M.i, XV
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Cuando la súma de una serle no es una cantidad determinada, la se­

rie se denomina oscilante

Ejemplo: 1 - i< 1 - 1-- 1-

Cuya suma alternativamente vale 0 6 1 según que el número de térml

nos considerados sea par ó impar;-

El hecho de que él término general de una serie tienda a cero no

significa que la misma sea convergente- Así por ejemplo sea la de­

nominada serie armónica formada por la suma de las recíprocas de

todos los números enteros y positivos

1 1 1 . 1
2 3 4 5

El término general de esta serle es «L. que cuando ntiende a infi­
nito, JL=. r o.-

’ n
Sin embargo es una serie devergente ya que agregando términos, se
verifica

8

é • •

n 9

10 y así sucesivamente

términos es mayor aceda suma parcial sucesiva de 16,32,64,

es un valor <uo puedo haceros supo*

M.lá W
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rior a cualquier número por grande que sea, es decir vale infinito

y siendo la serie armónica mayor que la anterior su suma es infini-

te - en consecuencia la serie^"*''  1 es una serie devergente.-
n^í n

Una expresión general del tipo de

\ E1  x°4 x 4 x2 4 x3 4- ...
i = 0

constituye una serie indefinida que puede ser convergente; divergen

te u oscilante según el valor que se asigne a X.-

Así para X _-l la serie es oscilante 1-1+1-14 1-...

le)Para lia serie es divergente.- Ya para x -1, es l*l+l+lt.  ,Z'

22)Para 0 x 1 la serie es convergente y su suma vale ——
1- x

5.9.- PRODUCTORIO

Otro símbolo frecuentemente utilizado en las fórmulas de nú­

meros índices es el denominado productorio que simboliza el produc­

to ó multiplicación de un conjunto de números ó expresiones alge-

bráicas y se simboliza por la letra pi (B).-
En forma similar al sumatorio los límites de variación se indican
en la parte inferior y superior del símbolo.-
Es así:

5
yT n O13x4x5 = 60
ru.3

y en forma similar

3
YT-" 2Í M 2° x 21 x 22 x 23 - 1 x 2 x 4 x 8 _64
i=0 “ - - - -■

La variable del productorio puede f?tifbrirse también a un subíndice
como en las siguiente© expresiones usuales en estadística y en nú-

M.i.-XV
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meros índices?
4

También/pueden varia? simultáneamente dos expresiones como en los

ejemplos que se dan a continuación y que corresponden al denomina­

do. índice geométrica

6.0.- SIMPLIFICACION DE UN PRODUCTORIO POR LOGARITMOS

El cálculo numérico de productorios como los indicados prece­

dentemente es prácticamente imposible de realizar en forma directa.

Por tal razón se facilita su cálculo mediante la aplicación de lo­

garitmos:
Sea „ “ «Ij <¡1 q2 1n

= P« = Pi ?2 ... Pn tomando logaritmos resulta
" n qi qi ^2 %

S'1SP1 :10g- <P1 P2

A Log. JT 3,log P1+ fclog p2+ log P3 +•...<. J.,.,log pn

pero el 22 miembro de esta igualdad es simplemente, conforme se vló

en el punto 5.6. Pi log>
Él

M.l.XV
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E jercicios

62)
n <-

63)

64) 5 -7 2

65)

expresar aplicando logaritmos66)

expresión del denominado promedio geornétri
co.- Tomando logaritmos es:

n para

resulta así

lo que permite expresar un productorio en función de un sumatorio de

logaritmo.- Es así como puede calcularse prácticamente el número In­

dice Geométrico.- 

n^
4*  pí loS Qi

6
ion

En forma similar
u

n
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6,lt- NOCIONES DE GEOMETRIA ANALITICA

Esta rama de las matemáticas se debe al filósofo Desear»

tes y se basa fundamentalmente en la denominada geometría de las

coordenadas*-  La geometría analítica permite aplicar los métodos
del álgebra y del análisis matemático a la geometría con mutuo bene­

ficio para ambas ramas de la ciencia.-

Se pone allí de manifiesto la total identificación entre
determinadas expresiones analíticas y algehráicas y su representa­

ción gráfica mediante rectas, circunferencias, elipses y curvas en

general.-Por otra parte la representación gráfica de las series es­

tadísticas, tanto las de frecuencia como las cronológicas, se fun­

damentan en los principios generales de la geometría analítica.»

6.2. Coordenadas cartesianas

Exj^ten 2 ejes que se cortan en un punto denominado origen.- El de
M.i. XVI
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nominado ejes de las X es simplemente el eje de los números reales,

positivos y negativos a que nos referimos ya anteriormente (punto 2)

Sobre este eje, denominado de las abcisas, se marcan eligiendo como

unidad una determinada magnitud, valores negativos, a la izquierda
del cero u origen y valores positivos, a la derecha del origen en

forma similar a la ya indicada para los números. -

La perpendicular que pasa por el origen cero y donde al pla­

no con centro cuadrante se denomina eje de las ordenadas STeje de

las y. Del origen 0 hacia arriba los valores de y son positivos y

del origen hacia abajo los valores de y son negativos.-

6,3. Puntos en el plano.
Cada punto en el plano cartesiano queda identificado por

2 números; uno. ordenado, simbo? izado., por y y una abcisa indicada por ..la

•letra X,
Así por ejemplo el punto

/X - 2
MI _ „[ y - 3

significa el punto del plano, correspondiente al primer cuadrante,

cuya abcisa vale 2 y cuya ordenada eq igual a 3#-
Es fundamental en consecuencia el conocimiento de los signos

de abcisas y ordenadas correspondientes a cada cuadrante y que sur­

gen de lo expresado en los párrafos precedentcs-P.csulta así

Ifir cuadrante X spositivo y ; nositivo

22 cuadrante X s negativo y : positivo

3er cuadrante : negativo y : negativo

42 cuadrante X tpositivo y : negativo
Considerando esto pod ■ los puntos:A{B;u Gol1 JII LUI P-LcUlU

M.i.XVI
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C;D y E cúyas coordenadas cartesianas indicarnos a continuación:

M.i.XVI
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En el adjunto gráfico N° 1 se indica la representación gráfica de

los 5 puntos señalados,-

fi«4,-~Representad6n gráfica de una recta

Consideremos ahora la expresión y « X, Si damos valor a X

vemos que en virtud de la igualdad establecida y varia en igual for-

ma.~

Por ejemplo si X 2 1 es y : 1 si X n -5 y - - 5 ; x - 0 y - 0

uniendo los puntos correspondientes al plano cuyas coordenadas son

por ejemplo (4;4) (3;3) (2;2) (1 ;1) (0;0) (-1)•-1)...(-5;-5) obtene­

mos una línea recta que pasa por el origen y que corresponde a la

representación gráfica de la expresión o función y B X.-

En forma similar podemos representar otras funciones cuya ex­

presión algebráica sea conocida, dando para ello valores a X y de­

terminando los correspondientes valores de y.-

Sea y - - X esta recta figura también representada en el gráfico

N° 1 pasando por el origen y dividiendo en 2 partes iguales g! 2Ú2

y 4ÍQ cuadrante,-

M,ieXVI
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65. RECTAS QUS PRSAN POR EL ORIGEN.

M.i..
17a.clase
15 setiembre 1955

Hemos visto que la repr .sontación gráfica do las funciones x 

y - - x nos da dos lineas rectas que pasan por el origen.- En for­

ma similar, pasa también por el origen cualquier función del tipo de

y - a. x donde a es un número real cualquiera, positi*

vo o negativo, entero o fraccionario, y la representación de estas

funciones de 1er. grado determina en el plano do cooeddnadas cartesia

ñas lineas rectas.- Como ejemplo consideremos las expresiones y- 3 x

y - - 1/4 x , Dandu valores a x obtenemos los valores correspon-

cuya representación gráfica figura en al gráfico NQ 2.

dientes a y

X y _ 3 x X

1 \ ! < i X !" i

- 2 y - - 6 -2 y - 0,5

- 1 y _ - 3 -1 y - 0,25

0 y - 0 0 y - o

1 y x 3 1 y - -0,25

2 y - 6 2 y - - 0,5

El parámetro a correspondiente a la ecuación de la recta

y - a x
y representa la tasa de crecimientocoeficiente angularso denomina

la rectauniformo de

ejemplo de la rect 3a y porx
963y 12

a - 3se verifica que 3

0,5
0,25En y 1/4 x 4 2

0,5
~2 '

0.25 -0,25y
es a - —

M.I.
XVII.
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66, RECTAS QUE NO P^SAN P0R EL ORIGEN.

Sea representar la ecuación y - 5 - Esto significa que para

cualquier valor que so fije a X el valor do y es constante e igual

a 5 En consecuencia la representación gráfica de esta función es

una recta paralela al eje de las x, correspondiendo el valor de orde­

nada y - 5, conforme puedo observarse en el gráfico NQ 2.

Representemos la función y - 3 x - 1

Damos para ello valor a x y obtenemos los correspondientes a y 

x | y - 3 x <1» 1 Se trata como puede apreciarse en el gráfico NC 2

0'1 de una recta que no pasa por el origen,-
1 | 4 La expresión general de una recta de este tipo es

2 I ? y - a x ♦ b
i ------------------------------------

3 : 10 donde a es el «ficiente angular y b la orde­

nada correspondiente al origen.-

Puedo advertirse que esta ecuación es una expresión de carácter 

general y que las rectas que pasan por el origen, an lizadas en al 

punto a nterior, constituyen el caso particular de sor b- 0 y- a x

Ejercicios /x _ 3

67. Señala*  en un eje do coordenadas cartesianas los puntos5
( x - -4 (x - - 2 , ( x - 4

B < <V ■= 3 Qy - - 1 - -2 

68) Representar gráficamente l?s rectos ! y - 2 x
'_________

69) Representar gráficamente las funciones y - 2 x - 3 ; y - -4x y 3 

y - 5 x - 8 ; y - -2 x - 1

dando valores a x y calculando las correspondientes a y

M.I.
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67.- Situación de 2 rectas en el plano

La ecuación de la recta es:

y - ax x +• bx

supongamos otra recta de ecuación

y = a2 x + bg

Con respecto a estas 2 ecuaciones pueden presentarse las si-

guientes alternativas

1) Si qs a. - a b. 2 b las dos rectas son iguales o
1 “ 2 12 confundida s.-

2) Si os a - a ¥ - brt las dos rectas tienen igual coja
1*2  2

fioiente angular y por consiguiente son rectas paralelas.

3) Si es a. ± ao las dos rectas se cortan en un punto del pla-
1 r 2 no.

4) Finalmente y como caso particular del punto anterior si es

las rectas son perpendiculares.

de dos rectas
En el caso de ser a^^ £ ag las dos rectas se cortan en un da
terminado punto del plano. Interesa determinar les coordenadas

de dicho punto M

68.- Intersección

M.i. XVIII



66
Es indudable que en el punto de intersección M coinciden las coox

denadas de ambas rectas y en consecuencia es allí

al x 4 bl : a2 x + b2

planteándose así una ecuación de primer grado con una. incógnita cu

ya solución es:

ax x - a2 x : b2 -
. b2 " bi

x (a - a ) : b - b . . x = -------
al - a2

y reemplazando el valor hallado para x en cualquiera de las dos

ecuaciones dadasp obtenemos el correspondiente valor de y qua

dando así determinadas las coordenadas del punto de intersección do

ambas rectas.

69,- Aplicación práctica

Determinar las coordenadas del punto de intersección de las siguiejj

tes rectas:

y - 2 x 4 5 y : 3 x - 4

siendo 2 ¿ 3 gs indudable que ambas rectas so cortan en algún

punto del plano^ es allí

2 x + 5 - 3 x - 4

# •
.. 5 + 4 - 3 x - 2 x - x « o x - 9 es la abcisa del
• «M» *"•

punto de intersección,- Reemplazando en la primera ecuación

y - ( 2x9 ) * 5 ¿ 23

M.i. XVIII



y en la segunda

y = ( 3x9 )-4 - 23

resulta en consecuencia que las coordenadas del punto de ínterse£

ción son:

- 9••
- 23

Determinar el punto de intersección de las rectas

y - 2 x - 4 y :

Es allí
x. 2 x - 4 - m — + n
4

,2 x : 1+4:5
4

. 9 . 4
i , -■ x m 5 • • x s

4

20 4
y - 2 x--------- 4 Z

0 9

x 5 20
------** ------ 2 p222 • * *
9 “ 9

20 1 4
9 *7  +1- 0,444

f x 9 2 p222 >••
Resulta en consecuencia M< „ ,  , . .< ^y - 0p444 conforme puede apre­

ciarse en el respectivo gráfico inserto en el punto 68« — 

70, Rectas paralelas
Dos rectas son paralelas cuando tienen igual coeficiente angular

Ecuación de todas las rectas paralelas a

y - 7 X - 8

M.i. XVIII



y Z 7 x - b donde b es un número cualquieraentero o

fraccionario,, racional o irracional.

71• Rectas perpendiculares
Los rectas son perpendiculares cuando se verifica:

es decir sus coeficientes angulares son recíprocos o inversos y

de signo contrario,- La demostración de esto se basa en principios

de trigonometría materia ésta que no incluimos en el presente che

so.

Aplicación

Hallar la ecuación de todas las rectas perpendiculares a

y - 5 x + 3

Es entonces

y Z - — x - b la ecuación busca da „ siendo b un nú-
5

mero entero,, fraccionario^ positivo o negativo.

Indicar la ecuación de una recta que sea perpendicular a

1y = - -x -s
y que pase por el origen,- La ecuación es

y - 2 x

ya que a1 - _ i.
a2

y al pasar por el origen es b - 0

M.l. XVIII
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72,- Representación gráfica de funciones de 2Q grado.

La representación gráfica de las funciones de 22 grado origina co
mo casos particulares el estudio de las denominadas secciones.tcó^
nicas: circunferencia, parábola, hipérbola y elipse conocidas " ya
desde la época de los antiguos griegos y cuyas diversas propieda­
des y características fueron analizadas y estudiadas por ellos
desde un punto de vista geométrico.
Si se corta un cono por un plano paralelo a la base la figura re­
sultante es un círculo que puede representarse en un eje de coor­
denadas cartesianas, y cuyo centro puede o no coincidir con el o-
rigen (O5O)

y t

Análogamente si el plano es oblicuo la figura resultante es la
curva denominada elipse, que se caracteriza por disponer de 2 fo
eos. Se ha demostrado en Astronomía que el movimiento de los pía
netas alrededor del sol corresponde a una elipse, uno de cuyos
focos es el sol.
La representación gráfica de la elipse es la que se indica a cojq
tinuación:
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73.-

ta dar valores a la variable x y luego calcular los correspon­

dientes a Y.-

Sean por ejemplo las siguientes expresiones de 2Q grado:

2 2, . 2 .y - x y x 4 4 y = x - 4

Dando valores a x tendremos

X
2

y = x
2 Ay : x 44 y - x2 - 4

0 0 4 - 4

•B» 1 1 5 - 3
4- 2 4 8 0

3 9 13 5

4 16( 20 J p

En el gráfico nQ 3 figura la representación gráfica de estas ex­

presiones que constituyen parábolas.- Puede observarse que dado que

x está elevado al cuadrado el valor de y es el mismo para valores

de x de igual magnitud pero de signo contrario.- Una función que

cumple esta propiedad se denomina función par o simótrica.-

Puede advertirse en el gráfico nfi 3 que las 3 parábolas son simila

res*  cortando al eje de las y$ para x - 0$ en distintas ordena­

das: 4P 09 -4 respectivamente,, que constituyen las respectivas or­

denadas al origen.-

Intersección de una recta con una parábola

Trazada una ecuación de 2e grado en un eje de coordenadas y una re&

ta pueden presentarse estas 3 hipótesis: 1°) Que la recta corte a

la parábola en dos puntos 2Q) Que la recta toque a la parábola en

un sólo punto (tangente) y 32) Que la recta no corte ni toque a la

parábolap es decirp sea exterior a la misma.

M.i* XIX
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Caso 1 Supongamos la parábola

2
y - x - 4 y la recta y a 2 x— 1

SI la recta corta a la parábola $> en el punto o puntos de intenses

ci6n coinciden las coordenadas de ambasp es entonces

x2 - 4 - 2 x - 1

x2~2x-4+-1 = x2-2x-3 = 0

ecuación de 2Q grado cuyas raíces son

Xg =-------- \/ -------- + 3 = 1 - 2 = - 1
¿ 2 V 4

Pára x x 3 es

y - x2-4 - 32 - 4 - 5 y:2x-l-2X3-ls5

Para x - - 1 es

y - (-1)2 - 4 - -3 y - 2 ( -1 ) -1 = -3

Los puntos de intersección de la recta y la parábola son en conse

cuencia:

x = 3

conforme pv C ex preciarse en el gráfico nQ 3»-

M.i. XDC
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Caso 2S Soa la función de 2fl grado

y - x24 5x4-2 y la recta y - x - 2

En los puntos de intersección

2 ,x 4 5 x4 2 - x - 2

x244 x4 4 - 0

4
2

( una sola raíz real)

Para x » -2•R

y - ( -2)2 4*  5( -2 ) 4 2 - 4 - 10 42 - -4
cw

y = - 2 - 2 = -4

Es entonces
x - - 2

las coordenadas del punto de contacto entre la recta y la parábola.
Caso 39

p
y - x 4 4 y - 2 x - 1

, * x2 4 4 - 2 x - 1

1 P
• . x -2x45 g 0

Resulta x = 4 raíces imaginarlas,, es decir la

recta >no corta a la parábola conforme puede verse en el gráfico na3

M.i.XIX
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71,-

72.-

73.-

74,-

75.-

Ejercicios 74
Determinar gráfica y analíticamente el punto de intersección de las

recta s:

y - 095 x 2 y - x + 1

y - - 2 x -I- 10 y - 3 x - 5

Indicar la ecuación de 3 rectas que sean paralelas a y = 6 x4-l

Indicar la ecuación de 1 recta que sea perpendicular a y x — x-8
5

Representar gráficamente la expresión y - 2 x2 - x 4- 1

Determinar las coordenadas del punto de intersección de la ecuación

de 2e grado y = x2 y la recta y - 2 x - 2

Determinar las coordenadas del punto de intersección de la ecuación

m.í.xtx
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74. - ^REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES SUPERIORES

En forma similar a la indicada para las funciones de
22 grado, puede efectuarse la representación gráfica en un eje de
coordenadas cartesianas de una función de 3er. grado. Es decir dando
valores a X y calculando los correspondientes a la función y.

La forma general de un polinomio de 3er. grado es:

y « a x3 <• bx2 - ex - d

donde a, b, e y d son los 4 parámetros de la función^hel ejemplo ’ que
se da a continuación figura la representación gráfica de la fundó#
de Ser. grado cuya ecuación es:

y s -0,00169 x3 -0,0155 x2 + 0,5341 x + 11,41

y con la cual se ha realizado el denominado en estadística matemáti­
ca “ajustamiento” de los precios del trigo en Buenos Aires durante
ol lapso 1895 a 1935. Como puede observarse una recta puede cortar- a una
función de Ser. grado en 3 puntos,'

•+ h
En general una función de grado n puede tener n pun

tos de intersección con una determinada recta

Interesa en general poder identificar los diversas fu¿i
clones con la representación gráfica de sus curvas respectivas en g.
analítica y viceversa, trazada la curva identificar la función. Esto
es fácil para la recta, parábola, etc,, pero es más dificultoso para
otros tipos de curvas de ecuación más compleja.

En general a cada función le corresponde una determi­
nada curva y cada curva responde a la representación gráfica de una
determinada ecuación.

Veremos ahora la representación gráfica de algunas fun
clones matemáticas importantes.

En la figura nQ 1 se ha representado la denominada h¿
pérbola equilátera, cuya ecuación es 1

«y
X

La función nc 2, representa una función trigonométrica
y a seno x (sinusoide).

En la figura na 3 se ha representado la función expo-
y x ex o y s ax a / 1

periódica

nencial

M.1.XX,.
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La figura nQ 4 indica la representación gráfica de la
función logarítmica, y a log x. Esta función es recíproca o inversa
de la anterior, conforme puede observarse comparando los respectivos
gráficos, y teniendo en cuenta que si y « log x es x ■ a^.

75.- REPRESENTACION GRAFICA DE CURVAS DE FRECUENCIA;

Las representaciones gráficas indicadas precedentemerj
te corresponden a funciones algebraicas, trascendentes o trlgonométrl.
cas usuales. En estadística existen funciones de ecuación más com­
pleja y que ofrecen variadas características.

Así en la figura 5 se representa una función simétri­
ca o par con respecto al eje de las y. Una función de este tipo es
la denominada curva normal o de Gauss de importancia fundamental en
cálculo de probabilidades y cuya ecuación es

y = ------ -1— e" 2
\An

La figura nfi 6 representa una curva de frecuencia a-
simétrica positiva, cuya "cola1’ se extiende por el eje positivo de
las abolsas.

En la figura nQ 7, en cambio, la “cola11 señala hacia
los valores negativos de x y la curva respectiva es ” a simétrica ne
gativa”.

Cada curva de las indicadas tiene sus características
y modalidades propias, existiendo numerosas variedades cuyo análi­
sis y estudio corresponde a la ciencia estadística. Determinados fe
nómenos estadísticos se adaptan a determinados tipos de curvas y vi
ceversa.

Existen también otros tipos de curvas más complejas
como las denominadas “bimodales1’ (ver figura 8) que comunmente co­
rresponden a la superposición de dos curvas de frecuencias, tal co­
mo puede ocurrir cuando un determinado conjunto se integra con ele­
mentos pertenecientes a dos razas o tipos distintos.

Asimismo el crecimiento de la población, y de algu­
nos otros organismos similares o vinculados a la misma, se represe^
ta por una función de. <• sturación, denominada curva logística, cuya
representación gráfica se indica en la figura 9, y cuya ecuación es.

14-e

L

M.i. XX



77

Fig, 4,- Función logarítmica

y - log x

M, i«
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REPRESENTACION GRAFICA DE FUNCIONES Y CURVAS USUALES EN ESTADISTICA

Fig, 5,- Curva simétrica (función par)
Ecuación de 4.a curva normal o de Gauss
utilizada en Estadística y cálculo de
jiobabilidades.

x2

Fig. 6.“ Curva asimétrica positiva

M.i. . DCX
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76CRECIMIENTO LE UNA FUNCION

En el caso de la función lineal o de lt:. ’ grado se
ha visto que cuando el coeficiente angular de la recta es a > o la ro£
ta os creciente; si en cambio es a < on es decir coeficiente angular
negativo la recta es decreciente - para a ; o es y : b9 resulta una
recta paralela al eje de las x<>

En el caso de una cuse pueden presentar diver­
sas alternativas que someramente vanos a considerare

Así una curva cqys forma es del tipo de la figura
10 se denomina cóncava con respecto al eje de las abolsas y en ella
se verifica que las ordenadas de la curva son menores en valor absolu
to a las ordenadas de la tangente,,

Es en cambio .convexa con respecto al ejo de las k

cuando las ordenadas de la curva son mayores en valor absoluto a las o£
denadas do la tangente,, tal como en el ejemplo que se indica en la fi­
gura 11 adjunta c 

77,- PUNTOS DE INFLEXION

Cuando una función pasa de cóncava a convexa o vi­
ceversa $ la tangente atraviesa a la curva0 Tales puntos se denominan
puntos de inflexión y figuran señalados come A9 A' y A’’ en los tres
gráficos de la figura 12„ En el primer gráfico el crecimiento de la
función que es acelerado pasa a ser retardado y en el tercero pa a de
un crecimiento retardado a uno acelerado,, 

78o- MAXIMOS Y MINIMOS.

So dice que la función y " f (x) tieneenmpunto M
un valor máximo relativo,, cuando el valor de y en oso punto es mayor
que los valores a su izquierday a su derecha en un cierto entorno del
punto Iio

La función en consecuencia en el máximo deja de ser
creciente pana pasar a ser decreciente, (ver figura 13)e

En forma análoga la función tiene en un punto jp un
valor mínimo relativo euaftdo el valor de y en ese punto es menor que
los valores a su izquierda y a su derechap en un cierto entorno del
cunto m„ (ver al respecto la figura 14)e

En esto caso una función que es decreciente pasa a
ser creciente como ejemplo pueden cita-úse las 3 parábolas que figuran
representadas en el gráfico 3„ las que pasan por un mínimo para el va­
lor de x “ 0,

No debo confundirse les máximos o mínimos relativos
do una función con el valor máximo o mínimo absoluto de la misma*

Así una función puede disponer de varios mínimos y
máximos relativos y tambíón de varios puntos de inflexión tal com° se
observa en la figura 15 adjunta» donde en M y Mr la función pasa por
dos máximos relativos^ en m y nr por dos mínimos relativos y en I»!’ .
o I" por tres puntos de inflexióne Puede observarse allí asimismo que
dentro del intervalo considerado el valor máximo absoluto corresponde
al punto b y el valor mínimo al punto a„ no coincidiendo estos valores
máximos o mínimos absolutos con ninguno de los máximos o mínimos rela­
tivos..
bj.io XXI
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79,- GEOMETRIA ANALITICA DEL ESPACIÓ

En forma similar al plano» un puntr' on el espacio
puado ser representado considerando tres dimensiones y el valor do sus
respectivas coordonadas0

Así. utilizando tres ejes de coordenadas cartesianas
denominados x» y» z respectivamente» pedemos representar gráficamente
el punto M cuyas coordenadas son por ejemplo:

M f x : 2 conforme puede apreciarse en la figura 16.
y : i

( z “ 3
El análisis de figuras o cuerpos» como ser la es»

fera» el elipsoide, etc, forman parte de la denominada geometría anal!
tica del espacio»

En forma genercl» y aún cuando en este caso no pus
da efectuarse su representación gráfica» un cunto en un hiperespaclo
de n dimensiones se expresa por M X2» o<-5xn) donde xi»
xn indican sus respectivas coordenadas0 

80s- REPRESENTACION GRAFICA DE SERÍES CRONOLOGICAS

Dentro da la estadística metodológica las series
cronológicas son a'mollas que miden los distintos valores de un fenó­
meno estadístico a través de la variable tiempo» Así constituyen se­
ries cronológicas los precios anuales dQ un determinado producto» las
cifras del volumen mensual exportad^ de otro articulo; los datos de
las ventas semanales de una firma comercial, la temperatura registra­
da en un determinado lugar durante cada una de las 24 horas del día,
etc. En todos estos casos la^variable considerada es el tiempo expsejsa
do en años, meses, semanas»daas u horas.

De lo anterior surge la importancia fundamental de
las series cronológicas dentro de la teoría y la práctica de los núme­
ros indicés ya que constituyen series cronológicas los precios, laspojj
deraciones o y los propios números índices de cualquier naturaleza siejj
pre que se expresen a través del tiempo.

La representación gráfica de una serie cronológica
so realiza siguiendo las normas básicas de la geometría analítica. So^
bre el eje de las x se puede representar la variable tiempo y sobre el
eje de las y las frecuencias u observaciones respectivas.

Cada dato u observación representa por consiguien­
te un punto, cuya ordenada indica el valor de la respectiva frecuencia
y cuya abeisa señala el tiempo. Uniendo por trazos rectos los distintos
puntos se tiene representada la marcha general de la respectiva serie
cronológica.

Como ejemplo» en la figura NQ17 adjunta se han re­
presentado los precios por kilo vivo de los novillos en el mercado de
Diniers durante los años 1945 a 1954 inclusive en m$n„ En la escala que
figura a la derecha del gráfico se indican los números índices porcen­
tuales respectivos sobre la base del año 1945 S 100a

M,i. XXI
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tinuación.
Las cifras respectivas son las que se indican a con

M.i, XXI

Año
Precio

novillo
m$n.

Indice poic
centual=Ba
se 1945sl0ü

Afio Precio Número
índice

1945 0,3781 100 1950 0,7530 199,15

1946 0,4096 108,33 1951 1,1966 316,47

1947 0,4973 131,53 1952 1.6845 445,52

1^48 0$6268 139,33 1953 1,9707 521,21
* 1

1949 0,6266 165,72 1954 2,0457 541,05
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f X « 2
M z = 3

Fig» 17
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CONCEPTOS. GENERALES DE ANALISIS riATEmAT IQO

81 Constantes y variables

Dentro do los conceptos generales del análisis matemático el
concepto do constante os uno de los mas simples,- Constante es to­
da aquella expresión o número que no varía.- así el número 5 expre­
sa uno. magnitud perfectamente determinante y siempre constante.-

Igualmente  3,14159 ... es una cantidad constante perfecta­
mente conocida, lo mismo que o n 2,7231828...

A voces uno constante puedo no tener un valor conocido en una
ecuación dada, on cuyo caso esta constante so denomina parámetro y
so simboliza algebraicamente por una de las primeras letras del al­
fabeto.*  a,b,c,d ...

En contraposición al concepto do constante tenemos el de varia-
bloj que os toda expresión quo puedo tornar distintos valores.-

Asi en la desigualdad

4 - X - 10

X os una variable que puedo tomar valores comprendidos entre
4 y 10 ambos inclusivos. -

En la expresión

cs i<?. variable quo toma valores compron-
entro 1 y 4.- T'

Una variable puode sor continua o discontinua.- Es continua
cuando dado dos valores cualesquiera admito siempre un valor inter­
medio; Ejemplos do variables (continuas son on estadística, la altu­
ra, ol poso, la odad y dentro do la teoría do los números índices
los distintos precios do un artículo.-

Sin variables discontinuas aquellos que solo admiton valores
particulares, por lo general valoros enteros, como sor on estadís­
tica ol número do hijos tenidos por mhjoros, ol número do hijos vi­
vos, el número do pisos do un edificio o el número do habitantes
de una casa, etc.-

En todos ostos casos la variable solo admito como valores números
enteros y positivos: 0,1,2,3,4 ...

82 Función - Su concopfro

Una función os una variable y de pendiente do otra
do modo quo cada valor doX corresponda un valor do y.-

variable •
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Asi po?

longitud dol
lado resulta

ejemplo 1". superficie do un cuadrado os función do la
1-do; siendo y dicha superficie y X la longitud dol 

donde y os 1?. fundión
A lo. función y también

yX so denomina la variable. indopondionto
so la denomina variablo dependiente.-

La suporficio del
suite, asi

círculo os función dol radio respectivo rc-

y s: 7T donde r os la variablo independiente, os
docir que a cada valor dol radio corresponderá un valor para y o
son una suporficio determinada pora el círculo.-

Los funciones anteriores son funciones explícitas cuya loy o re­
lación me toreó, tic a o ecuación os bien conocida.- Existe otras expre­
siones en la vida real cuyo, loy no so conoce en forma explícita.-

Por ejemplo a mayor precio menor demanda.- A mayor ródito mayor
impuesto, etc.- En general estos tipos do funciones son do difícil
reducción a fórmulas matemáticas. -

83 -Símbolos utilizados par.\ representar funciones

Cuando lo función no os explícita como ser
y = x2 j y = TT r2 3

y = 3 x + 4 ; y B xr + 2 x - 8 y - a y« y x
y s log^-g X , para no citar sino expresiones ya estudiadas so puede
representar en general en la forma siguiente,-

y s j W

que so loo y igual a función do X •'

También so usa la siguí mto notación

y - F (x) y - g (x) y - (x)
84 -Funciones implícitas

Son aquellas en las cuales no so hallan expresamente separadas
las variables dependientes o independientes

Ejemplo y X 4 - 5
y x ■> i

función explícito

Ir.s verdaderas funciones explícitas son quellas que no os posi­
ble expresarlas en forma explícita, cono sor

X y5 * 2 y i- X - 0 y = ?

M.i. XXII
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85 -Valores do una función

Pnra doter inar los distintos valores do una función os nece­
sario dar distintos valores a la variable indopondiento.- A cada
valor d^j 1" variable independiente dorrosponderá un determinado va--
lor do lo función.-

Esto ya so ha realizado al estudiar geometría analítica y re­
pros untar gr¿fie'monto las funciones de lfi y 2e grado.- Asi por ojom

pl° H‘)
indicada el valor que toma la función cuando X ■ 0 .- Análogamente

(-4) es ol valor du la función correspondiente a x --4

Esto procedimiento os análogo para determinar los valoes corres
pendiente a cualquier clase de función.-

86 -Función par o simétrica

Dijimos que ora aquella que tomaba iguales
ros de la variable do igual valor absoluto poro
Es entonces en una función par

valores por v-alo-
do distinto signo.-

f (J 1 ’ Ejemplo y = 3 2 j (4)s j(-4)s16

87

Hemos visto ya ni estudiar los números quo os:
0,3333 .... - i

3 3
.----- i*, —„ x

o mas exactamente llm 0,333 ... 3 = -

t ____ _________

en forma similar Ü& 0,999 ... 9 - 1

En forma anagoga donde la serio S- 1 •{• - 4- + § + sumaS—2

Es decir quo puede*  aproximarse S a 2 tanto como so desee

lim S - 2

o también (S-2)z S dondo á puado sor tan pequeño como so dosoe
So dice quo la función y= j (XJ tiene ol limito 1, parax - a,
cuando la diferencia y - I tomada en valor absoluto, so consorva
arbitrarimonto pequeña, tomandox suficientemente próxima al núme­
ro a.-

lim j (x) = ¡
x —r a

Ejemplo: 1Jjm x x 4 1
x-r 1 2.x 4 - 5

1 t 1 2------------8 „ —
2-5 3

M.i, XXII



La función yc j (x) es continua en el punto x-» at. .cuando el
valor j(a) quo toma en-ol es también un limite

lim j(x) - j(a)
x -» cu

Cuando no se cumplo esta condición la función es discontinua
on el punto a.-

88 - Fuñe ion..ls_dq„yari?iS .variables

Los ejemplos antciiores se refieren a una sola variable.- Exis­
ten funciones que dependen de 2 o mas variables Asi un número
indice y daponde de precios y ponderaciones es asi y» j (p,q) y
en forma similar

y - J (x,z,w) por ejmplo y= 3x3 z2 + 2 xwz - zw3'

que depende de las vaiables independientes¿- Una función de
este tipo solo podría ser representada en un espacio de 4 dimonciones

M.i. XXII
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89o - INFINITESJ^ÍO;

Un infinitésimo es una variable que tiende a cero.

Es así infinitésimo

Lim x s 0
x o

En el caso anterior de
tésimo de 2Q orden a x¿; de 3er orden

que x
a x ,

-•5 0, se denominan infin^
de orden n a xn.

La suma finita de infinitésimos es un infinitésimo.
p Q -

Así S n x 4-3 x + 9 V x Cuando x -> o es infinité­
simo ya que cada uno de estos sumandos puede hacerse tan pequeño co­
mo se deseac

El producto cociente de un infinitésimo por una cons­
tante es igual a un infinitésimo

k-x donde es un infinitésimo,
x-*o

Siendo lim y ” $
resulta y - “ $ donde os un infinitésimo que

tiende a cero y en consecuencia es
y = £ 4- cT

90o- LIMITES DE SUMAS Y PRODUCTOS DE VARIABLES:

El límite de la suma de varias variables es igual a la
suma de los límites de cada una de ellas.

n Sean las variables y, z, w, cuyos límites son respecta
vamente o , resulta así- >2 ^3’

n , í> Py - r-G’i w ” *3 t-u3

z " ^2 d 2 /. Y > Z-i W =( £ +(^021r^

de donde pasando al límite,
lim (y + z 4 w) " ¿ +

ya que O o , 93 un infinitésimo
JL o
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El límite de un producto
de los límites de los factores.

de variables es el producto

Sea y = z = A-i ■j’p

resulta yz = j¡2 -f. o* 2 -i ?2^'l ' Jí cf2

lim yx • 4 l
Ya que el producto de una expresión por un infinité si

mo es otro infinitésimo y la suma de infinitésimos es también infini
té simo.

Y en general resulta;

lim (y. z...,w)

puede construirse un rectángulo cuyos lados son respec

Z, y donde puede verse gráficamente el valor
de los productos </2; ± y CQ
mo cuando^ c/2 tienden a cero es:

gráficamente
tivamente

nra yz = fl ?2
(T 1—> o

, o0 2—^0

ya que los rectángu­
los y el cuadrado tien
den a cero.

91.- LIMITE DE UN COCIENTE:
• — - *- w . — • - - • • .. ...............—— — •— ■ IJ’-'

El límite de un cociente de funciones es el cociente
de sus límites respectivos.

lim siendo lim y lim z =

92.- CONCEPTO . DE LA. DERIVADA:

Consideremos una recta que pasa por el origen. Su a*
cuación es y s a x y tomemos dos puntos en la misma.

Es allí y^q-jj. 4 y . ’. 4 y = q2 - qi

*2 - xi+ & y . ♦ A x =x2 -xx
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y conforma se ha visto y demostrado 

^2-yi _ \ y
3 “ x2~xl " -:'x

mide el crecimiento de la función y

representa el coeficiente angular de una recta.

En forma general o? es:

y - j(x) una función continua, a un incremento en la va

riable independiente x ,corresponderá un incremento en la función y
Es decir es;

y ; ¿.-.y z j(xAx)
z. y J(x+Zi x)-j(x)

. y = 5(x-> /\ x) - J(x) y resulta Z ----------------------
x x

El cociente de los incrementos finitos de la función y de la variable

El cáculo diferencial puede definirse como el estudio sistemático de
las razones de incremento de las funciones. Podemos calcular en par­
ticular el incremento de la función:

3
y = x

q
Es y - x

3 3 2 o o
. *.  y ■+ /: y z (x t /?. x) - x : +3 x L\ x 4- 3 x( A x) n ( A x)

. *.  Zi y - 3 x2 6 x i-3 x (A x)2 v- (&x)3

M, i,XXIII
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y es 2 3 x2 -h3 x A x ♦- (6x)2

Sq defino a la derivada de una función continua,» como limite del co­
ciente de incrementos z\ y cuando /\ x > 0 .

A X

Es asi

y j (x + L x) - j(x) d y
lim z lim --------- --------------- 2 —— 2 y*  s j * (x)

--\x Zx x d x

x 0 x ’-->0

Cuando A x —•> 0 A1 tiende a valor A y la secante AA • ge
transforma en tangente en A.- La derivada de la función y s j(x)
para cada valor x^ es la pendiente al gráfico de la función en el pujj
to de a. be isa x.

93.- Cálculo de Derivadas

Sea el ejemplo y z x'

y 2 o , s2----- 2 3 X 3 x, /_\ x a- (¿\ x)
X

Es entonces l..y - lim7-—2 lim (3x2-f 3x. 4-<x-i-(Á-x )2)- 3x2
d x

Zx x 0 <\ x —■? 0

ya que 3 x, A. x y
3

Es entonces y - x

2
(Ax) cuando Z1 x —■> 0 son infinitósimos.-

d y p
yf . ----- z 3 x¿

d X

Si y - k (constante) es ¿ y : 0 y por consiguiente es nula la da
riva'da"*r<e  una constante cualquiera»

M. i.XXIII
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o Z\y - z\ x A y
Si y - x es  4A- .. Z x lim Z lira 1 = 1

Z-.x Ax Ax

4 x -A

y 4 - A y - x 4 A x . •. A y - 4 x«■

£>a derivada de la variable independiente es igual a 1,

y x k j (x) es y*  = k j' (x)

Da derivada de una constante por una función es igual a la constante
por la derivada fle la función.

Sea y - (<, i y 4 ¡x, donde it : j(x) v= y(x) -M- h(x)

Entonces
A y s 4 *Zv  - 4 v £ 4 >.jJ

. aZ. - A ■ V b A_L i
x ó x Ax A x

.óy«_. ¿\ V {. /W-’ Av +- AUA
. lim---- Z lim ------- -- — - ----- I - lim------- lim--------- -lim -—u

6 x \ ¿1 x A x A x ‘ A x ¿1 x Ax

A. x—->0 Ax-->° A x -? 0 4x->0 A x—>’0

d y

d X d X d X

d u >
d x

Sa derivada de una suma o resta de funciones^ es la
las derivadas ^e cada función.

suma o resta de

94.- Derivada de y - k xn
. • m. • - . ■■ i — ■ — i ■ — — e •

y 4- ¿j y = k (x 4 A x)n

M.l.XXIII
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• 2 n k xn-1 -bk n xn"2/*x-¡  .... t. k (¿jx)n
¿1 x 2

. A y n-1
. . llm Z n k x ya que el resto de los sumandos son

/\ x -• 0 ¿X x
infinitésimos.

Ejercicios:

Hallar la derivada,, con relación a la variable x? de las siguientes
expresiones:

A 2 r, 3 • o "2y - 4 x - 7 x 2 xoa

y = 8 x5 - 16 I- 4 x3 - 4~x

M.i.XXIII.-
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95„- Concepto físico de la derivada

Se ha definido la derivada de una función continua
cono límite del incremento de la función sobre el incremento de la va
riable independiente cuando esta última tiende a cero.-

Asi si un auto recorre con movimiento uniforme un tra
yecto de 400 km en 4 horasp su velocidad o sea el cociente entre el
espacio recorrido y el tiempo empleado es de 100 km por hora. Esto es
exacto siempre que el movimiento sea rectilíneo.-

En tal caso es _y_ el espacio recorrido y x el
tiempo y resultaconforme ya se ha indicado

y = a«x . . a = Z_- 100 Km x hora
x " 4

Si el movimiento no es uniforme,, la velocidad, re­
sultante es sólo una velocidad medía en el trayecto total recorrido^
pudiendo haber variado dicha velocidad considerablemente en los divex
sos tramos,-

Para obtener la velocidad del auto en un determina
do momento del recorrido,, podemos marcar el espacio recorrido en una
determinada fracción de tiempo ; por ejemplo |> x ■ 1 minuto.-
Se puede advertir que con respecto a este tramo la velocidad que
se obtiene es simplemente una velocidad media en el minuto considera­
do de características similares a la velocidad media en los 400 km.
del recorrido,-

Sf en lugar de ser /> x - 1 minuto hacemos l> x -
1 segundo*  nos aproximaremos más a la velocidad del auto en un instan
te,- [> y

Este valor límite de la velocidad media -g;-- cuan­
do al intervalo £> x —>■ 0 se denomina velocidad instantánea en¿ el
mentó considerado.- • z x

En general sea cualquiera la ley y = j QxJ del
vimiento d@i auto se denomina velocidad instantánea en el momento
al:

i> yllm cuando x —0
l> x

0 sea la velocidad instantánea es la derivada del espacio con respen
to al tiempo.

v - llm--------z J
P x

M«ioXXIV

g
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Análogamente se demuestra que la derivada de la velocidad con rela­
ción al tiemoo es la denominada aceleración*)  que indias como varía la
velocidad a través del tiempo.

Asi por ejemplo si es:

1 2
Y x---- g»x la ecuación de un movimiento dado

2

dy
resulta ------- g# x - v la velocidad corresuondiente

dx

d v
y es - g la respectiva aceleración.-

d x

Además de la aplicación precedente existen numerosas aplicaciones fJÍ
sicas de ’a derivada,, sin considerar aquí su aplicación trigonomótrl
ca como tangente de una curva. Igualmente es báfrico el concepto de
derivada dentro de la estadística metodológica generala donde tiene
múltiples plica clone s.-

96,- Derivadas de funciones inversas
'B'i ——;y _ j(x) y x 3 g (y)

se dice que las funciones y y x son funciones inversas.
Ejemplo:

__ ♦ 2
y - ^x • • x = y
y = e x •’• * = 10?a y

Siendo

d y ¡>y
____ - lim .1------
d x ‘ C>x

resulta z 1 /JL_ y tomando límites
i> y ~ ' l>x

d. x

d y

d y

•Las derivadas de dos funciones inversas son recíprocas.

M. i.XXIV
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Aplicación

x z 2
y

d x  . d y 1

asi el resultado

forma directa.

)

Interesa determinar la derivada de y con respecto a x

Es

L> y y ’ i\ u

M J • •

d y • d x 2 y

y expresando y en funci 6n de la variable x

d y 1

d x 2 |/T

1

Directamente tendríamos y = x - x

d y 1 -4- 1
--------~--------x Z--------------comprobando

d x 2 2 Lrx-
1 obtenido en

97 . - Derivada de función de función.

Sea: y - i ( u ) y a su vez u - .1 ( x

M.l.XXIV



. . d y d y d u
------  3 -------  «-------
d x d u d x

97

Dada una variable que depende de otra9 y esta a su vez de una terca
ra p la derivada de la primera respecto de la tercera es el producto
de la derivada respecto de la segunda por la derivada de la segunda
respecto de la tercera.

En forma general es también para varias variables

d y

d x

Aplicación: Sea

y - (3x4-

• 3
c . y - u

Es ent onc e s

d y

d x

d y d u ’ d v d z
-----  ,----- — #-------- • -----
du d v dz dx

4) hacemos 3x + 4 •« u

d y d u
 • ——

d u d x

d y 2
------ = 3 U
d U

d u
------ I 3
d x

d y

d x
2 2 23, u . 3 : 9 u -9(3 x + 4) que es la

deriva da busca da,

M. i,XXIV
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M.i# 98
Conferencia 25
7/10/55

Al estudiar logaritmos^ vimos que la base de los logaría
inos naturales o neperianos era el número e? una constante irracional cjj
yo valor estimado era * • * *

e « 2^71828182

veremos ahora como surge dicho número
■u

es (14-A)x’ g 2

i 2
(1-4» ts 2?25

z, i.3 ¿
(14--™) a? 2^37 una expresión creciente

consideremos la expresión general
(1+ hn :: l-»-n(-g) 4-n(n-lh 1 ? 4.n(n-l)(n-2)(lo)+..+CnnJ

2 f n2 3 i n nJ

y pasando el límite p'ara a •*—Ct es

lim
n —>

ya que lim (1 - —1 s 1 y en forma similar para (1 etc#n
\ n J V n /

f... i \ n - i i i 1. i*.
|.L+^ - 4. + !^^+- +hj+ o «2,718231

Derivada del logaritmo:
99,- Derivada del logaritmo.

Sea y « logp x
es y-fr/iy » logQ (x^>*x)

e \ Z\y s loga(x ~ loge x) « logG(l+^*)
x X

haciendo 

M.i.XXV
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cuand o / \ x

- /
log, í i ? A

0 \ z

y pasando al límite resulta

Llm .ázZ s ,<LL ~ 1 lim log A _ljz = JL log. e 3 1
/' ,r i \ z; * 0 xx d x x \ /

z

Si se trata de hallar la derivada de un logaritmo deci­
mal

y - log x - log. x « M

.. resulta ñy - 1 M es decir basta multiplicar 1 por el móduloM
d x x x

100o — Diferencial de una función, (

Se denomina diferencial de : la función y - j(x) al pr£
ducto de la derivada por el momento arbitrario de la variable

<1 = - dj(e ) = j-' (x)o A x
V

siendo x función de x tendremos \ ...

¿ x ~ j ; (x)A x pero Jz‘(x) s 1 cuando J(x) = x

resulta -así ilx ” lo£x

y en consecuencia es también

<’y s j'1 (x)odx
Para el cálculo de algunas derivadas es preferible util¿

zar la diferencial de la función, especialmente cuando se trata de fun­
ciones implícitas.

Siendo

y ra logp x

M0i0XXV
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resulía
dy 1 ,

y por consiguiente dy -  la denominada diferen-dx x x
clal logarítmica

Más general, siendo

y s log_j(x)
CJ

aplicando la derivación de una función de función se obtiene

—— j’(x) = Íí2_que es la derivada . logarítmica de
j(x) J (x)

una función cualquiera.

101,- Derivada de x11

y = x11 tomando logaritmos naturales.

logg y Z n logQ x

y diferenciando ambos miembros

d y  dx a • d y — y*"  xn — _n—1
“V ~ n —- — n — ~ n— ” n x^ para valores de n, ente-y x • • d x x x
ros, fraccionarios, positivos o negativos.

Resulta así demostrado con toda generalidad que.

lo que ya se había comprobado anteriormente haciendo el desarrollo del
binomio para valores del exponento n enteros y positivos.

La aplicación de logaritmos, conforme se ha visto ya en
el desarrollo de este curso, facilita considerablemente los cálculos a
ritméticos. Asimismo es un valioso auxiliar en álgebra para simplificar
fórmulas y expresiones algebraicas, como también hemos podido apreciar
anteriormente.

En análisis matemático, y especialmente en cálculo infi­
nitesimal, su utilidad es aún mayor ya que como hemos visto en la fórnm
la anterior, y como se apreciará en las clases próximas gracias al em­
pleo de logaritmos naturales, combinado con la utilización de la dife­
rencial de una función, es posible determinar y demostrar en forma in­
mediata y simple, derivadas de expresiones cuyo cálculo directo sin utl
lizar diferenciales logarítmicas serla sumamente largo y engorroso.

En casi todos estos casos el procedimiento qne se emplea
es siendo y - j(x)

se toma logaritmos naturales en ambos miembros
log y - log J(x)

M»irXXV
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y en consecuencia siendo iguales ambas expresiones, se procede a igua­
lar sus respectivas diferenciales.

—- Z d(log j(x)
y* o

de donde puede calcularse fácilmente d y pasando y al miembro segundo^
d x

Y d x al primero respectivamente*
Como aplicación de los conceptos expresados veremos al­

gunos ejercicios prácticos.

Ejercicios

y = logQ x3
Q

haciendo x = u resulta y = logQ u

Es entonces aplicando la fórmula de la derivada de una
función de función

- dy du „ 1 2 - 3 x2 - 3
dx "*  du ° dx “ u * ÓX x3 " *

A igual resultado se llega considerando que

y - log x3 r 3 log x
- e °

• ° - q .i - i
d x “ * x “ x

3) o “ 4,253 x y' = 12,75 x" 6’SS

y - log (xsr 3x)-5 y' = llííL
® j (x)

. - y r -- 5 iog(x2i3 x) /. y' : - 5
(x2-*  3 x)

= (3 x3 - 8 x2 + 7x - 2) 3O , y’--3(3x3 - 8x +7x - 2)“4(ftx2
•7

- 16x + 7)

6) -3
y log.,3<3x-.4) . . y' = 3—» M

M.1.XW
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102.-  Derivada de un producto de funciones.—.... — ........--... •

Siendo y a u.v donde u ■ j (x) v - g (x) resul

ta tomando logaritmos naturales,

y = Zu 4*  Zv y diferenciando ambos miembros

d y - d u . d v--------- ---- -------------------------
y u v

dv - u.v du , u.v dv  du . dv  .Z ■— JÍLL , Z V,---- 4*  U,---- = VUf f uv'
dx u dx v dx dx dx

103.-  Derivada de un cociente de funciones;

Sea y • A- donde u ■ j (x) v « g (x)
v

Tomando logaritmos naturales,
•4y * y diferenciando ambos miembros.

AI AA_ - A_L
y u v

dy u du u dv a 1 du  u dv
‘dx "v”u * dx' v.v dx v ’ dx y 2 dx

d y v. u*  - u v*
dx " v2”
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104,-  ^srivaida /te l?._fpncl6n_expone©oir.'j..

Sea y - resulta x ; logQ la función Inversa

d 1 yx
En consecuencia es

d d xy y

X xResulta así que rara y es

» x

UK <4

la derivada de la función exponencial y = >’ es también Z,
c. xSi es y - a 

tomando logaritmos naturales resulta

logQy 2 x log^a y diferenciando ambos miembros

d y .
-----  d x, log a

d y
----- Z y logQa • a .logQa

XEjemplos: y a 8 y*  - 8X logg 8

y - 1ÜX y’ - 10x log 10
‘ * e

105, - E je.rcic.ips de derivación

Como ejercicios prácticos de las fórmulas y procedimientos
precedentemente expuestos efectuaremos algunos cálculos de
deriva da s.

a) Fuñei 6n de.Fuñei6n
y - ( 7 x2 - 3 x • 8)4 (■ (3 x - 6 x2)3 - (2 x3 4 3 x)2

2
Hacemos U, - 7 x - 3 x f 8

2
v c 3 x - 6 x
w - 2 x3 ; 3 x

A Q 2Es entonces y ; -r v - w

M.i. XXTT
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y 3 4 v 2 v d w
Z 4</v/ --- 3 v — - 2 w — y siendo

d x d x d x d x

d ■ > / d v d w o
-----  14 X - 3  Z 3 - 12 x — z 6 x -r 3
d X d x d x

resulta:

d y p 3 p 2
-----  >4 (7 x - 3 x | 8) (14 x - 3) 4-3 (3 x - 6 x ) (3 -12x) -2
d x

(2 x2 4- 3 x) (6 x2 r 3)

b) Deriva da de un producto de funciones
y = x3 es

hacemos u = x3 v = ex

es y í u,Vo , . y’ = uv’*>  vu’

resulta así
y1 s x^,ex-iex»3x^13 derivada buscada

y « 8X.5X“ 3

y’= 6 Í 8xí-3x“ 4,' t x”38x log0 8 ’

c) Der iva da de jin cociente de f une i one s
y a 3-oge x log0 x = u x s v

x
y = y’ = ¡.M‘ y. s XJ - .loga x = ! . lo~-

V V2 x2 ---------

y « . J5x 8X “ u 3 x5 s v
3xñ

y - U ’ vi _ vu‘. - uv‘. 3 x5 8X log_ 8 - 8*  15 x4
" v • • y - v2 - .............. ~ 99XT) -.............

M»l. XXVI
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106,- Expresiones indeterminadas;

variable independiente se transforman en co-

x
Ejemplo: sea

x

de la variable 2 perfectamente

para «M

0

una"función
de x
es

1,71828

la expresión anterior es
determinada para valores

Así para x “ 1

pero para x « 0 resulta

vale -

— b es decir un
0 ó

Se denominan expresiones indeterminadas aquellas del tipo de
P? V? es decir las formadas por cociente de dos funciones que para tn

determinado valor de la
clentes indeterminados:

* <
.0

cociente indeterminado.

107,- Verdadero valor de expresiones indeterminadas. Regla de L'Hopi-
tal Sea f cociente de funciones dependientes de igual
~—* g (x) variable independiente, que para un determinado valor
de la variable x s a se transforma en una expresión indeterminada del
tipo de o. o

0 cFo

Suponemos entonces

£ (a) - JL o sea f(a) = 0 g (a) • 0
g (a) 0

Resulta en consecuencia la igualdad:

f (x) „ f (x) - f (a)
g(x) g (x) - g (a)

y dividiendo numerador y denominador por x - a se obtiene:
f (x) — f (a)

- (vx - “h" parando ahora el límite para x —a
■ixsr g (x) - g (a)'

x - a



-Mm- f (x)-lim f (x) - f (a) -
x->ag (x) x - a

Un, g (x) - g (a)
x - a

106
í^Cx) ya que^fCx)- f(a)_f*(x)
g'(x) x - a —~
„ x—>a x—*a

Resulta así que el valor de una expresión indeterminada, está
dado por el cociente dé las derivadas de cada función en el punto
donde existe indeterminación. -

I ARegla de L Hopital; Cuando el cociente de dos funciones depen­
dientes de igual variable independiente es para un determinado va­
lor de la variable x'e.a, una expresión indeterminada del tipo de
2 , el verdadero valor de dicho cociente esta' dado por el co­
ciente de las derivadas de cada función para x ■ a.-

Aplicación

lim.
x - O

expresiones.-siguientesejercicios lasCalcular como

cuando es

x
O

x

3 resulta para x c a

x a

esAplicando

3 3 33

4 a
a

x

loge

3 x2

4 x3

x c

f A e
la regla L Hopital

x —

• -lim .

4 3x - a

a - a
_a_
7

3 3 «a - a  indeterminada
O

Sea
3x

M.i.XXVII
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Sea

107
2X logg 2 - 3X loge 3
---------------- ----- :----------- B loge

«Jv
x - x o■*»

En ocaciones el cociente de las respectivas derivadas es también
una expresión indeterminada- En tales casos esrrcesarlo aplicar la re­
gla de L Hópital todas las veces que sea necesario hasta obtener
un resultado determinado

es decir se obtiene una nueva

expresión

Aplicando la regla para la nueva

..lim I
resultado determinado

indeterminada.-
2x

expresión ~~ cuando x —?oe> es

2 x
„X

Sea <
x

2
~-Z 0 obteniendo un

xs<>'-

xnlim __

—•después de n aplicaciones sucesivas de la regla, ob-
00 tendremos

ya que las derivadas sucesivas de
nos indica que dentro de los infinitos
ten distintos órdenes y que es para x-

rX valen todas j£x- Esto también
, comoaiJbs infinitésimos, exis-

n* n’
— *•  o

El denominado infinito exponencial es mayor que el infinito
potencial.- 
108 -Re solución de una indeterminación en la fórmula de la Media

Geométrica
Consideramos ahora la siguiente expresión, denominada formula

general de los promedios, de gran aplicación en Estadística y espe­
cialmente en la teoría de los promedios y en números indices.-

M. i. XXVII
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1 =1
donde x^ representa los distintos
valores de un atributo cualquiera
y Pi sus respectivas ponderacio­
nes o frecuencias relativas.-

Queremos determinar el valor de M.(&) para h= O

Es M(h) K y para h - O

M(0) «

garitmos naturales, resulta:

log©

expresión esta de carácter indeter­
minado y dtjnde no puede aplicarse la
regla de L Hopital por no ser co­
ciente de dos funciones.- Si en la
función original M(h) tomamos lo-

n.
1 V*  h

M(h) - - log» > . x. Pi
h £

1= 1

y si ahora h —> O

1
loge M(0) - - logg

O

lo^ .1 o
~O “ O

expresión esta que también es indeterminada pero donde puede apli­
carse directamente la regla por ser cociente de dos funciones.-

Debe calcularse en consecuencia.

n
lOg x^1 Pi cuando h---- » O

_ lal
h V" hResulta ^sí: d log / Xj_ Pi

lim 10gifcl X1,h P1 - “ - d 10g xlh Pí

h—> O h ' d h d 11
d h h—¿o

ya que Z 1 . La derivada del logaritmo de una función es
d h

n - n
——y en. estacase es f (h) xi pi • * f (h)=y~Pi loge2^

3 (x) i=í 1=1
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ya que la derivada de una suma o sumatorio es igual a la suma o
armtorio de las derivadas de cada función, y la derivada de x»h
con relación a h es

xh loge X .-

en definitiva

n. . n
¿ - Pi V pi 10Se xi n
—-------------; .v«L_------------------- --  y PÍ 10^ a*

d h ¿ xh P1 fe

hH 0 i si h-0

d h

resulta así

d log

y es por consiguiente

!°gz Pi lo^ Xj_ y pasando a los ndmeros

M(0) - que es la denominada fórmula de la Media Geo­
métrica, de gran aplicación en Estadística y
niimeros índices.-
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109. - Derivadas sucesivas
dy

Siendo g - f (x) os---- =
dx

f ’

M.i.
Conferencia NQ28
13/10/1955

(x) la respectiva derivada

j (x) es también una nueva función, justamente la función deriva­
da do la primitiva función y s j (x), que dependo do la misma va­
riable independiente x En consecuencia podemos volver a aplicar
el procedimiento de derivación a la función derivada y el resultado
obtenido se denomina derivada segunda de j(x) y so representa asi

ii
y

n • 4ejemplo: si es y« x

resulta
dy o
-------c 4x¿)
dx

t IIy 2*  aX • y s logQ* - a • y c loge a a « a (l°So• •••
En forma similar si volvemos a derivar la segunda derivada obtene­
mos la derivada tercera, y derivando a esta laderivcidacuarta, etc.
que se simbolizan en forma analoga.-

Sea y ■ xm

y' a ? (x) - —a Z
dx

y" - (x) B —mOn-l) ^"2
dx2 i

3mt “ ”» d y . m-3y (x) B —¡f-n m(m-l) (m-2) x
dx -

d4y z x m-4
y IV - 5 IV (x) - —4~s m (nt-1) (m-2) (m-3) x

dx
Continuando así en forma sucesiva y suponiendo nú entero y positivo
obtendremos:

- d“y |
ym. B ¿m(x) Bi——- m.

dxm
* *

M.i.XXVIII
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y por lo tanto y = -g^slendo-por tantórnalas-"todas
las derivadas siguientes.

• •
110-Derivadas de funciones crecientes y decrecientes

Eñ |.t: lim A y
d x a

AX—> 0

por consiguiente el cooiente Ayo tomando Ax0 suficientemente pe-

queño en valor absoluto nos dará el signo.de la derivada f*  (xo^en el
punto (xq, y0)

Al estudiar las funciones en Geometría Analítica (N2s. 76 a 80) henos
considerado el crecimiento de una función y sus características funda
Dentales: cóncavo, convexo,pwíhás de inflexión, máximos y -mínimos.
Si la función es creciente,en el punto (xQ yQ) resultaría que A yQ y

Xq tienen el mismo signo. En consecuencia al crecer x aumentan tan
bién y, la función es creciente y en consecuencia A y^Q ^-a derivada

’ A xz
es J&SW&ib viceversa, si es a Kq la fuñciónses creciente en los

"d‘ x '
puntos que se verifique. Si en cambio resulta d y ✓■q es entonces

y<0 es decir negativo, y en este caso Ay y Ax tienen distinto

signoo

Al crecer x decrece y, por consistiente.

Cuando la derivada es negativa en-un determinado intervalo, la función
es decreciente en dicho intervalo,

En el gráfico NC 18 pueden advertirse estos dos casos.

111-Derivadas en los ndxinos y níninos relativos

Si en un punto (x0 , Yo’ la función pas“ pOT °
tivo debe anularse en él la derivada ya que si es ^X>0 la n

os creciente y si d y / q la función es decreciente.

Por consiguiente para los valores deX.un (x) es ndxino o nínino
relativo, si existe derivada ésta es nula. En estos casos conforme se
indicó ya en los gráficos 13 y 14 la tangente es paralela al eje de
las x.

Conforme se puede apreciar en el primer y tercer gráfico de la página12 y en los íres puntos I, V e I» de la figuro 15, en los

inflexión la tangente atraviesa vía curva y puede ser paralela al eje
de las x en cuyo caso la derivada es nula.

signo.de


Para poder saber si una función presenta máximo- mínimo n punto de in
flexión en un punto xq donde se anula la derivada, debe venir el sig—’ •
no de la derivada a ambos lados del punto xq en que se anula.
Si la derivada pasa de menos a más hay un mínimo
Si la derivada pasa de mas a renos hay un máximo
Si la dérivada pasa de menos a menos, o de más a más hay punto de in­
flexióne En efecto en el mínimo relativo la función que es decrecien­
te (derivada negativa) pasa a ser creciente (derivada positiva) ver
figura 140 En el máximo la función que es creciente (derivada positi,
va) pasa a ser decreciente (derivada negativa)’ Ver figura 13. En cuan
to a los puntos de inflexión (ver leí’ figura 15) la función decre­
ciente continúa decreciente, o si es creciente continúa creciente.
Otra forma de determinar si La función pasa por un máximo,mínimo, o
punto de inflexión consiste en determinar el’valor de la 2da. derivada.
-o sea y2- - fsí(x) en el punto xq donde admitimos que se anula la
primer derivada-o •
Si es fí? (xq) 0 resulta la primer derivada decreciente, luego la
función primitiva f (x) pasa por un máximo para xqo
Si.es f'5 (xq) )> 0 resulta creciente la primera derivada y por lo tas
to la función pasa poiscr un mínimo en xq o
Si es f^(xo) S 0 la primera'derivada ha pasado por un máximo o úíni-,
no? luego la función pasa rpemun punto de inflexióne
En consecuencia del análisis
guientes características: •

de la Ira 4, y

f?i (xq) <

2,das derivada surgen las si

Máximo: f3 (xq) £ 0 C o

Mínimo: ±'s.(xq) « 0 (Xq) >> 0
Inflexión: „ t . o « , fos (xq) 3 0

Una función cuya derivada es siempre positiva para cualquier valor de
xv'es por consiguiente continuamente creciente0 Una función de este
tipo se denomina monótona creciente - Ejemplo de funóxon^nonotóaa.tere,
cíente es la denominada fórmula general de los promedios cuya expresa
siÓn analítica es

M (h; S V 1 ' "x<
X - 1 x '

donde la variable es h
En efecto, puede demostrarse que la derivada de M (h) con respecto a
1.a variable* h es sienpre positiva para cualquier valor de h? compren*»
dicto ej.i'tre oo y + <£? Por consiguiente xa función M es una fuji
ción monótona creciente con respecto a la variable h, y en consecuen­
cia se '^eriilican las siguientes desigualdades

M ) < M (~ 1) < M (0) < M (1) < Mg < M (<X5)
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En particulara se ha demostrado ya que es M (0) ~ Media geométrica
y M (1) Z Media aritmética; 'Resulta así que la media geométrica es
mayor que la tnd-in aritnitipajgeneralizando así la demostración hecha
para dos cantidades a y b en el punto 21.

tí
FIGURA 18
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La determinación} estudio y cálculo de las característi­
cas de una función^ especialmente de los máximos o mínimos relativos
y de los puntos de inflexión, constituye el denominado análisis de
la función - Dicho análisis se puede realizar en forma gráfica, me­
diante la representación en coordenadas de la función de acuerdo a
los principios de la geometría analítica, complementando con los as­
pectos analíticos que se obtienen de los derivados de la función y
que han sido indicados en la ola so- pagada,

Recordemos que cuando la función nasa por un máximo o mí­
nimo relativo su primer derivada vale 0 y su segunda derivada en -
ese punto es negativa o positiva según se trate de un máximo o de -
un mínimo respectivamente - Asimismo cuando la función pasa por un
punto de ihflexión la segunda derivada es nula»

Como aplicación práctica de estos conceptos consideremos
la función “3 "2

y s x 3 x “ x

sis deseamos efectuar.uyo aná

Dando valores a la variable obtenemos los correspondien
función y , que figura representada en el gráfico N2 19 ad­tes a La

junto

X

3 r- *1
OI

¡JO rn’-'i <ár)

«4 a» oaoi

—*i y - + 3 X - x

— 3 y - 3

~ 2 y - 6

- 1 y B 3

0 y « o

y s? 3

2 y a 18

Re ■f‘0.
--2

y5 - 3 x 1

y® ~ 6 X + 6
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como expresión de la primera y segunda derivada de la función
siderada - En los máximos o mínimos relativos es

. 2
y T B O • . 3x + 6 x - 1 « 0

con

ecuaci ón de segundo grado cuyas raíces son

4-. 2
X » - b - y b - 4 a c y en nuestro caso

2 a

i » « 6 í VZ36 + 12 • £, « " 6 t6.93 p(^5x3 g - 6'~ 6,93 r -2,155
6 « « 1 6 3

sr 0,155 x<2 s “ 2,155

para x * 0,155 es y” s( 6 x 0,155 ) + 6 a 6,93 > 0 y por lo tanto

la función pa^. para dicho valor de por un mínimo relativo, Pa,
ra hallar el valor rteí la'JPunciónenel mínimo alo basta reemplazar en
la función original

y =x:3+ 3'x2 - %

el valor de < por 0,155
es entonces

y s (0,155)3 +3(0,155)““ 0,155 = 0,076 - 0,155 = - 0,079

y en consecuencia las coordenadas del mínimo relativo son

Jx = 0,155
m ) yr-0,079

Para ü — - 2,155 es la segunda derivada

y" = 6x( - 2,155) 4- 6 =-6,93 < 0

en consecuencia la función pasa por un má2¿mo_rela_tiyp_

El valor de la función en el máximo se determina reempla
zando en la función original el valor de la variable X por - 6,9o

Resulta así
y — f - 2,155)*̂4-3  (- 2,155)2 2,155 - .. 10,0078 + 13,932 + 2,155

M.i. XXIX
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y —6,0792 el valor de la función en el máximo relativo En
consecuencia las coordenadas del máximo son

)¿ = - 2,155
M (

( y - 6,0792

113 - Punto de inflexión

Para- determinar analíticamente el punto de inflexión se
iguala a cero la segunda derivada

y" = 6 x + 6 = 0

x  _■ 6  
6

y reemplazando en la función primitiva resulta
y - 1) 3 + 3( - 1) 2 +1 = 3

En consecuencia las coordenadas del punto de inflexión son:

f x = - 1
• 1 = 3

En el gráfico adjunto donde se ha representado la función analizada
puede apreciarse gráficamente la posición del máximo y mínimo rela­
tivos y del punto de inflexión - (gráfico 19)

Ejercicios

Como aplicación de los conceptos expresados puede
se el análisis, o sea la determinación del máximo, mínimo y puntos -
de inflexión de las siguientes funciones

y = 3x3-2x2+3x-8

y — x2 - 3x2 + 8x

1140Derivadas sucesivas de diversas funciones elementales
Se ha visto que la derivada enésima de y = x es n { y

las siguientes derivadas son nulas.

En cambio en otros tipos.de funciones como ser

y = o3

todas las derivadas ííon iguales a la función primitiva, es decir es
y» = ex y” - ex C9e y n = ex

Meio XXTX

tipos.de


1X7

En otras funciones las .derivadas sucesivas son cada^ez -
mas complejas como ser f

y » ax y’ = ax loge a ... yn = ax (loge a)rf

Cuando la función considerada es compleja, como ser producto
de dos funciones, o cociente de funciones, el calculo de las deri­
vadas sucesivas puede ser sumamente complicado.- En estos casos -
para efectuar un añalisis es preferible utilizar el procedimiento
de determinar el signo de la primer derivada antes y después del -
valor donde se anula, conforme se indicó anteriormente, para esta­
blecer así si se traía de un máximo, mínimo o punto de inflexión,-
en lugar de calcular la segunda derivada de la función que puede
ser de cálculo muy difícil.
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NOCIONES DE calculo integral

115.- Derivadas y funciones primitivas

. ^n las clases anteriores hemos visto como dada una determina
da función

y = f(x)

como ser y = xn;. y=» ex; y-ax; ya=loge x, etc, podemos calcular
la derivada de. dicha función,, o sea la función derivada.

y que en los casos- indicados resulta
y’zn xn \ y*ze xj y’~ax loge a; y’-r respectivamente.

Hemos visto también que en general la derivada de la función
es otra función que depende también de la misma variable independien*
te, y que a su vez es suceptible de una nueva derivación,, originando
asi las llamadas derivadas sucesivas.

Considerando sólo tres funciones elementales ya analizadas.

y r
Es así por ejemplo:

. - Xy - 'a..
nX

X
y - e .

y» z n xn"^ y’ - ex y1 - a loge a

y»» ~% n(n-l) xn"2
• * • • y ’ ’ • ex y1’-ax (logQ a)2

• • • • •
yn - ni y” :ex y31 ~aX (logQ a)n

Esto nos lleva a plantearnos el siguiente problema inversos
Es posible conociendo la derivada de una función determinar cual es
la función primitiva de la cual procede?

Es indudable que la respuesta a ésto depende del conocimien-
to que tengamos de las distintas funciones y de sus respectivas deri­
vadas. Para poder determinar la función primitiva de la cual procede
una determinada derivada necesitamos conocer la familia o clase de fui
ción a que pertenece.

Así se nos dé por ejemplo:
y» -n x n"

sabemos que la función primitiva correspondiente es

y-xn
ya que efectivamente la derivada de la segunda nos da la primera.

M.i.XXX
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Así, por ejemplo, sabemos que la función primitiva de

yr - 3x2

es y » x3 y la de y1 e ex es y; ex

En forma análoga la primitiva de

ax logea será a*  pues la derivada de esta última nos da la
primera.

Análogamente si nos d'n la diferencial

dg S 4 x3, dx

sabemos que la función primitiva de la cual procede es

y z x4

ya que diferenciando esta expresión obtenemos la anterior.

Esta operación contraria a la derivación o diferencia­
ción, o sea dada una diferencial o derivada determinada hallar la co­
rrespondiente función primitiva se denomina integral, y el cálculo de
las correspondientes funciones primitivas constituye el denominado Cál
culo Integral oue conjuntamente con el Cálculo diferencial constituye
el Cálculo infinitesimal, importante rama del Análisis Matemático.

116.- Notación:
l

Para indicar el cálculo de una función primitiva se u-
tlliza el signo J que constituye una s alargada y se antepone a una
diferencial determinada. Es así entonces,

(4 x3 d x = x4

Corresponde señalar especialmente que la integración es
la operación contraria a la diferenciación y por consiguiente los sig­
nos 0 también d í antepuestos a cualquier función se reducen y
pueden suprimirse. * ,

x » x y df (x) b f(x) dy 25 x3 dx = 25x3dx

Asimismo debe destacarse que el signo integralsolo
debe anteponerse a una determinada diferencial y no a una función o de
rivada.

117*-  Constante de integración:

’ Hemos visto que la derivada o diferencial de una cons­
tante es cero.
M.i, XVII.-
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d xd y

y s xn C la correspondiente

n+1

tos podemos
x^ dx

Mol» XVII

Siendo
re sulta

y es en consecuencia

Expresiones como las anteriores se denominan integrales
indefinidas' y en todas ellas debe agregarse siempre la constante C Se
integración.

xn"’L dx

118,- Integral de una potencia;

x-3
s - _ __

Así siendo y » x4; y = x4 + 5; y h x4 - 8

la diferencial de estas tres funciones es la misma

dy h 4 x3 d x

ya que la diferencial de 5 o de -8 es siempre 0.

Al realizar la operación contraria o sea al integrar,
debemos tener en cuenta este hecho y agregar a la función primitiva
que se obtenga una constante indeterminada que se denomina "constan-
te de integración" y se designe con la letra C,

Es entonces

I 4 x3 dx h x4 + C

dy kJ n

función primitiva.

Aplicando igual procedimiento tendremos
/xn dx e_x±L = C
/ n+1

La integral de una potencia se forma aumentando en una
unidad el exponente y dividiendo por- el nuevo exponente.

Podemos comprobar esta regla hallando la diferencial de

que nos da efectivamente x dx

Como aplicación de los conceptos precedentemente expues
realizar los siguientes ejercicios,

V62L_ C
6

2 53 X3’53
X2’5 dx C X

dx
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Es decir la regla de integración de una potencia se
aplica tanto a exponentes enteros como fraccionarios, positivos o
negativos.

La única excepción es cuando n s -1 ya que en es­
te caso resulta

I x"^ dx z i Z log x •+■ C
X y x e

pues como se ha demostrado la derivada de ]rg x es -i- y en con
*1 X

secuencia la función primitiva de _1_ = x"1 es el logaritmo natural
de x x

M,i. XVII,-
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119,- Integrales Directas

Conforme se ha visto en la clase pasada el cálculo de funcio­
nes primitivas o cálculo de integrales se reduce a conocer las deriva.
Has o diferenciales de las funciones,, agregando a la correspondiente
función primitiva la constante de integración C.-

En consecuencia disponiendo de una tabla de funcioneSj, deriva
das y diferenciales tenemos de inmediato y desmanara directa el valor
de las correspondientes integrales.

Estas integrales que se resuelven en forma directa con solo r¿
corda? el valor de i.as correspondientes derivadas o diferencialeSp se
denominan integrales directas y a continuación damos una pequeña tabla
de las funciones elementales que hemos estudiado en nuestro curso.

120e-. Tabla de integrales directas

Derivada Diferencial Integral

f’(x) ff(x)dx j f! (x)dx s f (x)+C

1 l.dx J d x - x -t- C

nxn<L nxn"1dx j nx^dx- xntC

xn xn dx ) xn d x x - ------
nil

dx dx - (z*  4- G

X X —a log0adx®a>S

1 * x ■ I d x - leg , X 4- c
x X ' x
i

1 -log a. _12E_ log. a f_l.x lo% aslogx-f-C
x e x ® / x • •

« •

«I /
nfíx)11’’’1.^^) nf(xf f’fccMx jnfíx) ~f'(x) dx-

/ , ,n
f(x) ->C

’ ■ . • *

a log a. dxeax log0 a



Función

y - &
f(x)

y - logQ f (x)

Derivada__   Diferencial

f'(z)
f (x)

f ‘ (x) d x
” f (x)

’ “ 12-3
Integral

a d x^f ’ (x)af^x^loge a&x=-í^

/

If’(x)dx _ _ . < _-----—— - log f(x)4fi
) f(x) e

C
En consecuencia daña una determinada integral^ se trata de reducid

la a uno de los tipos precedentemente expuestos a fin de solucionarla en
forma directa, e inmediata, Para ello es conveniente expresar algunas pr_Q
piedades de las integrales^ que a continuación se indican: 

121,- Integral de una Constante por una diferencial

La integral de una constante por una diferencial,, es igual a la c’nst
constante multiplicada por la integral de la diferencial dada. Es así:

Íkc f’(x)d x - K /fF(x)d.x

Por consiguiente toda constante que multiplique o divida a una
tegral puede sacarse o introducirse ¿tentro del signo de la integral se­
gún convenga..

Ejemplos:
1) sea (ax dx

multiplicando y dividiendo por logoa<, resulta una. inuegraj. directa.
 

j"aX logp a dx «

log a
o

M,ieXXXI
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122<,- Integral do una suma o resta de diferenciales

La integral de una suma o resta de diferenciales dependientes de
igual variable independiente es igual a la suma o resta de las integra­
les de 'cada una de dichas diferenciales

Sea. y -j (f’Cx) "t g’(x) t h’(x)\ dx

resulta asi:
y - Jf’(x)dx t J g1 (x) dx ¿ jh’(x) dx - f(x) i g(x) ± h(x)-¡-0

En efecto sean: f(x): g(x) y h(x) las funciones primitivas cprrespon*
dientes a f’(x) ; g’(x) ; yh'(x) respectivamente»
Entonces la diferencial de

y a f (x) i g(x) - h(x) esp como ya se ha demostrado
d y = ^’(x) •+■ g’(x) +-h'(x)^ dx

o integrando ambos miembros

M.i.XXXI
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x dx - ta + b)
logQ (a+b)

6
- JL- 8x 4- 6 log (x) 4- C
“ 2 °

Mfli0XXXI
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123- METODOS DE INTEGRADION

í* a aplicación de los teoremas precedentemente expuestos
permite solucionar o resolver numerosas integrales, ya sea multi­
plicando o dividiendo por constantes apropiadas a objetó de trans
formar la integral dada en una integral directa o bien separando "la in
tegral dada en la suma o resta de dos o mas integrales mas simples*

Existen además procedimientos o métodos de integración -
que facilitan la resolución de integrales, mediante la transforma­
ción de la integral dada en otra.- Dada la índole del curso nos re
feriremos exclusivamente a’los métodos más elementales y de mXs co
rriente y usual aplicación.

•^■24.- Integración por sustitución de variable.

El método de integración por sustitución de variable, con:-;
siste en, dada una determinada integral

/Al)

expresar en forma conveniente la variable pC en función
de otra variable cualquiera / .. etc.- Tal sustitución debe realiza^
se no solo para la función sino también para la respectiva d¿
ferencial: d x * . ,

✓

Resulta en consecuencia, luego de realizada la respectiva
sustitución, que la integral anterior es equivalente a otra del ti­
po de

J/(z)dz

que debe sér lógicamente o directa o de resolución mas simple que -
la primera,- Resuelta esta integral, la función primitiva que se -
obtiene f (Z) + C es una función que depende de la variable £
En consecuencia para hallar el resultado final es necesario volver
a expresar en función de la variable X el resultado obtenido.

Ejemplos
1) X3 x ^-4>3 _ d z

» j, 4 2. « . • d x ~ - ----
hacemos 3 xf4 5 Z • • dZ*  ¿(3x 4) - 3 dx 3

y expresando Z en función de la variable X resulta
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haciendo 7 jg +* 4*Vt

d u i d (7 x *4) * 7 d x •d x 1 -- ---

125,-  Integración ñor partes

Siendo - y “ a v donde a z (x) v z g (x)

hacemos - x - “ d x da

resulta , , ’
•y? r u v‘ v a’

y también d g * a . d v ^v.du

Integrando ¿nabos niieníbros se obtiene

Fórmula ésta denominada de la J^e’ració^por^artes^^q^^permi-
te expresar una integral dada comP,e°1|]lient0 d9 la integración -
una nueva integrax.- F®^a q , integral debe ser lógicamente mas -
por partes sea eficaz la nueva
simple que la primera,

En caso contrario no es adecuado el procedimiento y debe
acudir se a otros métodos para su resolucl n.

Aplicaciones

1) /5.og x,d x
/ “e

hacemos logp x - u
• » *

Mtl. XXXII.-

’ d v * d x
• «
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z En este caso la integral hallada no es directa, pero sí es
mas simple que la original ya que la variable X figura elevada a la
primer‘potencia. Esta integral ya ha sido resucita como ejercicio ntf
mero 2.-

Resulta así

En resumen, la regla de la integración por partes puede ex­
presarse en la siguiente forma: la integral d®1 Pr<^ucto de una
ción por la diferencial de otra es el producto de ambas menos la intfi
gral de la ya integrada por la diferencial de la otra,-

Ejercicios
Resolver las siguientes integrales indefinidas
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Dada una determinada función continua
rd = | (-X)

en un determinado intervalo (a;b) cuya representación gráfica se da
adjunta y Snos proponemos calcular el a'rea o superficie comprendida •
entre la función 1 ('TQs el/bje tie las X y dos ordenadas correspon­
dientes a los valores de abscisas a y b respectivamente,- es decir
¥ Y & (b) s y denominan-; F al área buscada,-

dividiremos para ello el intervalo (a,b) en /YL divisiones
(FIGURA 20d 

b - a
n

que simbolizamos por A X y que constituyen la base de rectángulos
inscriptos cuyas alturas simbolizamos por ‘ ’ 'Jj/n-v Aná­
logamente trazamos rectángulos con igual base y con alturas . 'ty, .

. respectivamente,- (Ver Figura 20) v 0

Indicando por s el a'rea de los rectángulos inscriptos y por
el área de los rectángulos de igual base pero de altura máxima -

exterior a la figura resulta evidentemente la siguiente desigualdad

s < F << S

Por su parte es 11
5y, 6 * ú *+ 1 4 *+' A71

í a su vez resulta
Ab •

o Es indudable que a medida que AX disminuye, la diferefi
cía O -Ó entre .el área por exceso y por defecto puede hacerse tan -
pequeña como se quiera, definiendo un área F. mayor que 3 y menor
que 3.

\
Resulta así en consecuencia cuando

A X —> 0

y tomando como altura
tro de cada intervalo

de cada rectángulo una ordenada cualquiera dejj
parcial, en el intervalo total (a,b) es
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Resulta asf la siguiente definición de una integral defini­
da:

En consecuencia el ¿rea o cuadratura de una determinada fu¡j
ción continua se determina mediante una integral definida

Integral de (tQ entre a y b es el límite de la suma de -
los productos obtenidos7 multiplicando cada uno de los intervalos par
cíales en que el (a;b) se divide? por uno cualquiera de los valores
de la función en el mismo? al tender a 0 la amplitud de todos.

0 sea? es

. A7 —> 0
127.-  Definición de integral definida

128.-  Cálculo de integrales definidas

Consideremos la integral
Z?í A
/ t W - F C*)  + C

donde F es la primitiva de y

Si considérateos ahora la integral

A" I (Tí) cítf - F + C z 0

~^O, f ‘
desdé el momento que el área comprendida entre a y a es lógicamente
nula.

En consecuencia es
F ( cA +■ C = 0 C = F ( ób) y por lo tanto reemplaza^

do la constante de integración Q> por su valor hallado resulta

y en general es por lo tanto 
areciendo’así

en las integrales definidas la constante de integración C • 

Melé XXXIII
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a

n En consecuencia el área limitada por el eje de las x, la
función ('X) y las ordenadas correspondientes a las abscisas a y b
es la diferencia de valores que toma en b y a la función primitiva
de (tQ*

Esta diferencia puede expresarse simbólicamente así:

129,-  Cuadratura de una recta

Cono aplicación práctica de estos conceptos consideremos
la función ¿ 7( es decir una recta que pasa por el origen,- Cojq
siderénos esta función para valores de "y conrorendidos en el intervalo
0 a 5,- 1

Para = Q np 0 para yf = 5

Cono puede' apreciarse el área o superficie comprendida en­
tre las abcisas 0 y 5 la función y el eje de las X representa un -
triángulo rectángulo cuya base es 5 y su altura 10 Ver figura Nc
21 adjunta, q

Por geometría elemental sabemos que su superficie O es -
igual i

n _ p x _ .z/o X ¿T - y

Aplicando integración definida resulta
x -- r -- p j'x zs

k ¿ / o > 0
resultado coincidente con el de la geometría elemental,-

su altu-
En el mismo ejemplo anterior, ^1^|ryr‘5S(Ver1FlguraSN0 21)

fióle conprendida por la xecta y las absc^s2j (Ve am_
vemos que se trata de un trapezoxuc ~
ra 5-2 =3 y su base menor X 7 "Z . • * -c - /

resulta asi’ geométricamente
r- B t h 'JO + ■■ 2 - * ¿

y por cálculo integral $

r¿V.?,Í3T o•? r* *> OÍ.RC IdCHÍO 9 ••

XXXxX.C®*"



132130.-  Cuadratura de la parábola

Sea la parábola q- 7f ' nós proponemos hallar el áren com
prendida entre la función,días abscisas 1 y 4 y el eje de las % -
Ver Figura N2

que es el valor del área buscada,-

En este caso solo podemos acudir al cálculo integral para -
hallar esta cuadratura

131 • - Propiedades de las integrales definidas.
Es f M

bA -FM - F(J>) - -J fach

resulta así?
/ Í(/)cí/ - - í

Toda integral definida de una función es igual a la integral
de la misma función con los límites invertidos y con signos contrario»*

Siendo a < h < C < cL < ^es

ya que es:
F (e) - F (a) « F (b) - F (a) + F (c) - F (b) + F (d) - F (c) + F (e)-

F (d)

132.-  Ejercicios con integrales definidas.
Consideremos la cuadratura deequilátera ¿/ ' X*

cuya representación gráfica figura en el gráfic

Mci. XXXIII.-
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Y en general es

b
á-

b_
a.

Si dentro de un determinado intervalo (a,b) la función es positiva -
en un intervalo parcial y negativa en otra, la integral total entre
(a,b) expresaría la suma algebraica de las superficies parciales.- -
Esta suma podra ser posiv"*'  ’’K o negativa según ios límites de

la integral

Ejemplo: Sen la recta

Sea la integral

4 cuya representación se di¿ en el -Sen la' parábola
gráfico NQ 5 (jíag. 74

1 Cono aplicación de los conceptos analizados resolver los alguien-
tes integrales definidas:

M.i. XXXIII.-
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FIGURA 20

M.le XXXIII»-
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NOCIONES DE ESTADISTICA
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133.-  Concento y definición
ííl concepto- y la definición do "estadística" ha experimen­

tado una gran evolución a través del tiempo. La palabra "estadística"
fué usada por primera vez en el año 1748 por un profesor do Política
do la Universidad do Gotingia: Godofrodo do Achenwall quien definió a
la estadística cono ciencia cuyo objeto es el conocimiento do las C2
sas públicas y el ensoñar los medios para percibir las relaciones quo
hay entre ellas siempre quo sean dignas do notarse.

La palabra "estadística" otimológicamchtb proviene do "Es­
tado" del latín "Status" y en sus comienzos so refería exclusivamente
a descripciones dol carácter literario do las principales activida­
des del estado: su organización política, población, situación ocon,¿
mica, etc. Posteriormente ostos aspectos fueron complementados con
dqtQS numéricos a medida que so dispuso do los mismos y esto oroginó
la croaci3n~dc dos tendencias dentro de la flamante estadística uni­
versitaria alemana, las do aquellos que proferían ol empleo en gran
escala de cifras o datos numéricos y aquellos que se inclinaban por
las descripciones paramento literarias sin uso do cifras.

Si bien los conceptos sobre la estadística universitaria o
gubernativo., en Alemania, son importantes dentro del desarrollo hist^
rico1 do la materia y fundamentalmente dol punto do vista etimológico,
revisten igual importancia, en lo quo se rofiero al contenido actual
o moderno do la estadística, tros acontecimientos que ocurrieron casi-
simultáneamente, ontro los siglos XVII y XVIII en el rosto de Europa*
Ellos son:

12.- La creación dol cálculo de probabiUd^des ocurrido en Fran­
cia, en ra.zón do problemas y consultas formuládafe a destacados matem^
ticos como Blas Pascal y Fornat por jugadores, especialmente jugadores
do dados.

Estos problemas, vinculados a los juegos de azar, y algunos
do los cuales son clásicos dieron origen al estudio e interés de grajjd
des matemáticos y al solucionarlos crearon los fundamentos del cálcu­
lo de probabilidades, baso científica sobro la cual so ha edificado la
moderna, estadística matemática.
2e,- La realización de censos y la compilación do datos numéri­
cos, especialmente demográficos, realizados con carácter publico y con
fines de estudio y conocimiento gonoral y científico, en Europa y en
Estados Unidos. En Suocia en 1749 so levanta ol primor conso y desde
entonces dicho país es modelo de organización estadística,

Estados Unidos roaliza su primor censo en el año 1790 y a
partir de dicha focha ha continuado realizando censos generales cada
dioz años, on todos los años calendarios terminados en üero. El últi­
mo censo levantado por los Estados Unidos fué el Décimo Séptimo Ganso Dece
nal llevado a cabo ol 12 do abril do~1950. El próximo censo será el
Décimo Octavo y se levantará on ol año 1960.

En otros paísos europeos, empiezan también on esos años a r^
copilar datos estadísticos on forma oficial y rogular y os indudable
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?í?o¡1co??ectSs0ha°factivado ^antaiente^^0-”1 •?? y ,da^
na estadística. S ancternentG Q1 desarrollo do la noder— -

nriñcipalncSt^donopMfíeaq ?r410Jas investigaciones estadísticas,
principalmente demográficas. en Inglaterra con Graunt (1620-1674)v ar?
escuela de aritméticos políticos, que fueron los primeros en analizar
datos estadísticos correspondientes a natalidad y mortalidad, ponien­
do de manifiesto y en evidencia ciertas regularidades y relaciones
fundamentales con respecto a los mismos. Para ello aplicaron métodos
estadísticos elementales, promedios, etc., dando así fundamento a la
teoría estadística.

Estas^distintas investigaciones, realizadas aproximadamente
en los mismos años, en diferentes países y con distintos propósitos
y finalidades han formado los cimientos sobre los cuales se ha cons­
truido posteriormente, y en épocas más recientes, la teoría estadís­
tica.

134.-  Evolución de los censos
LóS Recuentos b 'Cénsos. principalmente de población, son

tan antiguos como la humanidad aún cuando los primitivos no tenían
igual finalidad que los actuales censos ni se realizaban con la mis­
ma técnica.

En Babilonia se hacían recuentos de la población 3 a 4 mil
años antes de Jesucristo -y en China se efectuaban censos parciales
desde fechas similares. Igualmente los faraones en Egipto ordenaron
recuentos en diversas ocasiones a partir del año 2.500 A.J.C..

En la Biblia existen numerosas referencias sobre censos de
Israel, efectuados por Moisés, David y Salomón, generalmente con fi­
nos militaressdeterminar del número do varones en condiciones do tonar
las armas*.En  ol llbno do los Números (Pentatenco) hay referencias a
un recuento que dió 800.000 censados y donde murieron ?0e000 por la
peste.

Con los romanos adquiere ol censo su mayor importancia -ya
en los primeros tiempos de liorna se contaban las familias por los hog¿
res o fogones-. Posteriormente el censo llegó a sor una institución
regular? y permanente realizándose censos cada 5 años.

Servio Tullo estableció en ol ano 197 la obligación de todo
jefe de familia de inscribirse en la circunscripción (tribu) donde t¿i
viese su domicilio, debiendo declarar bajo juramento ol nombre y la
edad de su mujer y do sus hijos igual que su fortuna. jjOS. que no ha­
cían esta declaración (inconsus) oran severamente castigados.

El responsable o encargado del censo ora el censor, cargo
de elevada jerarquía en Boma# Los propósitos del censo romano eran dls
poner de datos sobre servicio militar y pago de impuestos^ lo que cou
tituyo la diferencia primordial con los censos modernos.

Los censos romanos permitían además clasificar a los ciuda­
danos en clases o categorías según su fortuna y consultaban así la b¿
se del gobierno. También' en Boma se registraban de nodo bastante regu
lar nacimientos y defunciones.

Durante la edad media no so realizan censos generales. Solo
existen descripciones o inventarios do países como ol Domosday Book
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H?®01® áe/ot?sV° " 'Achenwall denominaría "estadística".’ P° eSte qUe ade^ante
0

pn se levantcí en la provincia de Que
? en Estaos UnWoí en ?™nPa S„°ia lesanW su prirar oen3° ®n
y en staaos Unidos en 1790 se lleva a cabo el prieer censo.sien

do este el país que nás se ha destacado por la continua regularizó0
y periodicidad de sus censos decenales*

En Inglaterra el primer censo se levantó en 1801 y desde
entonces cicho país los realiza en los años terminados en 1,

Hasta antes de la última guerra mundial muchos países eu­
ropeos como Italia, Francia y Alemania realizaban censos cada 5 años
es decir en períodos quinquenales.

En nuestro país se han realizado 4 censos generales:el lo
en 1869; el 22 en 1895; el 32 en 1914 y el 42 en 1947, Además de es­
tos censos generales se han realizado censos parciales como ser los
censos agropecuarios, el censo industrial, los censos municipales y
provinciales, etc.

. . Para ser eficaces, los censos deben ser periódicos, es de­
cir con intervalos constantes y llevarse a cabo en lo posible en i-
gúal fecha para facilitar comparaciones. Además deben darse a publi­
cidad en forma total y en breve lapso para que sus datos no pierdan
actualidad,

135,-  Def:ljiSc¿<5n de estadística
El*  profesor Dr. F,W,Villcot ha publicado en la Revue del

Institut International de Statistique (vol.3 año 1935) una lista con
más de 100 distintas definiciones de "Estadística"desde la de Godo-
fredo de Achenwall hasta las actuales.

A través de est® Pp^a£° palabr^estadística yw^defln?-
ci^y né^qu^ésío^ef^I^aeifnes en el concepto de -t^ciencia.

Bn la actualidad el térnlno "estadística se ..pxi p
dos siguientes conceptos:

, riaínq numéricos relativos a un fe—12.- Para designar un conjunto de d ros defunciones por cáncer
nómeno dado. Por ejemplo: estadística exportaciOnes argejj
en la ciudad de Buenos Aires, estad rid te los últimos 10 años,
tinas de trigo, por países ios réditos por escala de rá
estadística del producido del i-P VQntas mensuales de una empre-
ditos; estadística del inporte de las venx
sa, etc. . ,_

¿ n n,xtndo científico relacionado con los2ü._ Para designar la rana ^J.“¡°ias propiedades de problemas de
datos obtenidos contando o mi
fenómenos naturales.(1) •

, ap nn coniunto de datos numéricos laSe advierte así aue^^enu!?4nificar simultáneamente, y sin
palabra "estadística" hapaaaaO a ^gni de m¿todos científicos y pr^,
perder la acendón anterior, al c J correcta interpretación
ceñimientos dé análisis utilizados para
de dichos datos.

ai thpot'v oí* Statistics •• Vol< I pást2«■(l)o- M.G^Kendall - The Advanced Theory oí
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Se puede apreciar también que en el método

interesan las características individuales sino
tivos de la “población” considerada 1 1 1

estadístico no
aspectos colec-

136,-  Mé t ocio e s fyid í s t i c o
estadística consiste en la exposición de loq mé-

toa°5+a?ta<3ísti?os! ?or tótodos estadísticos so entiende el conjunto
ój métodos y principios que regulan la recolección® análisis® comna*
ración, presentación e interpretación de datos numéricos.

teoría estadística ha tenidos un desarrollo muy recien-
basa principalmente en el cálculo de probabilidades y en el

anáfisis matemático. En tal sentido puede considerarse a la estadís­
tica matemática como una importante rama de las matemáticas aplica­
das.

Si bien la teoría estadística es reciente, su desarrollo
ha sido tan intenso, especialmente durante el presente siglo que en
la actualidad es prácticamente imposible abarcar todos los aspectos
de la teoría y de sus numerosas aplicaciones.

137•- Las aplicaciones del método estadístico
"Los métodos estadísticos se apliban en casi todas las for­

mas de la investigación científica y en todas las etapas de la misma.
La estadística metodológica da normas para la obtención de datos ex­
perimenta les, para su compilación y exposición, para el cálculo de
sus características, para su análisis científico y finalmente para
la obtención de conclusiones o leyes con respecto a dichos datos.

Considerable aplicación del método estadístico se realiza
en las ”ciencias económicas” en general y para el análisis y trata­
miento de las series económicas la estadística dispone de métodos es
pecialmente adecuados, que dan origen a la denominada ”econonetfía *
Dentro de estos aspectos es muy importante la teoría de les números
indicadores ó' números índices, que da las bases para la elaboración,
com>truco? 5n y uno de los números índices, y a cuyo estudio daremos
particular importancia.

La aplicación de los métodos estadísticos a la población,
origina la demografía, importante rama para los estudios sociales y
económicos, Igualmente la aplicación de métodos estadísticos en el
estudio de los fenómenos vinculados con la duración de la vida huma-
n-, y en general' la aplicación de dichos métodos a la Biología origi­
na la Biometría,

También los métodos estadísticos y el cálculo de probabill
dades tienen gran aplicación en las modernas teorías de férica supe­
rior, en lr mecánica nacional y ennneteorologia.

En las investigaciones agronómicas y biológicas la estadía
tica y sus métodos constituye uno de los elementos básicos de las mía
mas.

Esta vinculación de la estadística con tan diversas cien­
cias ha sido mutuamente provechosa, pues gracias a ella y a la gene­
ralidad de aplicación de sus métodos, la estadística metodológica ha
recibido aportes de distintas ciencias e investigadores.

El considerable incremento y desarrollo de la teoría esta­
dística 12Lto los últimos 50 años se debe a la acción de investiga

M 4 v r ------- -------------------------
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dores de distintas ciencias: Matemáticos, especialmente en cálculo
de probabilidades; astrónomos como Laplaóe y Qharlier; investigado­
res en biología y especialmente sobre la teoría de la evolución y
las leyes de herencia como Sir Francis Galton y su continuador el
profesor Karl Pearson uno de los creadores de la estadística metodo­
lógica; actuarios como King y Gempertz; economistas como Jevons Lexls
dexis la escuela de Harvard; demógrafos? investigadores en el campo
de la agronomía como el profesor Ronald A.Fisher, etc.

Gracias al esfuerzo personal de estos sabios e investigado
res la estadística y sus métodos se han desarrollado y continúan de­
sarrollándose prodigiosamente,
138.- División^de la Estadística:

La división más corriente de la estadística es en: 1) Estadís­
tica teórica, metodológica o matemática y 2) Estadística aplicada ,
Otra división de acuerdo al grado de conocimientos que se requiere,
es la siguiente, aplicable a la estadística teórica: 1) Estadística
elemental, 2) Estadística superior o avanzada.

En la actualidad todas las distinciones de escuelas como
seri oficial o gubernativa, matemática, descriptiva, administrativa,
etc, han sido dejadas de lado. Como dice el profesor Conrado Gini en
un tratado de Estadística solo existen la escuela de los que se de­
tienen a medio camino o lo recorren todo, aún cuando, agreguemos no­
sotros, el camino no tenga fin.

Esto origina la especialización de los estadísticos^o^esta
dígrafos en distintas ramas o ciencias ya enumeradas: Econome^r..a,
Biometr-ía, Demografía,. Estadística Censal, Estadísticas vitales,
cálculo do probabilidades, Números Indices, etc,
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339o- Teoría de le Clasificación

La clasificación estadística se ha basado en la teoría de
lai clasificación de la lógica y especialmente en la denominada "ál­
gebra de la lógica"0

Dentro de la clasificación estadística puede destingu.irse»
siguiendo al profesor C0V,L, Charlier» la clasificación homógrada de
la olasifjcación heterbgradae

En la clasificación homógrada se divide a los elementos -
de un ccnjunto'particular aue constituye el denominado Universo es-
tadlstico» y cuyo total de elementos se indica con la letra en -
dos clases distintas; Aquellos qué poseen un determinado atributo -
(A) y aquellos que no lo ooseen (\

Re sul ca a sí
N - (A) +(C/.T )

y la cíasif1c?. clon resultante se denomina "clasificación dicotómica.

versa
En la clasificación heterógrada se considera y mide la di-

ntensidad (variable) con que se posee un atributo o las dis­
tintas cualidades del mismo»

140,™ Atributos
Los atributos por su parte se clasifican en cualitativos -

y cuantitativos*  Los atributos cvalitativpff ■'especifican cualidades
do un sujeto y so caracterizan por no ser stsceptibj.es de medida»- -
Ejemplo: ol sexo - varón o mujer» el lugar do nacimiento: Argentina»
Uruguay» Chile» eu’c«>**  El estado civil: solteros» casados» viudos »
etcQ-

E1 aspecto numérico en los atributos solo surge al efec­
tuar un recuento en el universo considerado: tantos varones,) 70 ar
gentinos 15 solteros- etc, . 

Son atributos cuantitativos, aquellos susceptibles de medi­
da y cr,ación en forma directa e inmediata y cor su propia natu­
ra loza; Eje-molos: la edad» la altura» el poso» el sueldo» etc.

Los atributes anteriores son cuantitativos continuos^ _pv.es
dados dos va loros "cualesquiera admiten siempre un valor intermedio.-.
Existen también atributos cuantitativos discontinuos que solo admi­
ten determinados valores particulares» oor lo genera~ valores enteros
Ejemplos: ol número dQ hijos tenidos por una mujer; ol numero de miejj
bros do la familia; el número do pisos de un e clf^cio; ol numero e
cuartos do vna casa» etc.

stsceptibj.es
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. « A etnas, Q4S0r susceptibles desmedidas los atributos cuanti-
SQ G^r9Cí?rÍZ£'n*D?r la nI,°DÍ(3¿afl de sor comparables dentro

A a Q L Vn í?nell0Sr Asl ^n0030 d° 80 kilos GS igual a ños de 40*
° 0 1 kilos ca^a uno#- Una mujer que tiene 4 hijos tiene el -
oblo e hijos de otra ove tiene dos0 y la mitad de otra que tenga

8 hijos*  etc.

Se advierte dQ inmediato que los atributos cualitativos
no gozan dQ la uroniedad de comparación: Sg posee o no el atributo
^o puede decirse que una persona es 3 veces mas soltero que otro*
o que 1 japones equivale a 3 chinos*  otc,-

Tanto los atributos cualitativos como los cuantitativos
pueden ser objeto do una clasificación horiógrada o heterógrada,-
Así sea la nacionalidad el atributo cualitativo considerado.

Clasificación homógrada s Argentinos y no argentinos

Clasificación heterógrada: Argentinos,» Uruguayos,, Chilenos,,
etc.

Esta última clasificación on vaíias "clases" d©^un atribu-
. to cualitativo se denomina on Estadística Clasificación Múltiple,

En un atributo cuantitativo también pueden aplicarse ambas
clasificaciones.

Clasificación homógrada: menores de edad y mayores de edad;
altos y bajos*  ote.

Clasificación heterógrada: de 0*  dg l„~dg 2*  de 3 años etc.=
o clasificación por grupos de edades: de 0 a 5 años; do 5 a 10 años*
etc,

S© advierte que en general una clasificación dicotónica de
un atributo cuantitativo es oobre y no refleja las distintas varieda
dos o clases.

Toda clasificación múltiple puede transformarse siempre en
clasificación dicotómicaB bastando para ello considerar la presencia
4e una cualidad determinada y su ausencia*  o atributo contrario.»
Ejemplo: A: solteros no solteros; B: católicos y/i: no católicos;
etc. ’

Las clasificaciones múltiples son en general largas y difl-
ellos# y 4Qben incluirse en las mismas to^as las clases posiblos0—
Esto es especialmente cierto en las clasificaciones por profesiones
u ocupaciones*  por rama do industria o actividad*  por lugar do naci«
ciento, por religión*  etc,

141,-. Limites on la clasificación

Uno dQ ios aspectos auo dobo considerarse especialmente on
toda clasificación os la fijación do limites precisos oara las distin
tas ola sos on quo so subdivido el Universo,- Dentro d0 las diversas

M.i. XXXV.-
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. Hn nuestro curso no entraremosbadas las caractoristic cualitativos quo da origen
a considerar el estudio ¿e los atr c tingencia y nos referiremos

ti?,.!?’1’ £ ™son 1os qua “s ln’■ o .j". s x ve non te a ios 1
corosan on Números Indices.

a. « 4-<+-«Mvo cualquiera. por ejemplo odad. pusUn atributo CUS5tÍt,«inrns desdo o on acolante hasta l^u 6
4o tomar infinito número *o  valores "es o
más años.

„ ia n-rnosicián Ho la respectiva distrlEs indispensable para V £ Qf0Ctuar un egrupamicnto
bución ño frecuencia o ferie f ct0 un determinado intervalo ño
previo *ol  atributo, eligiendo al efecto un
clase. ñor ojómele el año como

14?w- Intervalo dp cía so
, - 0 os la amolitud con que so toma al atriEl intervalo de ciase uo

, , necesario on cada casn determinar en forma precisa, los
limitos y el contenido dG cada clasificación, dg modo que en caña
caso se sena. sin dejar duda alguna, donde se incluye cada une do -
los elementos que constituyen el llamado Universo.-

Para los atributos cuantitativos existen ciertas normas.
que veremos al estudiar ol intervalo de clase, y quo provienen al­
gunas de ollas dG convenciones establecidas en Congresos do Estadio
tica, ñor las cuales so soluciona en forma exacta y matemática esto
problema, pero desde luego esto no se aplica a los atributos cuali­
tativos dnndo los problemas son difíciles y requieren la aplicación
de un criterio particular para resolver cada caso.-

Asi. y como simple ejemplo, en una clasificación dicotó-
mica ?or origen y alfabetismo se puede clasificar a la población on
argentinos y extranjeros y en alfabetos y analfabetos.- Poro dg inn&
diato surgen las dudas o aclaraciones, bonde figuran los naturali­
zados? Como se consideran
j los semialfabetos. es decir los que saben leer y no escribir? -
bonde se han clasificado las personas de origen desconocido o do alfa
betismo no declarado? etc.

'?e puedo apreciar que en una clasificación compleja por
otros atributos cualitativos como ser profesores, ^anualidades. ra
ligirn. rama de actividad, etc. los problemas de esta Indole que so
pueden plantear son mucho mas numerosos, y difíciles y requieren on
general declaraciones previas y precisas fel criterio que se ha se­
guido en la elaboración de la calsificacion.

En la elaboración de Números índices la aplicación do es­
tos concentos requieren ol conocimiento dg ios artículos que se in­
cluyen en el índice, de los orecios elegidos: mayoristas al detalle.
etc0 y la fuente de las cotizaciones y ponderaciones, asi como de j.cs

procedimientos dg calculo emoleadns.-

3.42,- Uestribuciones *g  Frecuencias

Mol0 XXXV.-
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so lo elija do acuerdo a las

tato en una serie *e  frecuencia . En general para una correcta con-
paraci .n entre las frecuencias correspondientes a diversas clases es
conveniente que el intervalo de clase sea constante - So simboliza
usualmem.e ñor la letra h y~en una distribución ñor erados puede ser
igual a x enop 5 años5 10 años etc» según
conveniencias do la compilación,

En una distribución oor alturas h s 1 era, h = 5 envete.

144 c - Centralización dpi interval o

Para la realización ¿q cálculos en estadística es necesa­
rio realizar la centralización del intervalo de claso^ es docir a-
signar un valor único do atributo a las frecuencias correspondientes
a una determinada cía se»-

Ejemplo: 

0 - 10 5

10 - 20 15

20 - 30 IT 25

Es dQCir SQ asigna el valor central del intervalo^ lo cual
es correcto siemore eue la distribuciAn no sea irregular o que por lo
menos no existan razones para suponer una distribución irregular on
cada claseo

Tal puede ocurrir oor ejemplo con una distribución do falla
cides oor grupos de edad. En tal caso seria erróneo atribuir al gru­
po de edades:

0-10
f

un valor central de 5 anos ya que debido a la mortalidad infantil -
el valor representativo de dicho grupo es muy inferior a 5 - Esto
significa que la centralización del intervalo debe realizarse con
un previo análisis de las circunstancias on cada caso.-.

Otro de ios aspectos que deben tenerse on cuenta es la fija
ción 4q limites precisos en el intervalo de clase,) Asi esp por con­
vención:

0-10 = O x < 1°

10-20 = IOZ x < 20 etc.

os docir una frecuencia cuyo valor atributo sea exactamente 10 se
incluye en la- segunda clase y no en la primera.

14 - N otacien en serios dp frecuencias

So indica en general por los distintos valeros quo toma
una variable constituida oor un atributo cuantitativo cualquiera por

las respectivas frecuencias por N ol número considerado Por
Tuf j vw^rr
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las respectivas frecuencias relativas

Resulta asi

XI = ; Xg $ x3 ; •.. Xn

Yi c ! y2 ! y3 ’ ••• Yn

P1 " PX 5 P2 ! P3 ¡ ••• Pn

146,» Media aritmética

Una distribución de frecuencia, por sí sola, no permite a-
prociar en forma directa e inmediata las características la nisma<«
Así por ejemplo, si nos dan dos cuadros estadísticos con xa istribu-
ción cor edades de la población de Buenos Aires y e aris, según los
últimos censos nos será sumamente difícil sacar conclusiones o efec­
tuar comparaciones con el simple examen *e  las dos tablas,- 1 raspea
to debemos tener en cuenta oue los dos universos ifieren en un tot 1
y en.su comparación cor sexo y edades.-

Si Qn cambio sabemos aue la edad media o media aritmética
de las edades d0 la población dQ la Capital Federal es e 25 anos,
mientras aua la edad media de la. población do París alcanza a 35 anos,
dispondremos ya dp una característica o valor signalético gue nos pez
mite establecer cual es Ta pbblacióiTmas joven y en cuanto difieren
las edades en las mismas,-

Entre los distintos promedios que van a estudiarse, corresT>cn*o  destacar a 11 media eritaStlea auo so define cono la suma do
los productos do los distintos val“08 X^oTl^s^^tel1^! fre-
por sus respectivas frecuencias y dividido cor la suma total ,e fro
cuoncias, os decir el Universo N,-

Tiene en consecuencia una definición rigurosa, se basa en
todas las observaciones efectuadas, se presta al célenlo algebraico,
os un promedio claro y sencillo y so puedo calcular con facilida y
rapidez.

La expresión analítica dQ le media aritmética es:

en.su


Pi 5 yt r = n
' ....... II I X

N

147,- Propiedades de la media aritmética

Para el estudia y análisis dQ la media aritmética y sus
oroDie^a^es utilizaremos la expresión

|vj <x) = y xiPi
1*4

148©- Media aritmética de una constante

M (?) -- E |< a = KL--K
l.z1 L

La media aritmética de una constante K es igual a dicha
constante,

149.- MQdig aritmética d0 una constante por una variable

M(kx¿)= r (Kxí)Pí • K E Pe - K M(x)
¡,d L-1

ido4í3 aritmética de una constante oor variable es
lr<ual al producto de la constante oor la inedia aritmética de la va
riable©- ’ ’•
15Oe~ Medía aritmética de la suma o resta de varias variables

Sea M(xi i2b T-W) £ (yi+-2;- ) Pi '

E ZéP t É vvcR = M(x)t M(i)tM(w)
í

La media aritmética *e  la suma o rosta de varias variables
es igual a la suma o rosta las medias aritméticas de cada varia­
ble.
151.- Media aritmética *e  los desvíos *e  una variable con respecto

a su media

M0io xxx\\.-
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Sea

M donde X1 -
o deferencias entre los valores
tica • -

M (x) = X reorosenta los desvíos
de una variable y su media aritiné

Es M (x^-MCx) - M (x) - M (m(x)J s M (x~) - M(X) - O

r ¿ (X;-M(x)) p¿ = I Pe - o
7 1 = 1 v ' l.-'l

La media aritmética de la diferencia o desvio de una va­
riable con respecto a su media aritmética es igual a cero.-

152• - Medja aritmética dp los desvíos de una variable con respecto
a un origen árbitrafrlb bualqüiefré»- '

Sqs m un valor arbitrario cualquiera de la variable X - y

m - M (x)

M (x -TTl) r M (x) ' M O'1) '• M 0*0  - Tn. - ít

Resulta asi

M c X ,a) £ (z - 8 - M í*)  ■™
L-1

Por lo tanto la media aritmética dQ los desvíos de una va
riable.

Con resoecto a un valor arbitrario es igual a la diferen­
cia entre la media aritmética y dicho origen arbitrario.

De la exoresion anterior resulta

M (x) - -£ (/i.-™) +m
I, * 1

fórmula 4sta ouo infles ol valor la ma^i*  aritmética flesrta un orí
gen arbltrario.-

M. i.XXXV



153/- FORMUIiA DE LOS PROMEDIOS

148
36 conferencia
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j. . denominada general de los promedios, considerada en
clases anteriores, tiene como expresión analítica la siguiente

y da, para distintos valores de la variable h los distintos promedios
Así para h ~ 1 es

n •' • ....................
>- ■- xi P1 x M (x) es decir resulta la media arítmé

i~=~l --
tica que® ha analizado en la clase pasada

Para h - 2 se obtieneM

' \ " 2M2 Z \ / x i pi expresión esta' que contribuye

isl .

la' media cuadrática y que tiene'gran aplicación en el caso de varia­
ble s que toman valores' negativos, pues al elevar la variable al cua­
drado todos los valores son positivos evitándose la compensación en­
tre valores positivos y negativos que se produce con la media aritmé
tica.

.......... Por tal propiedad se la utiliza cuando se trata de pro
mediar'desvíos\" siTridb justamente la media cuadrática de los'desvíos
o de^íoínedíó cuadrí^to una de las más"importantes características dent’fo
de los valores sígnale tic os que estudia la Estadística Metodológica.

M.i
LV



que es la expresión analítica de la Media Armónica»
cuencias absolutas la expresión anierÍor~étT—-------

149
Utilizando fre­

ír
M —1 Í5S 

Para h-0, resulta conforme se demostró ya anteriormente
(punto 108 página 107 a 109) 

Mo

expresión ésta'que corresponde a la Media Geométrica Si utilizamos
frecuencias absolutas, se obtiene

77 n - yi
Mo = V/Ü1 Xi

■ Siendo la función Mfo función monótona creciente con re­
lación a la variable h, por ser un derivada siempre positiva, resulta

M-l < Z. < ^2

Desigualdad que nos indica que la media armónica es me­
nor que la media geométrica, esta a su vez menor que la media aritmé
tica, y la media aritmética, por su parte, inferior a la media cuadra
tica.

Por su importancia dentro de la teoría de los números íf¿
dices analizaremos en detalle la media armónica y la media geométrica.

154- MEDIA ARMONICA

La expresión analítica os

n

X yi
i - 1

M n Z --------------- que se conoce como media armónica pondera



dad
es

n

n

xi

la la vari£

155 MEDIA GEOMETRICA

71

Si consideramos y¿ “ 1 es 

que es la expresión analítica de la media geométrica simple

reali-

+ yn log xn
NN n

nn

ca de
ble.

Puede definirse asi a la Media Armónica como la
Media Aritmética de las recíprocas de los valores de

que corresponde a la denominada media armónica
simple. -------

log Mo

log.Mo

Mo

El cálculo práctico de la media geométrica debe
zarse mediante la utilización de logaritmos» Resulta asi

q, 150
oí consideramos que las frecuencias son iguales a la uni

S log Xjl 4- log xg 4- logaf... log xn •

í

La fórmula de la media geométrica ponderada es:

N

xi

M.m LV



151
cofio expresión del logaritmo de la media geométrica ponderada y simple
respectivamente -

Puede definirse asi a la media geométrica como el anti­
logaritmo de la media aritmética de los logaritmos de la variable, -

156»- PROPIEDADES DE LA MEDIA GEOMETRICA
. ..... . *■*  .......-’1* ........... . .................... ■ I . >■ W ‘ ' I

La Media Geométrica goza de diversas propiedades que la
cen especialmente adecuada para su apliación en las fórmulas de Núme­
ros Indices.
Sea p ~

T. - —es decir una variable igual al cociente de
dos variables.

• •

Resulta así como expresión de la media geómetrica de n£
fieros índices li.

o sea la media geométrica del cociente de dós variables es igual al
cociente de las medias geómetricas do cada variable

t

análogamente si es:

- Z± Wi Yx

una variable igual al producto de tres variables, resuelta

Mo (Xl) = Mo (Zi) . Mo (WX) Mo (Yi)

o sea la media geométrica del producto de varias variables es igual
al producto de las medias geométricas de cada variable.

Estas propiedades dan origen a diversas aplicaciones en
Números Indices .

Asi es
n/-------:------------ ““ ~ 7

x=,o = \/%í. i-:..:
P^ 0 P2>0 pn, o el Índice geométrico simple

del año s en la base del año 0-

M.m LV
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n *----------~_____

T \ / PM • PM PM , \
x £ 0 Z\f ------------------- -—-- ' .■ . - el índice geométrico simple

pl,<5 p2,o ••• Pa,o "
del año t en base al año o

ca»
Resulta en consecuencia, en virtud de la media geómétri.

“ Is^ el número Indice geomé­

trico. simple correspondiente al año s, sobie la base del año t. Es
decir

propiedad esta que no tiene ni el índice aritmético ni el armónico,
razón por la cual se'prefiéra el Indice Geométrico a los otros en la
teoría de los números índices.

157c- HERIDAS DE POSICION

Además de los promedios ya analizados, existan las deno
minados medidas de posición, que son valores del atributo determinados
do‘acuerdo a la "posición”, de las frecuencias en una distribución
da. Entre ellas corresponde destacar al "modo" que es el valor de atri
buto al cual corresponde la frecuencia máxima y la "mediana11 valor de
atributo que divide al universo N en dos partes iguales.

M-ñn.LV
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153

CALCULO PRACTICO DE NUMEROS INDICES

En la primera clase ncs hemos referido a la construcción
de Números Indices y hemos visto en general las fórmulas comunmente 3
tilizadas para su elaboración. Volviendo a retomar dicho tema conside­
raremos ahora los diversos aspectos teóripos y prácticos correspondió
tes a Números Indices.

158.- Indices simples.

Consideremos por ejemplo los precios medios anuales re­
gistrados para los novillos en el Mercado Nacional de Haciendas de Li-
niers7 durante los años 1945 a 1954. Dichos precios expresados en m$n,
por kilo vivo de novillos son los siguientes»

Año 1945 0,3781 P45
H 1946 0,4096 •M P46
1f 1947 0,4973 P47
ti 1948 0,5268 a P48
ti 1949 0,6266 •M

P49
t! 1950 0,7530 P50
11 1951 1,1966 P51
H 1952 1,6845 P52
tt 1953 1.9707t P53

1954 2,0457 rww P54

Una expresión como la anterior se conoce en Estadística
como serie cronológica y. se representa gráficamente sin dificultad u.t¿
lizando los principios básicos de la Geometría Analítica. Sobre el eje
de lasabcsísas o x se señalan los diferentes anos, y sobre el eje de
las y u ordenadas se marca.. la escala de los precios en my>n»~

Los precios correspondientes a xos distintos anos sernas
can en el gráfico mediante puntos de acuerdo al valor de las coordena­
das respectivas y se unen por trazos rectos

M.i.
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AñosLa serie dé precios anteriores puede expresarse también
número índice simple tomando como base un año determina

~ ”'■'45 = 100.caso el número índice correspondiente al año 1946

P46 y 100 z °>40?l X 100 z 108,33
p X 0,3781
p45 ’

, « rualauiera. considerando como base el año
y en general para un año s cualquier ,
1945 -es decir I - 100 será

45 _

I A, 100
S Po

en forma de un —
do, por ejemplo base: año 1945

En tal
seré por ejemplo:

T46

-r______ IAplicando la fórmula precedente a cada und de los años
considerados se obtienen los siguientes números índices simples o por-
cientos correspondientes al precio del novillo en el Mercado sobre la

base 1945 s 100,

Año

1945
1946
1947
1948
1949

Indices porcentua
les del precio del

novillo
Año

Indices porcejj
tuales del pre

ció del novillo

100
108,33
131,53
139,33
165,72

. 1950
1951
1952
1953
1954

199,15
316,47
445,52
521,21
541,05
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, . , La.representación gráfica de estos Números Indices o sim
pies porcientos figura en el gráfico N2 1, y es idéntica a la de lo>
precios absolutos con Solo considerar la escala porcentual que figura a
la derecha del gráfico.

Al pasar de las cifras absolutas a las cifras porcentu¿
les se consiguen las siguientes ventajas; 1Q) Una inmediata’y rápida
comparación de la evolución de la serie a través del tiempo. Así un írj
dice de 400 nos indica que la serie se ha cuadruplicado con relación al"'
año base, resultado éste que no se puede'apreciar tan rápidamente contis
cifras absolutas y 22) una perfecta comparación con cualquier .otra se
rie porcentual calculada sobre igual base, aún cuando pertenezca a una
serié quó se exprese en otra magnitud. Así reducidos a índices porcen­
tuales ? podemos comparar precios con cantidades o volúmenes, con perso
ñas5 con importes totales, etc. es decir diferentes magnitudes expresa
das todas ellas en forma de Números Indices.

159,- Indice Complejo.

Un índice complejo es aquel en el que se incluyen varios
productos en forma simultánea y se consideran las fluctuaciones o va­
riaciones de todos ellos. Los índices complejos pueden ser ponderados o
sin ponderar,'segiín se’considere o no la distinta importancia relati­
va de cada uno de los productos incluidos en'el índice.

Consideremos por ejemplo los precios de las diferentes
clases de Hacienda- bovina registradas en el Mercado de Liniers durante
los años 1945 a 1954 inclusive. Esta información figura en el adjunto
cuadro Ns 1. Para cada clasificación: vacas, novillitos, vaquillonas y
terneros, se’ha calculado al igual que para los novillos los respecti­
vos índices porcentuales anuales sobre la base 1945 3 100, aplicando
la fórmula indicada en el punto 158,

• Los valores numéricos respectivos figuran en el adjunto
cuadro NQ 2. ’ ,  . , .

Para disponer do un índice general que refleje los moví
mientes de precios de la hacienda bovina en general debemos combinar
los precitados índices de conformidad a las diversas fórmulas que se
tilizan prácticamente conforme se señaló en la primera clase del curso.

Veremos ahora prácticamente la aplicación de las sigulgp
tes fórmulas:

M.i.
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Cuadro N2 1

PRECIO POR KILO VIVO

Año Novillos Novlllj,
tos Vacas Vaquillo­

nas
Terne­

ros

1945 0,3781 0,3985 0,2925 0,3927 0,4342
1946 0,4096 0,4010 0,3054 0,3952 0,4176
1947 0,4973 0,4976 0,3857 0,4938 0,5444
1948 0,5268 0,5643 0.3992 0,5540 0,6041
1949 0,6266 0,6555 0.4471 0,6534 0,6975
1950 0,7530 0,7576 0,5288 0,7521 0,7908
1951 1,1966 1,2255 0,9462 1,2014 1,2738
1952 1,6845 1,7344 1,3360 1,7402 1,7141
1953 1,9707 2,0702 1,6023 2,0244 2,0725
1954 2y 0457 2,0561 1,3953 2,0023

Cu
2,0293

adro NQ 2
INDICES PORCENTUALES DEL CUADRO NQ 1, BASE : 1945 S 100 '

Año Novillos Novil IX
tos Vacas Vaquillo­

nas
Terree
ros

1945 100 100 100 100 100
1946 108,33 100,63 104,41 100,64 96,18
1947 131,53 124,87 131,86 125,74 125,38
1948 139,33 141,61 136,48 141,07 139,13
1949 165,72 164,49 152,85 166¿39 160,64
1950 199,15 190,11 180,79 191?52 182,13
1951 316,47 307,53 323,49 305,93 293,37
1952 445,52 435,23 456,75 443,14 394,77
1953 521,’21 519,50 547,79 515,51 477,31
1954 541,05 515,96 477,03 509J.88 467,37
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Número Indice Aritmético Simple

La fórmula que ge utiliza para su cálculo es la denomina
da media aritmética simple:

i: =_i.f (í^sj

. S’° "1W2,O/..

En nuestro pipío es n «‘5 el número de productos que se
incluyen en el Indice, en consecuencia es:

El primer mieájfo de esta igualdad representa el Indice Ge
néral de Precios de'la Hacienda‘Bovina en el año s, sóbrenla base del a-
ño 0 (año 1945' en nuestro caso). Así para calcular el índice correspon-
diente a 1946 tendremos
116.45 (^46} = _l¿08,33 4-100.63 1-104,41-p 100,64 + 96,181 =102,04

5WP2,45; 5V . .. ' •
y siguiendo igual procedimiento para los diversos años tenemos los si­
guientes valores:

Xís = 100
las = i02»04
I47 = 127,88
Iu8 = i’9:52
I49 = 162,62
I50 = 188,74
ÍS1 = 309,36
I52 = 435,08
I„ = 516,26
I-. « 502,26

que refleja las variaciones de precios en el tiempo de toda la hacienda
boviña en un conjunto y no solo de los^noyillos como enel punto ante­
rior, Así por ejemplo- vémos como en el índicede novillos el valor de
1954 supera al del 1953, mientras que en este índice general el valor de
1954 és inferior al del 1953, es decir que el aumento reflejado en el
Precio de los‘novillos queda compensado en exceso por la bajá. expe rimen- .

en 19&3: los precios d© las otras clasificaciones bovinas<

Moi.
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16„1,- Indice Aritmético Ponderado:

En los índices calculados en el punto anterior se ha a-
signado igual importancia a los precios de los novillos como a los de
los terneros ‘ya que se han sumado los respectivos índices y se han di­
vidido por 5„ ■

Es indudable no obstante que dentro de la economía ga­
nadera el n'ovillo constituye el "producto terminado de las explotadlo-
nes y on importancia'económica supera én mucho al de los terneros*

Este concepto puede comprobarse prácticamente utilizan­
do diversos criterios como ser a) El volumen de ventas de las distin­
tas clasificaciones de haciendas en el Mercado Nacional b) El volúmen
de hacienda en las distintas clasificaciones, faenada en Mataderos yFri
goríficos c) El volumen de la exportación por tipos d) El volumen del
consumo interno por clasificación de la hacienda bovina*

Cada uno de los conceptos mencionados precedentemente, y
muchos otros otros mas de características similares, constituyen los de
nominados criterios de ponderación que a juicio del técnico que constri¿
ye el índice pueden tomarse como base para fijar las ponderaciones de
cada uno de los productos incluidos enél mismo*  El'concepto de pondera
ción es siempre básico^ en cualquier tipo de Indice, ¿lo'ln vid«

Así por" ejemplo en un Número Indice del Costo de la Vida
es indudable que' la importancia que tienen ciertos Productos supera en
mucho al dé otrosc La importancia del pan o de Ia ^rne dentro de 1
conomía y presupuesto familiar es indudablemente mu^. ^pericr a la que
pueda tenér la sal f-’ña o la sal'gruesa por eJenPl°’ Es decir que un i
za de ít 1 ñor eie^o,, en el precio del pan, de la carne o de la xeche repercúteos c.ueO aunante «. 1 en el precio de la sal.

En este coso del costo de la vida, es difícil iijjr
exacta ponderación de cada uno dé los Pr?dudt°s> K^?ont2-
cívicos v eTTo "sólo" buedé realizarse en base a una cuidadosa coniropjaciónc? ’r- po? un grupo de familias representativas

o significativas, en el sentido que se jsign fnmbién significa
teoría de las muestras, y durante un período de tiempo ^amblen signinc*
tiv01» » -u « 4.^ ,,‘n-trm nsnecto es necesario considerar como

nimo los gastos reales ^ánportejem?lo^níósSdátosCrespecti-

clonar * El consuno de gas, luz, kerosén j Por otra parte
nicho mayor en los neses de ^vierno q los consunidores en deter­
jas frutas y verduras s°*°a Psu producción, y en general
minados meses del ano, que n índice del Cosío:de la Vida se
casi todos l?s Pr°duc^sJu?naid^cIa en ¿1 presupuesto familiar, por
encuentran afectados én su xnciaencic.
factores estacionales, . ndñnás de" ser representativa la nuestra

■ En consecuencia adenás a8 ^eración, los datos deben re
JLÍ2Í411?3.5"? íe wflcienterente extenso como para eliminar
ferirse siempre a un período suficientemenu obtGnciónpde datos bá- '
dichas variaciones estac.onal m*.  Indice constituye úna de las labo-
Sicos para la P°ndera0^ del toro inaic a este curso.
res prácticas que cumplirán j-os asista
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Volviendo al índice de precios de la Hacienda, podemos
elegir cono base de la ponderación, teniendo en cuenta él propósito o
fin de este Indice que es reflejar las alteraciones de precios de la
Hacienda bovina en el Mercado de Liniers, el criterio a) o sea en fun
ción del vólumen real de ventas en el Mercado de Liniers de cada cla­
sificación.,

Elegido el criterio de la ponderación falta aún esta­
blecer el período en base al cual se fijarán las cifras respectivas.
Poderíos elegir por ejscipl.0, las cifras reales de ventas registradas en
el año base 1945, o en el año último: 1954$ o en un promedio de los
10 años considerados, o en cualquier otra combinación de datos que
nos párezca oportuna para .'reflejar la importancia relativa de cada pro
ducto.

Teniendo én cuenta que una vez elegida la ponderación,
la misma debe aplicarse para todos los años én forma constante y sin
cambios'ó alteraciones, tanto para los años pasados, como para los a- •
ños futuros, parece razonable elegir la ponderación sobre una base cex
cana y no muy antigua de modo tal que refleje más acertadamente la im­
portancia relativa de cada producto. En este orden de ideas correspon­
de señalar que con el transcurso del tiempo muchos productos o servi­
cios pierden importancia o son sustituidos por otros. Ejemplos: tran­
vías por trolebús, géneros'y vestidos o medias de seda por géneros,ve¿
tidos o medias de nylon, Bilz por Coca-Cola, teatros por cinematógrafo^

‘ciñemátógrafoá por televisión, etc.etc,, heladera a hielo por heladera
eléctrica, etc.

Si tomamos en consecuencia los kilos vivbs negociados en
el Mercado de Liniers0 en el año 1954 se obtiene el siguiente resultado^

F " ■ ■* — ■■ ..............

i Clasificación
Y * *

Kilos vivos %
i

Ponderación q^

1 Novillos . . • 284;093¿310 48990 50 %
2 Novillitoé ¿ i 120¿607;700 20,76 20 %
3 VclCclSf c 0 O 9 9i;666J390 15,78 15 %
4 Vaquiílonás; 58J792;15O 10,13 10 %

- ríf

5 Terneros . , • 25,768.480 4,43 5 %

Total. t • • 580.928,030 100,00 ICO %

Para simplificar cálculos exclusivamente, elegimos como
ponderación de3 índice general los siguientes porciencos: Novillos,50%$
Novillitos, 20 Vacas, 15 Vaquillonas, 10 % y terneros 5

fórmula gei Indice Aritmético,ponderado basada en el
promedio denominado media aritmética ponderada es

M.i.
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Donde I 0 es el índice general correspondiente al año
5 sobre la base del 9 año 0(1945 en nuestro caso),P^ es el pre­
cio del producto i en el año s; P-? q el precio del producto i en el ¿
ño base 1945; s _ P*  ?s eel*número  índice del producto i en el

Pí,0
año s y q^ la ponderación correspondiente al producto 1.

5
Es también q^ = 100 % la suma de las ponderaciones

i«l
de todos los productos que se incluyen en el índice.
Ejemplo: Para un año cualquiera s s 1946 tendremos entonces desarro-
Tland os"

Qi = ¿(108,33x50A(100,63x20)

10*4§3 _ 104 83
100

i -—y í Pi»s
46 100 'pTT

i"l \
x 15)4 (100 ,64x10)+ (

Aplicando igual procedimiento ^^3°®^^?®°® í^°del
tenemos los Números Indices‘respectivos calculados
Indice Aritmético Ponderado,

I46
z47
Z48
Z49
Z50
Z51
T52
Z53
I „

= 100
B 104,83
s 129,36
- 139,52
s 163,36
= 192,97
= 313,53
= 442,37
s 522,09
e 519,63

resultados obtenidos con ambos tipos deComparando los rebultados oownxuua uw
números índices, podemos observar que para 1954, si bien se observa
na baja con resuelto a 1953: De 522 a 519 no lo es tan considerable’
como la del índice“aritmético simple: de’516 a 502 respectivanentefde
bido al hecho de m-tfgnar al novillo una ponderación que alcanza al50%
en’el Indice Aritmético Ponderado, 

16,2,- Indice Geométrico Simple­
za fámula del índice geométrico simple se basa en el

promedio denominado Media Geométrica y es
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expresión que solo
nos.

10g Zs 0 “O j v

puede calcularse necliante la aplicación de logarit

n

resulta así en nuestro caso

5
log'Xs =4 £ 102 I * *S “4(10g M10g X2^10g X3 +■ 10g I4+1°g I5)

Para el año 1946'por ejemplo es;
log X46 " 3^10g 108?33 + 105 1°0?63 41°S 104,41 4-log 100,64 -r

4-log 96,18)
log I16 = -|(2?034749 4-2,002727 + 2,018742 4-2,002771 + 1,98308) 

log I46 = —(10,042069) ~ 2,0084138
5

• • I46 = Antilog 2,0084138 - 101,96

Es decir un Nú ñero" Indice para 1946 igual a 101,96 infe
rior al índice aritmético sinple para dicho año que fué de 102,04$ con.
probándose así'que el promedio geométrico es siempre inferior a la ne­
nia aritmética.

Realizando operaciones similares para los otros años
1947, 1948, etc. Obtenemos los siguientes Números Indices Geométricos
Simples:

I “ 10045
I = 101.9646 ’
I17 « 127,8
I48 =139,5
I49 =16M
!so =188,6

I61 = 309,1
¿o = -134,5
I53 = 515,7

s 501,4

16.3.-  Indice Geométrico Ponderado

La formula del índice geométrico ponderado se basa en el
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5
En nuestro oaso es n = 5,V q¿ s loo

pronedio denominado media geométrica. ponderada* y esII n " *

i-1

y Qi$ q4 y q5 Zas Ponderaciones porcentuales correspondientes
a los productos 1,2,3,4, y 5 ya establecidas al calcular el Indice A-
ritmético Ponderado.

La expresión anterior se puede calcular prácticamente
utilizando logaritmos^ Es entonces
10g qi-los(pj;!p) - ^í-108 *1,8

n_ 5"

i=l i=l

*46 g ^'L5

lQs i’46

Para un año s cualquiera, pfe, año 1946, resulta así

logl46 = Y5¿(50 log 108,33+20 log 100,63+15 log 104,41 + 10 log 100,64

- jÍq-Í(50x2,034741)+(20x2,002727)+(15x2,018742)+(10x2,002771)
^+(5x1,98308)) >

= 101,73745 + 40,05454 + 30,28113 +20,02771+^9,9154
A

= 202,01623 , 2.0201623 /,
100

valor inferior al obtenido aon el índice aritmético ponderado para di­
cho año. .   . .

Efectuando cálculos similares para los Testantes anos
se obtienen los siguientes índices geométricos ponderados•

Z45 = 100

T46 s 104,75

I47 = 129^3

Z48 = 139,5 I53 = 521,9

Í49 = 163y3 154 s 518,9

x50 8 192,8
^l s 313,4

T52 = 442,2
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16,4.-  Indice Agregativo Simple

número índice agregativo simple se forma conparando
simplemente la suma de precios de los distintos artículos que lo for-
man en un ano dado, con la suma de precios de esos mismos artículos en
el año basea

No corresponde en consecuencia} a difereñcia-de los nú
meros índices ya analizados a fórmulas determinadas de promedios, co­
mo la media aritmética, la media geométrica, armónica u a otras medi­
das de posición como la mediana y el modo, sino simplemente a la diyX
sión simple de dos sumas de precios.

La fórmula es en consecuencia
n

Pi,s
I a lgl ’

SjO n

i=l

donde el numerador representa la
nominador la suma de los precios

En nuestro caso y
lor del índice es el siguiente}

suma de precios en el año s y el de-
en el año base,
para el año 1946 por ejemplo, el va-

5 -
y Pi,46

1=1
5 - -.

Z M
i=l

0,4096-4 0,4010 4- 0,3054-f- 0,3952-I-0,4176 = 1,9288

0,3781 4 0,3985 4 0,2925 4 0,3927 4 0,4342 = 1,8960

Resulta así en consecuencia
... 5 '

Y Pi,46
„15±___ ’ . 1,9288 . 101f73

*46,45 ”5 . 1,8960
Z Pi,45

i = l
que es el índice agregativo simple correspondiente al año 1946 sobre
la base del año 1945, , ,. ~ ,Aplicando igual procedimiento para los.diversos anos se
obtienen los siguientes números índices agregativos simples.

Año 1945 •• 100
n 1946 •• 101, 73
I! 1947 •• 127, 57
II 1948 •• 139, 68
II 1949 •• 162, 45

Año 1950
" 1951
" 1952
" 1953
" 1954

188,94
308,20
432,97
513,72
502,57

Cuyos resultados lógicamente son algo diferentes a los
obtenidos por la aplicación de las otras fórmulas de calculo.

M.i.
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16,5,-  Indice Agregativo Ponderado

El número índice agregativo ponderado se calcula en for
na similar al simple*  per ó multiplicando e£ precio de cada producto por
su respectiva ponderación, . -

En consecuencia la fórmula que se Utiliza para su cálcjj
lo es: n -

Z. Pi,s <11
i -------s,0 n

72 pi,o ^i
i=l

y por lo tanto considerando un arfa cualquiera, 1946 por ejemplo, resuj
ta:
_5 - . -

pi 46 qi=(O,4096x50)+(0,4010x20)+(0,3054xl5>(0,3952xl0)+(0,4176x6)«
i=l ’

= 39,1210
y para el año base 1945 es

5 ' - •
L pi 45 qi=(0,3781x50)+(0,3985x20)t(0,2925xl5X093927xlO)4(0,4342x5)=
i-1 "

= 37,3605

Resulta así el siguiente índice agregativo
ra el año 1946 5 ’

¿ ?i,46 qi
x......... a i^l_________- 39^.210 - 104,71
46,45 5 ' - - 37,3605

J1P1’45

ponderado pa-

obtienen los
Utilizando para los otros años el mismo procedimiento se

siguientes números índices agregativos ponderados:

T45,45 “
T46,45 “
^47,45 w
T48,45 =
T49,45 ’
X50?45 S
X51,45 “
T SX52945
x53,45 B
T54,45 “

100
104,71
129,18
139,65
163,72
193,28
312,94
441,44
520,82
520,62
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16,6.-  Indice Armónico Simple

denominado
'El número índice armónico simple se basa en el promedio

medio armónico simple, cuya fórmula es:

y siendo en nuestro caso la variable « Pi,s resulta
Pi,0— ’

1 O >- —-S— y en consecuencia la fórmula del índice armónico sim-
■CU1 Pl?s

pie es
4,0 -- T—

Para un año cualquiera, por ejemplo para 1946, los cálcu
los respectivos, er% su faz numérica son los siguientes:

f (P1>4S )- 0*3781  , 0,3985 0,2925 , 0J3927 , 0,4342 . 0,923095 +

i=í \PÍf46) 0,4096 ’ 0,4010 0,3054 0,3952 0,4176

4- 0,993765 4 0,957760 + 0,993674 + 1,039750 c 4,908044 y en
consecuencia resulta:

z46,45 —L_____ s ■
|ZPj,45 \ 4’9°80i4

i£l\Pi,46/

= 101,87

Efectuando un cálculo similar para los démás años, se ob
ienen los siguientes números índices armónicos simples.

X45,45 "
•t’46,45
T »±47 ,45

*48,45
I 349.0
1.5°,45 “
I51,45 ~
T52,45 a
T53^5

T54,45 3

100
101,87
127,80
139,50
161,86
188,50
309,02
433,98
515,26
500,82
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Comparando estos números índices armónicos, con los nú­
meros índices geométricos simples vemos que son menores en su valor,p¿
rascada uno de los años considerados. Resulta así en consecuencia, que
prácticamente se verifica'para cada año, comparando siempre entre sí
números'índices simples-, con simples o números índices ponderados con
ponderadosp que es

M - 1 < < i-h o sea su equivalente en Números Indices

Indice Armónico Indice Geométrico k Indice Aritmético

16,7,"  Indi ce A rmónic o Ponderado

La .fórmula del índice ¿rmónico ponderado se basa en la
fórmala de la media armónica ponderada,

n
<1- Pí

M - 1 - i“l_____ y siendo 3 .-.?s = q.^
a. yj 1 PM

úúl &

n

i-L- ?

* slPi, S

0.4342
0,4176

5 » 95,53194

20 +°j£925x 15 4-^2
0,3054 0,3952

0 y3985 x
0,4010

c

y considerando un. año particular Cualquiera, por ejemplo el ano 1946,1a
aplicación de la fórmala anterior^

n

como expresión analítica del respectivo número índice*
En nuestro oaso particular es
n ... '
V _ e-A i nn i nc 7 00

a i
0,4096

Por lo tanto es
5

iíl .
j qx

1 S /

. K 104,67
95,53194

Aplicando el criterio establecido por los diversos años
3o obtienen los siguientes números índices armónicos ponderados:
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16,8,- Indico Idoal do Físhcr

Z45,45 “ 100
Z46,45 “ 104?67
Z47,45 E 129328
Z48,45 C 139?50
*49,45 = 163’22

*50,45 S *92’71

Z51,45 S 313?35
'Z52,45 S 441?98
Z53,45 = 521?68
Ic/,c - 518c 3154 ? 45 7

/

que lógicamente
ponderados para

son inferiores a los respectivos índicos geométricos
cada uno do los respectivos años6

La denominada fórmula idoal para mineros índices,que se
atribuyo al economista Irving Fisher, os un promedio geométrico de dos
índicos agregativos ponderados,, Uno de ellos de determina utilizando
las ponderaciones de cada artículo en el año base y el otro índice a^r¿
gatiTc so calcula en baso a las ponderaciones variables corrospondieh-.
tes a cada uno do los años considerados.
, En consecuencia la expresión analítica de la fórmula i-
deal os:

XS3O - \/ PM qi?0 . 1B1 Pí-ts qía5
V n. n_

i»l pi,0 qi,0 ¿al pi,0 qi,s

El inconveniente para la aplicación do la fórmula ante-
resíde en el hecho do que es necesario disponer do 4 sorios dis­

tintas de informaciones estadísticas, a sabor:

1) Precios de cada artículo en el año base.
2) Precios do cada artículo on cada uno do los años

considerados..
3) Ponderación de cada articuló, tomada cono base.
4; Ponderación do cada artículo, on cada uno do los

años considerados.

, En nuestro ejemplo conocemos ya la información requeri­
da en los puntos 1 y 2. Con rospocto a las cifras para los puntos 3 y
c? o soa las ponderaciones a aplicar para cada uno do los divorsos a—
n°s, a los precios do la hacienda on el Morcado do Liniers, on el cua-
M.i0



168

dro N2 3 adjunto, se indican las respectivas cifras absolutas-y-relati- «
vas, que.están constituidas por el peso vivo en toneladas de las haden
das vendidas cada año en el citado Mercado, correspondientes a cada una
de las respectivas clasificaciones de la hacienda,fe
16,9,- Aplicación de la Fórmula Ideal

Para la aplicación práctica de la fórmula de Fisher, de­
bemos considerar separadamente los dos índices agregativos ponderados
que en ella figuran,

a) Con respecto al primer índice, o sea con ponderaciones del afio base,
las respectivas cifras ya han Sido calculadas en el punto 165 referente
al índice agregativo ponderado.

Así por ejemplo, el número índice correspondiente al año
1946 era: 104,71 conforme se calculó oportunamente, y eñ forma análoga
se realizó el cálculo para los otros años,

b) Con respecto al segundo índice agregativo ponderado, con ponderacio­
nes de cada año, su cálculo, para el año 1946 por ejemplo se realiza en
la siguiente forma:

5
ZPi,46 ^i 46 = ( 0,4096x33,29)+( 0,4010x21,17)+(0,3054x18,85)+
Í-1 + ( 0,3952x11,89)+(0,4176x14,80) = 13,6356 +8,4892 +

4- 5,75 6 8 4-4,6989 + 6,1805 = 38,7610

En forma similar:

E Pi>0 Qi?46 = ( 0,3781x33,29) + (0,3985x21,17)1(0,2925x18,85)+

1=1 + ( 0,3927x11,89 )+( 0,4342x14,80)—12,59 4 8,444-5,51 + 4,67 +

+ 6,43 = 37,64
El valor del segundo índice agregativo ponderado, para

el año 1946, es entonces:

5
51 Pi«46 qi,46
1=1 9 ’ “ 38^710 - 102,98
~5 37,64
£ Pi,0 qi,46
i"l

Realizando un cálculo similar para los diferentes años
resultan los siguientes índices:

M.i.
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Años Novillos
1
Novillitos Vacas Vaquilla

ñas Terneros Total

1945 343.289 145,941

(EN 10}

95.775

ELADAS

71.417 95.580 752.002
1946 284.389 180,836 161,008 101.620 126.506 854.359
1947 483,172 207,135 201,579 140.894 142.391 1,175.171
1948 449,552 245,274 156.875 159.399 169.785 1.180.885
1949 405,286 268.076 143.059 206.599 159.394 1.182.414

1950 393,290 241.615 171.447 200.216 169.676 1.176.244

1951 414,547 152.197 184,667 126,381 103,323 981.115

1952 302,418 201.182 190,496 139.156 76.984 910.236

1953 306,474 195.620 114.971 98,207 35.296 748.568

1954 284,093 120,608 91,666 58.792 25.768 580.927

1945 45,65

CW

19,41

iS RELATIVAS

12,74

1 (porcontua

9,50

les)

12,70 100,00

1946 33,29 21,17 18,85 11,89 14,80 100?00

1947 41,12 17,63 17,15 lx,99 12,11 100,00

1948 38,07 20,77 13,28 13,50 14,38 100,00

1949 34^28 22,67 12,10 17,47 13,48 100,00

1950 33,44 20,54 14,58 17,02 14,42 100,00

1951 42,33 15,51 18,82 12,88 10,53 100,00

1952 33,22 22,10 20,93 15,29 8,46 100,00

1953 40,94 26,13 15,36 13,12 4,45 100,00

1954 48,90 20,76 15,78 10,12 4,44 100,00
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Año 1945 = 100
A" 1946 x 102,98

” 1947 « 128,68
" 1948 = 139,78
” 1949 = 163,26
" 1950 s 191,05
" 1951 = 311,88
" 1952 = 439,61

” 1953 » 521,01

« 1954 = 524,78

La etapa subsiguiente es calcular la Media Geométrica
de los dos índices agregativos ponderados: él a) calculado en el pun­
to NQ 165 y el b) calculado precedentemente.

Para el año 1946, resulta como ejemplo:

I.6 .. = 7/104,71 z 102,98 - VlO.783,04 = 103,84

como valor del respectivo Número Indice,

Un cálculo igual debe ^®^^e^aJos1doSdíJJdices tgre
trayendo las raíces cuadradas de 1 SN? os índices de los precios de
gativos. Los resultados que dan los Ideal de Fisher, son los si-
la hacienda bovina utilizando la fórmula ideal »
guientes: T - inn

145,45 3 100 o/i
*46 45 3 103,84
*47 45 “• 128,9
*48,45“ 139^
I ’ - 163,4
49,45

*50,45 = 192,1
*51,45 5 312,4
I = 440,5•*•52,45 ’
*53,45 = 520,9
*54,45 = 52 »

«minen se indican en el cuadro N2 4Finalmente Y orno resumen fórmulas empleadas pa­los resultad^ obtenidos aplicando las diver
el cálculo,

M.i.
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Cuadro II® 4

COMPARACION DE LOS DISTINTOS HULEROS INDICES OBTENEOS APLICANDO DIVERSAS FORMULAS

a) Indices Singles

Año
Indice

aritmético
Indice

geométrico
Indice

armónico
Indice agr£

gativo

1945 100 100 100 100

1946 102,04 101,96 101,87 101,73

1947 127,88 127,8 127,80 127,57

1948 139,52 139,5 139,50 134,68

1949 162,06 161,9 161,86 162,45

1950 188,74 188,6 188,50 188,94

1951 309,36 ¡ 309^1 309,02 308,20

1952 4f5s08 434,5 433,98 432,97

1953 516^26 515,7 515,26 513,72

1954 502,26 501,4 500?82 502,57

b) Indices Ponderados

Años
Indoarit
ciático

Tndegeoms
trico

3Mtíarr¿
nico

■^.agrega­
tivo

Indice
ideal

1945 100 100 100 100 100

19-46 104,83 104,75 104,67 104,71 103,84

1947 129,56 129,3 129,28 129,18 128,9

1948 139,52 139,5 139,50 139,65 139,7

163,36 163,3 163,22 163,72 153,4

1950 192,97 192,8 192,71 193,28 192,1

1951 313,53 313,4 313,35 312,94 512,4

£8% 442,37 449, ; 9 441,93 441,44 440,5

1953 522,09 521,9 521,68 520¿82 520,9

1954 519,63 | 518,9 518,31 520,62 522,6
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Como podrá apreciarse existe gran similitud entre los--resultados ob­
tenidos aplicando las diversas fórmulas empleadas para el cálculo, eSpe
cialmente dentro de los índices simples y ponderados respectivamente,-”

Se aprecia que para cada año se verifica la desigualdad:

I. Arit, >■ I, Geora, y- I, Armónico

tanto en los índices simples como ponderados. En algunos años como en
1948, las diferencias sólo son de décimas o centésimas, mientras que las
máximas diferencias no sobrepasan a 2 unidades en ningún caso.-

En cuanto al índice agregativo y al índice ideal sus fluctuaciones
son variadas con relación a otros índices, sin guardar una relación fi­
ja.- .

M.i.




