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9• 7•“ PROBABILIDADES totales y compuestas

9.7,1.- Sucesos compatibles e incompatibles

Dos sucesos se dicen mutuamente excluyentes o ipcompati-
bles, si la presentación de uno de ellos excluye la presentación del
otro. Por ejemplo, al arrojar un dado pueden presentarse los siguien­
tes puntos:

1,2, 3,4, 5, 6
que son mutuamente excluyentes, ya que si se presenta uno de ellos*
no pueden presentarse los demás.-

Dos o más sucesos son compatibles si es posible que se
presenten simultáneamente.La obtención de 6 puntos con un primer dado
y 6 puntos con un segundo dado son sucesos compatibles puesto que al
arrojar dos dados es posible obtener 6 puntos en cada uno.-

9,7,2.-  Notaciones
Designemos con U y V la presencia de dos sucesos dados

/

y con Uy V los correspondientes sucesos complementarios, vale decir*
Ü simboliza la no presentación del suceso U, y lo mismo con V, El resul­
tado dé ü observaciones de estos sucesos pueden tabularse así:

Suceso V -

V Total
U al a2 al +■ a2
— l
u a3 34 a0 -+ 34-

Total
i.--------- -—

al + a3 a2+a4 n

donde aj indica la frecuencia absoluta de la presentación simultánea

M.m.XVIII
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5 ^2? la frecuencia absoluta de la concurrencia de U y la
ausencia de V9 etcw-

Además, con U V indicamos el suceso compuesto de que ocurran
simultáneamente U y V; con :

U + V
indicamos que al menos uno de los dos sucesos se presenten, es decir,

se presente uno al menos de los siguientes sucesos:

U V ; U V ; U V
si U. y V se excluyen mutuamente, es decir, la presencia de uno de
ellos excluye la presentación del otro, entonces, el suceso U + V es
igual al suceso por el cual se presenta o bien U o bien V, y se indica
en este caso con

U+V

Los tres símbolos:
U V 3 U-bV ; U + V

puedeii por consiguiente ser leídos respectivamente asís

ambos U y V ; U o V U y/oV
Este sistema de notación puede extenderse con facilidad a días de dos

sucesos.-
De la definición de los símbolos anteriores se desprenden

las siguientes relaciones:
i) u-í-v -uv^üv + uv

II) Si U y V son mutuamente exoluyentes o incompatibles es:

Ui-V«UV + ÜV

si indicamos con:
H í V J 5 H { V V> i H j U , etc.

las correspondientes frecuencias, podremos escribir que

M.m.XVIII
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al * a2
n

X
n

al~1' a2-t a3
n

la siguiente tabla de frecuencias

De aquí deducimos que:

Suceso V V P1S^nayGÍÓn
u H ¡UV j H { UV f

X 1 ilQ JL
H>U¡

ü H ÜV ] H>Sj

H 1 V {
( > 1

H uj + H Ú j B ai+ a2 a3+a4

n ..n

H I U -
l ) “

H J U 4 V‘ =

Con lo cual se puede construir

I) la frecuencia de un suceso más la de su complementario es igual a
1, es decir, la certeza,-

H j U J c al + a2  a2 . H J UV ] + H J UV j

n n n
II) Cualquier frecuencia final es igual a la suma de las frecuencias 
correspondientes a su fila o columna en el cuadro de frecuencias..

H { U + V al + a2 + a3
n

al+ a2 al+ a3 ’ al--------- f--------------------
n n n

H [ U.¡.V j - H [ U j-+ H

III) La frecuencia de la concurrencia

{ V| - H j wj

de al menos de uno de los suce­

sos, e s i gualda la suma de las frecuencias finales menos la frecuencia

del suceso compuesto.

M.m.XVIII
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H U + V) _ al+ a2+a3 n - a4 . a4
n " “ = 1 ” “

• • H • | u+V j » 1 - H í Ü V j

)• —a frecuencia de la concurrencia de al menos uno de los sucesos

,es:igual a J, menos la frecuencia de la concurrencia de ninguno de los 
sucesos,-

9.7,3. Pifó CUETO-TAS CONDICIONALES

Sea ai4- aa el número de veces que se presenta el suceso U;
ese número es solo una parte del número total de observaciones n .
La frecuencia del suceso V en este número parcial de observaciones
se indicará por H v/uj y se lee: frecuencia condicional V. cuando

se ha dado U, En la tabla de frecuencias anterior, se puede obtener
las siguientes relaciones

Considerando el suceso compuesto UV, se puede escribir que:
H i u ví ai - ai+a2 -4 ai

' n " n ax4 a2

M.m.XVlU
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que nos

frecuencia del suceso compuesto es igual a la frecuen-
——-SíL_Ée__e¿_-.■‘¡ultipliega* . ;;or la frecuencia condicional del
-Ojiro? cuando el primero se ha presentado^-

9„7o4,- FORMULA DE LAS PROBABILIDADES TOTALES

Indicaremos con p (U) la probabilidad que tie-
np ni .«meso U de presentarse, lo mismo, será p (V) la probabilidad

de V¡¡ con ellas podremos construir el siguiente cuadro:

de aquí obtenemos: 
~p ( ujz ) 2 p (u) + p (V) - p (uv)

r *”• 1
Sucesos

u
V

7 (uv) P (uv)
Probabilida-
-des finales-----

P (U)______
ü p (uv) > (ÜV) P (ú)

Probabilida­
des finales P (V) P <v) 1

Si '■ os sucesos U y V se excluyen mutuamente es:

p ( U + V ) s P (U) + p (V)

I) La probabilidad de la concurrencia de uno o de otro de los dos su-

ce sos mutuament <e excluyentes ..o.Jncompatibles, _e s_igual _a la suma de .
~lZs probabilijadqs de. la concurrencia de cada suceso separadamente.

M.m-XVIU
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ncia de los sucesos U y Ü es la corteza,de mod-o- que»

P ( U > ü ) - p (U) +- p (Ü) = 1

P (U) + p (Ü) B 1

-a-.sutna -É2-J¿L Probabilidad de un suceso y la de gu comp|omontario
es 1.-

La condición necesaria y suficiente para la presentación de
U es la presentación de los sucesos UV y UV, es decir:

U - U V + U V

. * . P (U) a p (UV) + p (UV)

• - Se obtiene la probabilidad final de un suceso, sumando las
probabilidades correspondientes a la fila o columna del mismo,

Además;________________ ________ w_____
p (u + V ) c 1- p (U V )

La probabilidad de que al menos uno de los dos sucesos se presente 

es igual a 1 menos <. probabilidad de que no se presenta ninguno,-
La fórmula de la suma puede generalizarse para más de dos

sucesos, en efecto, si W es un tercer suceso, podemos escribir que:

U i V + W - U 4 (V + W )

p (U+V+W ) a P U + ( V + w )J -
a p (U) + p (Víw ) - p[u (v;w )]

pero de acuerdo a la fórmula de la suma para dos sucesos, es:

U (V^ W) - UV+UW
pfu (viw )] - P ( u v ; ü W ) =

B p (UV) + p (u w ) - p (uvw)

M.m.XVIir
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* -t. V + WJ = p (u) + p (V) + p (W) - p (uv) - p (UW) -

- p (VW) + p (uvw)
y en general;

m m-1;m
P (Ui-ÍU2; ....;ua)= V P (Ui) - V” p(Ui Uj) +

m / ¿-._
m-1 1h1 i=l j=lm-2

P (UjUjUj,.) - .... (-1)”1"1 P (U]U2 .... Um)

de donde sacamos que:

para los sucesos

m
P (ül r'u~2 +.........+ Vm) \ p (up

________ iñí
incompatibles, ya que para ellos~es7~

p <Ü1 u3 ...........uB ) -o

para 1 ¿ j k m 

lo que no dice que;

La probabilidada de la aparición de m sucesos, tales que

cada dos sean mutuamente excluyentes o incompatibles, es igual a la
suma de las probabilidades de las concurrencias de cada suceso separa.
damente.-
EJemplo:

Arrojando dos dados Cuál es la probabilidad de obtener una
suma de puntoP inferior a .5.?

La probabilidad pedida es la suma de las probabilidades de
de obtener 2, 3 y 4 puntos. Como

M.m.XVIII



205

P (2) ~ JL ; p (3)  2 . p (4)

36 36

P (x 5) s, p (2) ■+ p (3) +■ p (4)

P (< 5) 2 . 1 , 2 | 3
36 36 36

P (< 5) = 6

36

p (< 5) - 1

. 3
36

6
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M.m.
19.Q Conferencia:
17/10/1955

PROBABILIDADES C .¿PUESTAS

do"V oimnan cn^?arelnof con p / u) a la probabilidad condicional
nrniMni^3 producido’el suceso Ue De acuerdo con~las foítnu-

q 7 o ^cac^? ■!-as ' frecuencias condicionales dadas en
<79 (0*̂5  g p o Ge míos escribir2

y

|p (u v) s p (U). p (v/ u)

[p (u v) - P (v). p (u/v) [

(1)

(2)

escribir

que
p (v/u) = p_.Luy.j,

p (u)

Para p (u) ?- 0 y P (V) i 0, se puede

y p (u/v ) = p (U V)
P (V) „

Con las relaciones anteriores y las que corresponden a las próbabi-liSades condicionales, dadas U y U 5 teniendo en cuenta además, la
tabla de 9.7.4J obtenemos:

. An«s filas que corresponden’a U yT, por las probabi-
?iSaÍl”?OT«won4i®”*osi 13’<u) yp (Ü-’ 3e °ltlene la tobla ds 135
lí.dades co, ¿ y dados U y-Ú, que disponemos en ladistrioucxoiios cc.,»

Total
P (U)
P (Ü)

1

Sucesos V V

u p(u).p(v/u) p(U).p(V/U)

ú p(ü)/p(v/ü) p(ü).p(V/u)

Total p (V) . p (V)

siguiente tabla:

M.m. XIX.
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(5)

¡ p (U V ) = p (u). P (V);
_ _ - ——— - —

:p (v/ u) c p (v/ü) - P (v) !

Teniendo presente (1) y (5) es

Análogamente, puede ser construid-?, una tabla de distribuciones
condicionales de U, dadas V y V.-

si P (V.. U) -f- p (V/ü) (3)

los sucesos U y V son estocásticamente dependientes. La relación de
3as frecuencias 9O7O2,‘Indica quéTa frecuencia'del suceso V entre

.las observaciones en las cuales el suceso U se verifica, es dife­
rente de la frecuencia de V entre las observaciones para las cuales
no se presenta U5 es decirY ocurre Ü.-

Si p (V/U) - p (V/Ü) (4)

se dice entones que V "es estocásticamente independiente de U$ lo
cual indica que V tione la misma probabilidad de aparecer} ya sea
que aparezca antes U o que no aparezca.-

De la“relación (4) obtenemos que:

I Distrib¿5i^4^U^~'
i - S2&dicionales ■ ü
, Distribución marginal

(6)

lo cual indica qüe: §i U y V son dos sucesos estocásticamente in-
dependientes, las distribuciones condicionales son iguales a las co»
rrespondlcñtes~aistribucidnes~marginales, y en I6jse obtiene:

’La probabilidad del suceso cohpuesto U V és igual al producto
de las~ñroFáW-idades dé los sucesos componentes,- ~
ae_.-Las(,Pgr¿-j3gáñaó~éstas fórmulas a más de un suceso podemos decir

____V. i
p (v/uT’

l
V Total ,

33
3

'-i
-- 1

1
—1.... * 1
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Ea un ejemplo de probabilidades compuestas para sucesos dependien­
te s.
si Pj_ es la probabilidad de sacar un rey;

i ■ P2 " " " ” " " caballo, una vez que ha sa-
1 lido un rey;

Pg " " “ " " una sota, una vez que han sa­
lido un rey y un caballo; la posibilidad de sacar rey, caballo y so­
ta es pí p2 p3.-

Como en la baraja hay 4 reyes, es:

P1 = h

Una vez sacado el rey, quedan 51 cartas, entre las cuales hay 4 ca­
ballos, de modo que será

P2 = -A.
, 51

y análogamente, será pg - 4 la probabilidad de sacar una
sota, luego ¿0

P1 P2 P3 B 43 .
- 52.51.50

Ej. 17: Una urna contiene 3 bolas rojas y 3 verdes, y una persona
Saca 3 bolas al azar. A continuación introducé 3 bolas azules y vuel­
ve a sacar 3 bolas al azar. Donostrar que no sé puede apostar venta­
josamente 10 contra 1 a que las últimas bolas serán de distinto co­
lor.-

"Introducidas las 3 bolas azules, la composición de la urna

Sucesos Rojjas Verdes _Azul.es...
a
b 2 1 3
c 1 2 3

1 a •• 3 3

Casos a: Probabilidad de Sacar bola verde es: 3 g 1
otra verde: 2 y la de sacar una tercera 6 2
es: 1 S

4 • Pa « -8- • - -S- • 1 c , 1-.
6 5 4 20

Análogamente, las probabilidades para:
Caso b: p^ s

Caso o: • Pq c 3
20

Caso d: p¿ - 1
~20“

Solamente en los casos b) y o) podrán obtenerse 3 

; la de sacar
bola verde

colores dlatín-
M.m.X3X

_Azul.es
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tos en la segunda tirada,, En el caso b) la probabilidad de que así
ocurra en la segunda tirada es 6 y la probabilidad compuesta es:

20
6 .. 3

20 2Ó"
y la misma será para el caso el

La probabilidad requerida es la suma
de las probabilidades correspondientes a los casos b) yo), es decir:

2 x  6, x 3 2 9
20 20 100

luego los casos favorables son 9 y los adversos 81. La’persona que sa­
que los bolas podrá apostar 10 contra 1 a favor de no sacar 3 bolas de
distinta color y con una pequeña ventaja para su parte.-

PROBABILIDAD TOTAL Y COMPUESTA9O7,6

ga

ra

extracción es_Jra

M.m.X'JX

x ¿
90

La lotería de núma. ' ■ contiene 90 de éstos, del 1 al 90. de los cua-
"les se sacan 5, 8e apuesta a' que salga un número determinado en una~~
extracción igualmente determinada, o"simplemente a aue salga; 'también
se apuesta a que salgañ"? -3 ñúmeros~(amboT¡ o tr.'e s terno), etc.

La probabilidad do que un cierto número aparezca en una cualquie-
de las cinco extracciones es igual a 5 - 1

90 18~
La probabilidad de la presencia del primer número en la prime-

 1 ; la de que aparezca en la segunda el segundo nú-

ÍKnopf, 1/pag.55.
La probabilidad de que aparezcan un cierto : número en

el primer lugar es 1
9$

En efecto, si el número debe aparecer en el tercer lu­
gar, ho ha de salir ni en la primera ni en la segunda extracción.
Para no aparecer en el primer lugar, la probabilidad es 89 y del
mismo modo la correspondiente a que no salga en el se- 9Ü gundo es
88 , y la de que entonces salga en el tercer lugar es 1 : por lo
89 88
tanto, la probabilidad de que dicho número se presente en la ter­
cera extracción es:

89 o 88
“90” "89"

Se deduce que la probabilidad de que un determinado número sal'
en lugar también determinado es siempre igual a
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/y la correspondiente a la extracción del tercero,
mero i, en tercer lugar, 1. . La probabilidad de sacar en las tres pri-

89 88
meras Jugadas los tres números en una sucesión determinada,es:

90" *“89" ‘"88“
Se demuestra de manera análoga a la empleada en el caso de un

solo número que la probabilidad de sacarlos 3 números en tres cuales­
quiera de las cinco extracciones es igual a la anterior. Así por ejem­
plo, la probabilidad de que el primer número salga en primer’lugar,el
segundo en segundo y el tercero en quinto es:

1 . JL • -87 . 86 . JL. • - 1_____
~ 89 88 87 86 ’ 90.89.88

puesto que en el tercero y cuarto lugar, el tercer número no debe apa­
recer.-

Ahora: si los tres números pueden salir en las «tinco extraccio­
nes sin ordenación determinada, es evidente que tal cosa puede suce­
der de tantas maneras como son las permutaciones de 5 elementos, cuan­
do dos son iguales entre sí. Dicho número de permutaciones es 5¿, y

por lo tanto, la probabilidad de extracción de un terno es igual a

P3 . 51 1______ • . _ 1
" 2¿ 90.89.88 ~ T1T753

----- n2 2----
Cual es la probabilidad de que extrayendo dos cartas de una baraja

que consta de 40, la primera sea un as y la segunda un dos?
(J.González Galé: pag. 8 N2 13)

Es una probabilidad compuesta, en la cual el primer acon­
tecimiento influye sobre el segundo. Siendo 40 las cartas y 4 los
áSes, la probabilidad de sacar uno de ellos, en la primera extracción

Entre las 39 cartas restantes hay 4 dos< . La probabilidad de sa­
car un dos en la segunda extracción es:

y la probabilidad compuesta que se busca

P = 1 . 4 c _2
Í0 39 TL95

OBSERVACION»
Si no interesa el orden de extracción, la probabilidad 
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por lo tanto debe aumentar. En la primera extracción, puede salir un
1 ó un 2: hay ocho casos favorables sobre 40 posibles, luego, la pro­
babilidad simple es: ’

8 - 1
40 5

Quedan 39 cartas: son las casos posibles; Los casos favorables -son 4
pues si salió un as en la primera extracción debemos sacar un ¿ en la
segunda, y si salió un 2 en la primera, hemos de sacar un as en la
segunda. Luego, esta probabilidad simple es 4 , I la probabilidad
compuesta es: _ ’ 39

P1 » 1 4 - 4
5 39~ 195

2 P pues P^- - 4 y P- 2*
” 195 " l9§“

lo cual es lógico, pues la indiferencia duplica la probabilidad;
(indiferencia en cuanto al orden de la extraeción),-

---- Nfi 3 -—

Se .tiran dos dados dos veces consecutivas cual es la probabilidad
de que~~lQs puntos sacados sumen 6 la primera vez y 5 la se'gundaH,«
(González Galé: pag. 9)
1) Número de.casos posibles -

6 X 6 - 36

2) Número de casos favorables
En el primer tiro los dados deben sumar 6, lo que se ob­

tiene en las siguientes condiciones:

Vale decir,

Primer dado 1

¡IO1Oi 03
i

i__Segundo dado 5 4 3 2 1
•Puntos “61 6 6 6 6

obtenemos 6 en 5 casos. La primera probabilidad simple os:

En el segundo tiro deben sumar ¿ los puntos de ambos dados, lo que se
consigue de las cuatro maneras siguientes:

Luego, la segunda probabilidad simple es:

Primer dado 1 2 3 4
Segundo dado 4 3 2 1

Puntos 5 5 5 5

y la probabilidad buscada es:

M.m^KDC
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puesto que la probabilidad es compuesta y el primer acontecimiento no
influye sobre el segundo.-

OBSERVACION;
Si no interesa el orden en que se obtienen los 6 y los

5 puntos, la probabilidad se duplica de acuerdo con lo dicho al ana­
lizar el problema 2.-

------- Nfi 4

Cuál es la probabilidad de sacar tres bolillas azules seguidas, de
una urna que contiene 5 azules, 9 rojas y 2 blancas, sin reponer la
bolilla extraída?
(González Galé: pag. 9 n2 V).-

Es una probabilidad compuesta en la que
cada acontecimiento influye en el siguiente. Hay en total 16 bolillas
y de ellas 5 son azules; la probabilidad de sacar una primera bolilla
azul es;

P1 E 5
16

Hablándose extraído la primera bolilla, de las 15 restantes sólo 4
son azules. La probabilidad de que la segunda sea azul es;

P2Sd-
Análogamente, la probabilidad de obtener una tercera bolilla azul es:

P3 = 3
14

La probabilidad de que sean azules las tres, es

p B Pi P2 ?3 = 5 • 4 . 3
16 15 14

P w 1
. 56

-— jjo g -----
Se~tienen dos urnas: la primera contiene 5 bolillas blancas y 3 ro­
jas; la segunda, 7 blancas y 4 rojas*  Cuál es la probabilidad de sa^
car, de primera i'ritenclg^, una bolilla roja de cada urna?
CGÓnzárez^ald^ágrd^^TrK- -----------

En la primera urna, sobre 8 bolillas hay 3 rojas; la pro­
babilidad ' • sacar una bolilla • roja es:

En la' segunda urna,
dad es:

M«. ..XIX

P1 E 3
O

hay 11 bolillas en total y 4 rojas; la probabili-

p2 =
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y como ambos hechos se complementan, la probabilidad buscada es:

P n P1 P2 s 3 • 4 ■ 3
 8 11 22

í P - 3
.[1J21._

----- NC 6 -----
Si dadas las dos urnas del ejemplo anterior se vierte el contenido
de uña~en la otra cuál es la probabilidad de sacar dos bolillas ro-
las consecutivas?
(González’Gálé: pag. 10,. NC VII)
sobre 19 ^lillas hay 7 rojas; la probabilidad de sacar la prim ra
bolilla roja es:

P1 " 19-
sacada ésta, quedan 18 bolillas y entre ellas 6 rojas, luego la pro­
babilidad de sacar la segunda, habiendo salido la primera, es:

Po ~ 2 3 - 1—' ¿ 18 ' 3
y la probabilidad pedida es:

p’« PX P2 = _Z_ . _i_

P'_ 7 19 3
57 ■

que comparada con la del problema n*  6 da

_3_ > _L_
22 x 5?

es decir
P P '

'---- — Nfi 7 ------

Hay 5 urnas idénticas; dos de ellas, de igual contenido^ con 3 bo­
lillas rojas y 5 blancas, y las otras tres teniendo cada una, 4 ro­
jas y 3 blancas ~Cuál es la"probabilidad d~e que elegida una urna al
azar salga una bolilla~roja?

’"tGonzález Galé, pag. Vil!)
Separaremos las urnas en 2 grupos, de acuerdo con su

composición. La probabilidad de que la urna elegida pertenezca al
primer grupo es 2 , y será 3 de que pertenezca al segundo grupo. La

5 5
probabilidad de extraer una bolilla roja de cada urna del primer gru­
po es 3, y de cada urna del segundo grupo será 4 /

Las probabilidades respectivas de Zxtraer una bolilla
roja del primero y del segundo grupo de urnas son:

2 8 3 3 4 - 12
------ - ------ a------ y ------ -  — *....
5 8 20 5 7 35

M.m. XIX
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Como lo mismo da que pertenezca a uno o a otro grupo, y como si sale
del primero no puede salir del segundo, la probabilidad buscada es:

3 12, _ 69
20 + 35 ~ 140

P - 69
140
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20a Conferencia
21/10/1955
M.m.

9. 8.- ESPERANZA MATEMATICA Y VALOR MEDIO

9, 8. 1,- Magnitudes aleatorias - Variablest aleatorias

Definición: Se llama variable casual, aleatoria o estocástica
a una variable X que puede tomar los valores Xj, X2.....Xj> ,
según, que se--verifique uno de los sucesos incompatibles Ai ,
A$ Ar. de probabilidades pi , pg .... Py respectiva
mente, siendo

r

Ejemplo I) Al arrojar un dado:
Variable E, valores Xi Xg ....... X$

1 2.............. 6
probabilidades P1 - P2 - ..... P« - —

6
II) Al arrojar dos dados:

X« : 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
_ . -1 -J „3 „4 _6 _4 __ 3 2 1
pl ’ 36 36 36 3é 36 36 36 36 ~ 36 36

CÍI) En el juego de cara o cruz: si gana 1 $ por cara y 0 por
cruz es:

Xj = 1 0

" iHF
9, 8. 2,- Valor probable o esperanza matemática

definición: Esperanza matemática de una ganancia fortuita
o valor medio teórico cíe una-variable casual a la expresión.!

E (X) = ¿ pí.Xí
1=1

En el juego es
Pa -q'á « e (esperanza)

¿ ganancia y ” pérdida
p prob. " y q prob."

Si el juego es equitativo:
Pa Z q á

9,8c3- Sistema de vaylables casuales

a) Dos variables X,Y que
para X: xi, x2
de probabilidades pi, p2

toman los siguientes valores:
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Para Y yT y2 ........ yk
probabilidades g^’ q-g qk

pares de valores (*171)*...  (k’i yfc),... (xh Yk)
probabilidades p-q p^.,.......... * P]¡k
Si X es independiente de Y
será W = pK 9 ti

donde:<X ■ 1,2 ... h ; p~ “ 1,2 .... k
Si X es dependiente de Y
será: p^ + P12 + p^.....................+ plk =

En general será:

p°<l+ p^2+',0W’c a » 1,2 ...h)

P1/3+ p2^’<‘+Ph^ 3 ,q (/? = 1,2 ...k)

de modo que:
r = PX + p2^...+ PhS qT + q2 ’‘^k -1

9.8.4.- Suma de dos variables casuales

Suma de dos variables casuales X e Y, es una tercera varia­
ble casual suceptible de adquirir la totalidad h k de los pa­
res de valores x^y-^con probabilidad y cC p

t- • .
9. 8.5.•» Producto da dos variables casuales

Es una tercera variable casuál X Y que, toma los hl- valores
*-¿x-

9.8.6.- Valor pedio de la suma da variables casuales
Teorema: El valor medio o esperanza matemática de una suma de
variables estocásticas es la suma de~Tás esperanzas matemáti­
cas de ellas.-

• ^con probabilidad p- q- .
/? ct p

T) E (X+ Y + Z4','+’T)kE (X)+E (Y)-’-E (Z)+ • • +E (T)

Sean las variables X Y

tal que X toma los valores: X1 x2 x3 . . .xn
de probabilidades: pl p2 p3 ’ ‘ • pn

e Y: yi y2 y3’“ yn

de probabilidades: -1 q2 q3 ’ ’ ‘ qn
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B (X+Y)> pu (z,+ y.), p12 (X1*y 2 )<• ... + Pln (z1+ yn ) +

+ P21 (x2* yl) + p22 (x2+y2 ’*■  •••+’2n <x2+yn)+'

+ pnl (V yl) + pn2 <xn+y2 )+ pnn (xn+yn ’
n n n

- X1 plJ + xa2-p2J+ •••+xn Y P"j +

jl n n
* yl 4 Pll+'y2 4'P12 +-" + yn^ pln

*** J-, J-

= pixi+p2x24 —4 PnV^s+^ys4 • < • + %yn 

£ E (X) + E (Y)

E (X+Y) " E (X)+E (Y)

n x
pues 2Z Pjj «Pi y Pij -cij

j=l i«l

v 5~además? qj " 1

generalizando
e~7x~-'-y + z +7?7+t) - e (x) -*- e~(y)-<~e^7z)+777* e^(t?

si X « Y “ Z T

Corolario: E (k X) = k E (X)

siendo k 15 constante

-9.8,7.- Valor medio del producto de variables casuales
Teorema: La esperanza matemática del producto de dos variables
estocásticas independientes,, es igual al producto de sus esperan
zas matemáticas.

E (X Y) s E (X) » E (Y) 

E (XY) = pll X1 yi+p12 X1 ^Pln X1 ^n4- 

+- p21 x2 y1+ p22 x2 y2+.,«.4-p2n x2 yn + 

+ Pnl xn yi+ pn2 xn y2 4 * * • • pnn xn =
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Como los sucesos son independientes es:

.. = pl3 • pi qJ ■ -.
E (XI). px y1+P1 q2 y^.... + Pj *

PP2 ql *2  yl* P2 q2 *2  y2+"" +P2 qn X2 yn + 

+ pn ql xn yl + pn q2 xn y2 + "" +pn qn xn yn

= Px ( q^q^.... + qn ?n ) +

+ P2 X2 ( d yT4-q2 y2+qn yn ) +

P X (q y + q y -t-.... 4- q y ) S
, < n n 1 1 2 2 a n

= (P1 X1 +p2 xs + .... +pn xa )( qx yx ^-,2 y2+..... +qnyn )

- E (X) . E (Y)

Generalizando para n variables estocástlcas es:

E ( Xx X2 .... Xn ) = E (Xx ) . E (X2 ) ...,E (XQ )

Ejemplos: I) Medidas de dos segmentos consecutivos:

X e Y de una misma reata

Medidas x_ x . ...x valor medio E (X) ,
JL ¿ n

rx y2 ... yn " " b m
Valor más probable del segmento total: E (X) 4- E (Y)

E (X+ Y)= E (X) + E (Y)

II) Si los segmentos son iguales:

Medidas 2x_ 2x .... 2xjl » n

.*.  E (2 X) ■ 2 E (X)

III)-'Area Ce un rectángulo de lados X e Y
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o\ Area ® E (XY) * E (X), E (Y)

Medidas: X1

y,
,1

^2 0 0 0 • • Xr >

y2 o*ccce

E (X)

E (Y)
Area '2^’ o»c © 3; yn) E (XY)

-9eC'3 8B - Momentos,

Corolarios I) E (X1 " E (xp E (X2)

Si X « X * X
-L

o\ E (x2) j^E (X)^¡ 2

pues si se considera a un cuadrado de lado X, del que ae ha efectuado
5 medidas:

1^ X, Ij 0f9, 1y 1

E (X) = 1 ; E (X2) = 1,004; | E (X)j 2 ■ 1

yes E (X2) ■=£. (X)] 2

2 2 ,2
E (X) s px x-l ■+ p2 x2 + 4- pn xn =

1*1
n

E (X2) - ¿Z px x2

i = l 

y en general n
E (Xr) = ¿I?! X1

isl

Se obtienen así los momentos de orden 19 2? , »,_r, respecto al ori­
gen, de la vallacle ostocastica X.

Cuando X está elevado a 0, se tiene:
n n n

E <X 5 ¿1 pi xi “ X Pi “ 1
i-1 i^í

el momento de ordon 0o

XX
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9,8.9.- Desviaciones:

Definición: Dada una variable casual X llamaremos desviación» a la di
ferencia entre cada valor de ella y su esperanza matemática, que es un
número fijo para cada variable.

Variable X : x7 ; x2 xn

Esperanza: E (X).

Desviaciones; x1-E (X); x2-E (X); .... Xft-E (X)

Esta serie constituye una nueva variable casual cuyos
valores tendrán las mismas probabilidades

Pp P2 ......... Pn qua 103 xi*

Propiedad fundamental:

La esperanza matemática de las desviaciones es igual
a cero,

E I X - E

( Pi +■ x2 P2 + - - + zn Pn) - B (X) I px + P2 +

+ - - +pn = E (X) - E (X). 1

pues
n

X •1
isl

9o 8o 10.- Valor medio del cuadrado

Te orema: La esperanza matemática del cuadrado de la suma de un núme—
ro finito de variables estocásticas independientes, cuyas esperanzas
matemáticas sean todas nulas, es igual ala suma de las esperenazas
matemáticas de los cuadrados de dichas variables,

o 2 2 2
T) E (Xx +X2 4- ... + = E (Xx) i-E (X2) E (X.n)

E ( X1+X.2 i- - - +Xn)2 = E IX2 + X224-- - + Xn2+2 X1 Xg + 2 4-

M.M. XX
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+ 2 Kn-rH = E (X12) E (X22) + - - + E (X^) +• - -

2 E (X X) + 2 E (X. X,) +-------- + 2 E (X„ n XJ)X o X ¿5 ii“X U

pero e xp « e (xp e (xp « 0

pues E (X?) 3 E (Xj) a 0 por hipótesis

• o E (Xi2)

9c 80110- Desviación

Se llama desviación de una variable casual X a la di­
ferencia 

Y “ X - E (X)

entre un valor genérico de la X y el valor medio de la misma o espe­
ranza matemática.

Corolario? Si X e Y son dos variables casuales independientes y eyb
sóñ”~sus'"respectivas esperanzas matemáticas, se verifica que

E (x - a) ( y - b) ¡ ■ E (x - a). E (y - b) B 0

En general, n <■
E (X^ — a^) ( Xj — a^) “ 0

1=1
3=1

Corolario? Si E (X) s a

E (x - a)2" E (x2) t E (a2) - 2 a E (x)

= E (x2) + a2 - 2 a2- E (x2). - a2

9o8e12o- Dispersión. (Desviación cuadrática media; Desviación típica:
Desviación standard;" variancia)
Definición? Se llama dispersión de una vari»b]o casual a la esperan
za matemática del cuadrado de sus derivaciones; se la representa por

ct- 2
o 2 < v 2

<T s E I X - E (X)|
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Propiedad fundamental! Dadas n variabas casuales independientes, la
dispersión cíe su suma es igual a la suma de las dispersiones de ca­
da una.

Sea X la variable aleatoria que toma los valores}

xl> x2
p p

y sean , (J2 ,

nes, donde

>— 2. sus dispersi^

M.M. XX
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por hipótesis,

E x-^ + E xn

es decir,

9,8,13e- Teoremq de Bienaymé - Tchebycl^eff

Sean y¿ « - E (x)

Las desviaciones que toma una variable estocástica X con respecto a su
esperanza matemática; y sean p¿ las correspondientes probabilidades.

Supongamos dispuestas esas desviaciones en orden cre­
ciente de valores absolutos. Por definición

CTx2 a Pi ?! -*-?2  y2 ■' p3 y3 ^Pn yn

de las y<, algunas yn , y2, .... . y^ » pueden ser inferiores, en valor
absoluto, a una constante fijada; otras, y^^- , y^w» •••, yn> se*“
rán en valor absoluto mayores o iguales a *•

No se excluye que algunas de estas y¿, divididas en dos
clases, puedan faltar, en cuyo caso podrác¿-Igualarse a 0 ó a n.

2 2 2Si en (1) en lugar de , y2 , ... y . ponemos cero, y
£ 2

en lugar de y^ , y^2, •••> yn P°n0mos C- ,
será

2 __2
(p<x;4-l ^^<-2 ^pn

Pot + 1 i-2 + + Pn

P«es

y la probabilidad de tener

P s 1

2
x

desviaciones menores que es
(T* 2 —

x

1 desviaciónes no menores
; designando esta probabilidad con

lo que nos <
que > , es igual o menor que rr-
P’ . 2 J

dice que, la probabilidad de tener
.2 ¡
x
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vale decir, la probabilidad de una desviación comprendida entre

x
X

resulta

xX ’

una desviaciónde

a Medolaghifr que hallóa

le debe una generalización de la fórmula

E (yr)
1=1

cuyos valores
los valores:

para potencias superiores a 2
los momentos de orden 4, cuya

Dados E (x) valor medio de una variable casual y x
la desviación cuadrática media o típica, la probabilidad de que un
lor de la variable esté contenido 'en el intervalo.

, 4S
E (y )

yi9 en efecto, para
n

1
ts

la probabilidad
para t ? 1, es

A Cantelli se
para los momentos de orden r

n

una potencia par son d^e^dos

~Z~4

donde t eg un número cualquiera Q 1), es mayor o igual a 1- ---- g-

t4 - 2 t2 +- E (y4)
4

^x

no superior

E (y4) .
¿ 4

9„8„14 .- Observación:

El razonamiento subsiste
de las desviaciones
expresión es:

aritméticamente a t

i E (y4>

t4(T4

Haciendo



E (yr) „ T  E (yr)

ampliándola al caso de la desviación de la variable X con respecto a
un número real m, resultando que;

Pop ¡X - m¡ 1 - JL£?„7.m)_f

siendo ÍX - m¡

y probando además que si

siendo b un número positivo

br - E (X - m)

Una generalización de teorema de Bienaymé-Tchebycheff
en el campo continuo, ha sido hecha por Beretta.
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10.- ECUACIONES ALGEBRAICAS

10v1,- Noticia Hjgtórlca

Es muy difícil hallar los orígenes de esta rama de la
Matemática -por la carencia casi absoluta de las viejos libros en loa
cuales los antiguos pueblos civilizados han dejado las huellas de su
saber. Aún cuando las distintas ramas de esta ciencia tienen una es­
trecha dependencia entre sí, sin embargo su aparición y su desarro­
llo no han sido simultáneos.

La Geometría y la Astronomía ya estaban en pleno desa
rrollo cuando todavía nada se sabía del Algebra,

Los primeros elementos de esta ciencia se los encuen­
tra en los libros de EUCLIDE$(365? - 275 a, de J.C. ), No hay lugar a
dudas que ARQUIEQDES(287? - B12 a.de J.C. ) y APOLQNIO (260? - 200?a.
O'.C.) manejaban hábilmente el cálculo algebraico, pero como al genio
griego repugnaba la simplificación simbólica necesaria para el alge­
bra, su cultivo no encontró suficientes adeptos para su desarrollo,
DIQFANTO, de Alenjandría (325 - 4C9 d.‘de J.C.) fuó el primero que
publicó un tratado de Algebra en trece libros, en los que se hallaba
la solución en números enteros de las ecuaciones indeterminadas de
primer grado a dos variables, llamadas más tarde ecuaciones diofántJL
cas. Hasta hace algunos años eren los griegos los creadores del ^Iga
bra, pero las últimas excavaciones efectuadas en Babilonia mostraron
desde 1929 que los sacerdotes babilónicos cultivaron el Algebra an­
tes que los griegos, como lo prueban los documentos matemáticos ha­
llados, consistentes en tablillas de arcilla, y guardaron celosamen­
te sus conocimientos. Estos documentos cubren unos dos mil años, des
de la primera dinastía babilónica(2186 - 1961 a, de J.C. )hasta casi
el principio de la Era Cristiana y la mayoría de ellos pertenecen al
periodo comprendido entre 2000 - 1200 a, de J,C. Los babilónicos lia
garon a dar soluciones empíricas de la ecuación cúbica de la forma

- px2+q " o, además los algebristas babilónicos resolvían ecuaclQ
nes lineales simultáneas con dos incógnitas y ecuaciones simultáneas
de segundo grado del tipo xy - 6O0j (ax-t-by)2+cx+dy - e para 55 grjj
pos de valores especiales de a; b, c, i, y e.

Son los hindúes los continuadores de los algebristas
griegos sucesores de DioCanto, A diferencia de los griegos los hin¿
dúes no eran amantes de las demostraciones pero eran excelentes cal­
culistas, y tienen un rasgo interesante; hallaban con facilidad laa
soluciones de la ecuación diofántica mucho mejor que las de las ecua.
clones determinadas, contrariamente a lo que sucede hoy día.

En el siglo VI después de j»C. Brahmagupta(598 d,de
J’.C) en la India publica un libro que contiene conocimientos de Aylj¡
mética, Algebra y Geometría. La ciencia india se remonta a épocas ajj
teriores a este matemático, pues por el grado de los conocimientos
que contiene su libro se ve que les hindúes conocían la ciencia de
los griegos, aún cuando no llegaron a superar a Diofanto.

El libro de este matemático hindú es comentado mucho
más tarde, en el siglo XII, por su compatriota BHASCARA(1114) qUQ ^a
lia las soluciones de la ecuación de segundo grado y empíricamente
las do x^y2 z2 pare números enteros,

a.de
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Los árabes*  tradujeron al árabe y al persa el álgebra
hindú/, que bajo esta forma penetra en Europao Hacia el año 820,, su mate
temático máximo MOHAMMED IBÑ MUSA AL—KHOVjARIZMI de Bagdad y Dama, sco^
(795 - 850) compuso*  por orden del califa AL MAMUN*  el primer tratado
de álgebra que apareció entre los árabes*  llamado al-jebr m1 almuquaba
la9 que significa "restauración y reducción"o Por adapta cienes poste­
riores de los traductores del árabe,, degeneró esta palabra en ALGEBRA-
nombre con que se ha aplicado a está disciplina en la actualidad" Por
influencia de los árabes,, se introdujo en Éuropoa esta rama*  In.llánclQ
se en la Edad Media a GERBERT (930 - 1003)*  más tarde Papa. SILVESTRE
II. que estudió el Algebra Arabe,, continuando esta orientación  LEONAR •*
.BO.-OE .PJSA (1175 - 1250) más conocido por Fibonacci en ^talia.

Hasta Fibonacci*  el Algebra se limitaba aja resolución
de ecuaciones de primero y segundo grado; se debe al matemático ita­
liano NICOLAS TARTAGLIA (1500 - 1659) de Brescia*  la solución de la &
cuación cúbica,, cuya demostración publicó más tarde CARDAN (1501 -
1576) y que con su discípulo FERRARI (1522 - 1565) le cabe la gloria
de hallar las soluciones de la ecuación de cuarto grado.

Se debe al algebrista francés FRANCISCO VIETE (1540 -
1603) la genial idea del simbolismo algebraico*  que marca el comien­
do dGlzAlgebra moderna,, cuyos signos la distinguen de sus antecesores
y la proveen de un potente recurso de demostración*  Contribuyeron a
perfeccionar el simbolismo de Vibre los matemáticos MIGUEL STIEFFEL
(1486 - 1567) ; THOMAS HARRIOT (1568 - 1021) y JUAN NE PÉR~71 ¿r,5 0  1617)
con sus loga ritmos o

Dejando a un lado las obras de GA-LILEO*  CAVALIERI- DBS
CARTES5, PASCALp FERMAT*  WALLIS,, LEIBNIT2*  y NEWTON que han contribuí^
do poderosamente a desarrollar esta disciplina con sus geniales crea­
ciones-, terminaremos estas citas históricas mencionando a DAUSS (1777
~ 1855) en Alemania y C-AUCHY (1789 - 1857) en Francia como los dos más
ilustres matemáticos de su siglo*  que con sus obrasp abrieron un canil
no a una brillante pléyade de matc-uá tic os p^Lles como BEZOUT. CRAMER
LAPLACE0 LAGRANGE,. JACOBI*  CAYT-EY*  bi^VESTRE^ JOACnlMSTHA^
etc o

Momo XXI
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10,2,- Generalidades

10,2,1,- Definiciones,

Se llama ecuación algebraica y entera a una expresión
de la forma f(x) = 0 en la que f(xT es un polinomio entero en x.

Se dice que a es una raíz de una ecuación f(x) = 0 si
al reemplazar x por a*  el polinomio f(x) se anula*  es decir*  que

f(a) = 0

En otros términos*  decir que a. es una raíz de la ecua
ción f(x) = 0fl equivale a expresar que el polinomio f(x) es divisi­
ble por el binomio x - a,

Admitiremos sin demostrar el siguiente:

10,2,2*-  Teorema de d'Ajembert: Una ecuación algebraica de grado
m tiene _al menos una raíz real o imaginaria.

10,2,3,- Teorema: Un polinomio entero de grado m puede ser descojp
puesto en m factores de primer grado~Treales o Imaginarios) y la des­
composición solo es posible de una sola manera.

"~Se’a el polinomio:
f(x) - A xm^-Am-1 xm-1Aix-i-Aom ’

de acuerdo al teorema de d'Alembert*  f(x) tiene al menos una raíz a,*
real o imaginaria*,  luego es f(x) divisible por (x-a)*  obteniéndose:

f(x) - (x-aJf^Cx)

f^Cx) es un polinomio de grado (m-1) cuyo primer término es A-ejc™"-*-,

Según el teorema de d’Alembert fj/x) tiene al menos una raíz b*  obte­
niéndose :

fn(x) = (x-b)fo(x)

a su vez., fo(x) es un polinomio de grado (m - 2) cuyo primer t Armiño

es Ajgx , Siguiendo este proceso obtenemos sucesivamente expresiones
análogas*  hasta

xm-l(x) = (x-Df^íx)

siendo fffi (x) = Am una constante.
Multiplicando miembro a miembro estas igualdades es:

f(x) = Am(x-a)(x-b) (x-c)  (x-1)

Esta descomposición puede hacerse de una sola menera
En efecto*  supongamos que f(x) puede descomponerse de las dos maneras
siguientes:

M.m.XXI
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f(x) = Am(x-a)(x-b)(x-c) (x-1) (1)

f(x) “ A'm(x-a‘)(x-b’) (x—c1) (x-1’) (2)

dado que tanto (1) como (2) se anulan para x - a9
se puede escribir:

A’n(a-a’)(a-b!)(a-c1) (a-1*)  = O

Como A’m 7 O pues de lo contrario el polinomio dado no es de
grado m9 para que esta condición de anularse la expresión anterior se
cumplap deberá ser:

a»a’ ó a = b1 -Ú s ” c o a a 1 *

Lo mismo podría decirse para :

x m b ; x = c ; ......... $ x ■ 1

teniéndose finalmente :

Ac’(x-a)(x-b)(x-c) «... (x-1) = A ’ a(x-a ’) (x~b1) (x-c ’)...« (x-1’)

c orno x - a - x - a ’
x - b - x - b‘ ...

x — 1 — x — 1‘

es Am - A !m 

lúego la descomposición efectuada es única•

10.2od«- Teorema: Una ecuación algebraica y entera de grado m tl^
ne m raíces» r e'aíes"o Tinagiiíarías~„~

Sea’ la ecuación algebraica y entera :
YY) T

f(x) = “ +•..............+ AjX-r Ao

como
f(x) X Affi(x-a)(x-b)(x-c) (x-1)

se ve que f(x) se anula para los m valores a^b^c, «>.«. , 1» que son
sus ralees, No se anula para ningún otro valor xQ, En efecto, suponga
mos que xo sea una raíz más de esa ecuación, luego será:

Am(xo-a)(xo-b)(xo~c) ......... (xo-l) a O

como Am O 

para que ello ocurra, deberá anularse alguno de los factores, para i©
lo cual, deberá ser Xg igual a una de la raíces a,b,c, ..... 1 Ltioot,
el número de ellas es m . ’ . ............. ’
M.m.XXI
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10.2*5.-  pefinlcjLón: Se dice que a es una raíz de or^en p de una

ecuación f (x) ^~0 sí el polinomio f (x) es divisible por ix-a)P y no
lo es por (x-a)P " 1, Si p - 1 la raíz es simple; si p 1 la raíz se
llama múltiple.

Cuando una ecuación f(x) - 0 admite una raíz a de or­
den ; b de ordené ; c de orden ; ..... ; 1 de orden/) „ se ouede
escribir el polinomio dado bajo la forma:

Y /)
f(x) = Am(x-a) * (x-b)' . (x-c) ..... (x-1)

be esta manera una ecuación de grado m tiene m raíces,,
reales o Imaginarlas^ distintas o también múltiples.

10.2.6.- Teorema; La condición necesaria y suficiente para que dos
ecuaciones del mismo grado tengan las mismas raíces.» es que sus coefle
clentes sean proporciónalas.

Sean las dos ecuaciones algebraicas y enteras del mismo
grado:
f(x) - Affixm t Am-jx®-1 + ...... -i- Aix + Ao=0

= Bmx® - ........... - B1X -i Bo s 0
1) La. condición es necesaria, es decir si f(x) ® 0 y f (x) = 0 tie­

nen las mismas raíces,, sus coeficientes son proporcionales,, en efecto,,
podrá escribirse!

f(x) « Anjxm ;• A^jx®"1 > .....« * A ix +■ Ao = A^íx-a)(x-b) ... (x~l) Bm
^”(x) - Bn)xm Bjnfclxm~l+ ...... 2 * 4 B^x-^Bo = B^íx-aXx-b) ... (x-1) Am •

Multipliquemos respectivamente por Bm y Am y restémos­
les miembro a miembro:
(AmBm - AmBnOx™ -> (Am-1 Bm - Am Bm-líx®"1 + ...,.+ (AiBm - AmB^Jx +-

•+• (AoBm — AmBo) a 0

lo cual exige que:

Am -1 Bm - Am Bm * 1

AlBm - AmBjL
•^o^m *•

. , Am Am-1 Al Ao
Bm “ Bm-í ■*•••• “ B1 “ Bo

2) La condición es suficiente; es decir, que si los coeficientes
son proporcionales, las dos ecuaciones tienen las mismas raíces.

En efecto, si

M.m.XXI



231

A m A m-1 A, A -> /-----: ................ .. ............ .__o ; A # O
B m B m-1 Bn Bi o

A m = A B m ; A m-1 - A, B m-1; ,.,.; A]_- /¡ Bj_ Art - /|b„o '» o

que sustituidas en f(x) se obtendrá:

f (x) = A B m xm -r ') B m-1 x t.. .. + A B^.x + A BQ - (x)

y como A / 0^ se ve que f(x) debe anularse para los mismos vale.

res de x que V (x) p es decirp para las mismas raíces.

10.2.7,- Condición oara que dos ecuaciones tengan una raíz común.-

Dadas dos ecuaciones algebraicas y enteras:
[ f(x) : 0

(x) - 0

admitiremos,,sin demostrarlo^ que la condición necesaria y sufiotej;

te para que ellas tengan una raíz común es que sus coeficientes crup

plan relaciones comunes que 8e obtienen eliminando x entre las doa

ecuaciones.-
Para eliminar x entre las dos ecuaciones se las combina

de manera de obtener una relación en la que no figura x ; esta re­

lación sólo contiene los coeficientes de ambas ecuaciones.-

10,3.- ECUACIONES DE PRIMER GRADO

10,3.1.- Condición para que dos ecuaciones de primer grado con una

incógnita tengan una raíz común:

Sean las ecuaciones:

j ax +• b - 0 a' (i)
) a'x + b’ = 0 a (g)

M.m.XXI
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eliminemos x multiplicando la primera ñor a' y la segunda por _a,rej
tándolas, se obtiene: “

siendo ésta la condición nedtda.

10,3.2.- Sjstemas de ecuaciones con dos incógnitas.

Métodos

Sea el sistema:

j ax +- by - c

/ a ’x +- b’y x c’

(1)

(2)

El método consiste en eliminar una de las incógnitas para luego obtener
una ecuación con una sola incógnita. Eliminemos y , para lo cual multi
pilquemos a (1) ñor b' y a (2) por (- b), y sumamos a ambas,, con lo quo
obtenemos:

(ab1 - ba*)  x - cb’ - be’

r~-
cb1 - be ’

x - ----------- -------
ab’ - ba '

Sustituyendo a x en cualquiera de ellas, obtendremos:

ac*  - ca1
y z---------------

ab’ - a ’b

Para que existan valores finitos de x. e y es condición necesaria que

ab’ - a ’b 0

Si además de ser

ab’ - a’b - 0
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ac ’ - ca’ - ü

O
los valores de x e y son indeterminados0 de la forme----- • En este
casoP de ahí obtenemos: 0 

a - b  c

a' b’ c’

es decÍTp aue los coeficientes de la segunda ecuación son proooretona­
les a los de la primera^ con lo que no tenemos dos ecuaciones,, sino li­
na sola.

I) Método de sustitución

Consiste en sacar el valor de una incógnita en cualquiera de
las dos ecuaciones dadas y sustituirla luego en la otra„ con lo que se
consigue una ecuación con una sola incógnita»
Sea el sistema siguiente:

f3x + 5y - 9 (1)
j 2y - 3x - 12 (2)

despejada en (1) la incógnita x„ obtenemos:

9 - 5y
x - 

3

que sustituida en (2) da:

2y -
9 - 5y

2y - 9 + 5y Z 12

(3)

7y : 12 r 5

7y - 21

y -3

sustituyendo este valor en (3)*  resulta:
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9-5,3- 9-15

— - ~r~

x - - 2

II) METObu LE IGUALACION

Consiste en despejar
nesc e igualar luego los segundos
ecuación con una sola incógnita.

una misma incógnita en ambas ecuacio
miembros,, con lo que se consigue una

Sea el sistema siguiente:
( x y 4■------1----- P —

3 2 3

) x 1
------------ . ; 0

( y 2

(1)

(2)

Multiplicando la
da„ por el m.c.m. (y;2) - 2yp

(1) por el m.c.m. (2 y 3) - 6 y la según
se obtiene por el l2 y 22 principios:

J 2x -f- 3y = 8
^2x - y : 0

despeamos en ambas la incógnita x es:

de donde

(3)

(4)

(5)

(fi)
i

8 - 3y -y
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o sea

- 3y -y - - 8 

- 4y =-8

y a 2

reemplazando este valor en (6) resulta:

x = 1

III) METODO DE REDUCCION

Consiste en obtener el mismo coeficiente en la misma lneÓ£
nita en las dos ecuaciones, para poder eliminar esa incógnita ya sea
sumando ambas ecuaciones si esos términos tienen distintos signos^ o
restándolas si tienen igual signo (primer principio).
Sea el sistema:

j 10x + 4y = 3 1 - 5 (1)

- 5x + 20y = 4 2 1 (2)

Para eliminar la incógnita x se multiplica la primera e~
cuación por 1 y la segunda por 2, se obtiene así:

Sumando

10x + 4y 3

-lOx +■ 40y - 8

44y = 11

Para eliminar la incógnita y se multiplica la primera e~
cuación por ( -5) y la segunda por 1, da:

í - 50x - 20y B - 15
' ) - 5x +■ 20y ■ 4

- 55x = - 11
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o sea

- 3y -y = - 8

" 4y = - 8

y = 2

reemplazando este valor en (6) resulta:

x = 1

III) METODO DE REDUCCION

Consiste en obtener el mismo coeficiente en la misma incÓ£
nlta en las dos ecuaciones, para poder eliminar esa incógnita ya sea
sumando ambas ecuaciones si esos términos tienen distintos signos^ o
restándolas si tienen igual signo (primer principio),
Sea el sistema:

lOx + 4y x 3

- 5x + 20y - 4

(1)

(2)

cuación
Para eliminar la incógnita x se

por 1 y la segunda por 2, se obtiene
multiplica la primera e~
así:

j 10x + 4y - 3
+ -lOx 4- 40y - 8

Sumando 44y x 11

Para eliminar la incógnita y se multiplica la primera e-
cuación por ( -5) y la segunda por 1, da:

j - 50x - 20y . - 15
T ) ■ - 5x +• 20y . 4

- 55X = - 11

M.m.XXI
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IV) METODO DE LOS COEFICIENTES INDETERMINADOS O METODO DE BEZQÜT

Este método es ventajoso cuando se trata de resolver un
sistema que contenga más de dos incógnitas. Resolver el sistema sigui^a
te:

j 5x - y = 5

I -2x + 3y s 11

(1)

(2)

un coeficiente indeterminado

5mmy -

11

(3)(5m-2)x

se multiplica a una de las ecuaciones por
m y se suman ambas ecuaciones:

Para calcular a x basta hacer:

- m 4- 3 - 0 m - 3

x s 2

para calcular a y basta hacer:

5m - 2 - 0 2m s------
5

M.m.XXI
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13
5

- 13•w

y = 5

V) METODO DE LOS. DETERMINANTES

a) Determinantes de segundo grado

Resolviendo el sistema:

i ax + by - c

j dx +' ey - f

por cualquiera de los métodos explicados se obtiene:

ce - bf
x - ----------------

ae - bd

af - cd
y :--------------(1)

ae - bd

donde se observa que los denominadores son iguales*  y en los nume­
radores de cada incógnita se hallan los coeficientes de la otra y
los términos independientes. Es más fácil recordar estas expresio­
nes dándole una disposición más apropiada*  que se conoce con el nojj)
bre de determinante» Llamamos determinante de segundo orden a la
presión:

a b

e
: ae - bd

Un determinante de segundo orden consta de cuatro elg
mentos dispuestos en 2 filas o en 2 columnas de dos elementos en c¿
da una.

Ejemplo:

= 4 (-3) - 3 (-2) - -12 +-6 = -6

Utilizando el cálculo de determinantes*  las solucio-
nes (1) de la ecuación dada se podrán escribir así:
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c b
f e

x 2 ............ ■
a b
d e

a c
d f

y Z —------------
a b
d e

Al denominador se lo suele llamar determinante general y
se lo indica con la letra griega ¿x ( delta mayúscula )/

Regla;
1) Se calcula el valor del determinante general,
2) Una incógnita cualquiera es igual al cociente de dos determinan­

tes de segundo orden, siendo el denominador el determinante gene­
ral , El determinante del numerador se forma sustituyendo en el
determinante general, la columna de los coeficientes de esa incóg­
nita por los términos independientes del segundo miembro de cada
ecuación del sistema.

b) Resolver el sistema:

j12 x - 5y -

| 7x+-4y-

Z 12 . 4 - 7 (

47

62

-5 ) = 48 + 35 = 83

188 - 62 ( -5 ) 188 +- 310 _ 498

83 83 " 83

12 . 62 - 7 , 47 744 - 329 415■■ *

y = 5
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VI) METODO GRAFICO

Resolver gráficamente el siguiente sistema:

13x -t- 5y - 9 (1)

¡2y - 3x - 12 (2)

Cada una de las ecuaciones dadas representan una recta,
para lo cual bastará hallar las coordenadas de los puntos que cada una
de ellas corta a los ejes.

Dada una recta cualquiera:

r = ax 4- by + c ; 0
cortará a los ejes en los
puntos A Z (0 / ?) pertene­
ciente al”eje de ordenadas
y B : (?/0) perteneciente al
eje de abscisas.
Las coordenadas desconocidas
se hallarán haciendo cero la
abscisa o la ordenada res­
pectiva según que el punto
pertenezca al eje de ordena­
das o al eje de abscisas.

Para nuestro caso, tomamos la primera recta:

3x -r- 5y ; 9

si x - 0

es

5y - 9

A 2 ( 0/ — )
5

9

el punto de intersección con el eje de ordenadas.

Si y - 0 . *. 3x - 9

es B g ( 3/0 )

el punto de intersección con el eje de abscisas.

x - 3
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La segunda recta: 2y - 3x = 12

Si x - 0 2y -12

es I A1 g ( 0/ b ) |

el punto de intersección con el eje de ordenadas.

Si y - O - 3x - 12

B’ = ( - 4 / O )

el punto de intersección con el eje de abscisas.

y - 6

Ambas rectas se cortan en el punto P « ( -2 / 3 ) cuyas coordenadas
son las soluciones del sistema dadop vale decir:

M.m.XXI
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10.3.3.- Sistemas de ecuaciones con tres incógnitas.

Sea el sistema:

j ax ■+• by+ cz 7 d. (1)

' a’x -i- b’y+c’z = d’ (2)

i a* ’x i b”y+c* ’z 3 d1’ (3)

Formemos el determinante de los coeficientes de las incóg
nita s

a b c

i> II a1 b’ c1

a" b” c"

después los determinantes:

d b c a d c

x - d’ b» cf ; Z\y s af d’ c1

d" b" e" aM d« cn
4

a b d

af b’

a’1 b” d"

obtenidos reemplazando
términos aristantes.

en ZA los coeficientes de una incógnita por los

Se demuestra que:

9

Resolver el siguiente sistema:

í 3x + y 4- z 2

' x - 2y + z -••
x +• y + 2z =

14

1

15

Mom.XXI
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14 1 1
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3 14 1

1 11

3 1 14

10-4-- ECUACION DE SEGUNDO GRADO

10.4.1, Forma de la ecuación de segundo grado coa una variable.

Una ecuación completa de segundo grado de una variable se re­
duce siempre a la forma,

2
a x + b x c z 0

donde a , b. y c. son coeficientes numéricos.

Ejemplos
o

5 x - 8 x + 12 : 0

es una ecuación completa de segundo grado.
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Si falta el término lineal o el término independiente, la ecua­

ción se llama incompleta y ella siempre se podrá reducir a la forma:

2
a x + b x - 0o»

2
o bien a x 4- c - 0

1

<

Ejemplo:
2 x 2 + 5 x - 0

••

6 x 2 - 12 - 0

Son ecuaciones de segundo grado incompletas.

x ( a x 4- b ) - 0

10.4.2.- . RESOLUCION

1er.Caso:

I) Ecuación incompleta

2
a x + b x - 0

sacando x como factor común, resulta

Para que el producto de dos factores sea nulo, se requiere que por lo
menos uno de ellos lo sea, en consecuencia, deberá tenerse

x - 0«V

o bien a x 4- b - 0

son las dos raíces de la ecuación dada, siendo una de ellas nula.

Ejemplo:
x - 12 x = 0
x ( x «- 12 j - 0
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x : O y x - 12 - O

2dp, Caso:

a x 2 + c = 0

2a x - - c«■>

2 cx - - —
a

de donde salen las dos ralees:

Ej emplo: 2 x 2 - 12 s 0

dividiendo por 2 ambos miembros, es:
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II) Ecuación completa

La ecuación completa de segundo grado siempre se puede r£
ducir a la forma:

2
a x + b x 4 c = 0

llamada ecuación completa general.

Si dividimos por a se obtiene:

2 b cx + — x + — ;
a a

f

y designando con

b c
P - — H - —

a a

es 2
x 4- p x 4- q - 0

la ecuación completa reducida.

ler. Caso: Método de Baskara

2
ax +- b x 4 c 3 0

multiplicamos ambos miembros por 4 a:

4. a * 2 x 2 4 4 a b x 4- 4 a c ~ 0

2 24a x 4 4abx = -4ac (1)

El primer miembro es el desarrollo incompleto de un bino
mió de la forma:

(m+n)2»m^4-2mn+n2
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m2-4a2x2 m - 2 a x•R •
y el duplo del primero por el segundo es:

2mn«4abx

reemplazamos a m por 2 a x y se tiene

2. 2 sí , n - 4 sí W•B

• * • n & b

2
luego el segundo término es b y su cuadrado b que agregamos a am­
bos miembros de (1):

2 9 2 94a x + 4 a b x +- b - b^ - 4 a c

.2 2o sea ( 2 a x 4- b ) = b - 4 a c

y despejando el valor de x obtendremos:

2ax +■ b s - \/b 2- 4 a c

+■ \ / 9
2ax--b-\/b -4ac

- bX \/b2~ 4 a c

2 a
<2)

Donde se ve que las raíces de la ecuación completa ge­
neral de segundo grado ron iguales: al coeficiente de x tomado con
signo contrario, más o menos la raíz cuadrada delp cuadra do de ese coa

Ticiente menos el cuádruple del coeficiente de xr por el término íá-~
dependiente, todo ello dividido por el duplo del coeficiente de x%9

De la expresión (2) sacamos las dos raíces
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Ejemplo:

aplicando la (2)

2do. Caso:

M.m.XXI

6 x2 - 11 x - 7 = 0

es:
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pasando q al otro miembro resulta:

2
x + px 5 -a

tenemos aquí también el desarrollo Incompleto del cuadrado del binomio:

en la que

y

o sea

(m + n)2 e m2 + 2 m n + n2

m2 = x2 m - x

2 m n 5 p x

n2
agregando a ambos miembros resulta:

4
x2 + p x + P-2. = EL2. - q

o sea (x+-^-)2 : p 2 — q
4

y despejando x nos dá :

(3)

Las raíces de una ecuación completa reducida son iguales: a la
mitad del coeficiente de x tomado con signo contrario» mas o menos lá‘
raíz cuadrada del cuadrado dé esa mita? del~cual se resta el término lj
dependiente»

Ejemplo: o
------------- x - 12 x + 34 = 0
xs6-^/s2-34

X = 6 -^36 - 34

(4)

M-m-XXI



248

pasando q_ al otro miembro resulta:

2x + px - -q

tenemos aquí también el desarrollo incompleto del cuadrado del binomio:

en la que

y

o sea

(m +• n)2 B m^ + 2 m n + n^

m2 - m - x

r?
4

2
agregando a ambos miembros p resulta?

4
x2 + px + P_2. S 2 _ q

* ~£

o sea (x+-B-)2 s p % •— q
¿ 4

y despejando x nos dá :

(3)

Ejemplo:
(4)

mitad del coeficiente de x uuwau uw üUHbrayiQt mas o menos
raíz cuadrada del cuadrado de esa mitaS del cual se resta el término

Las raíces de una ecuación completa reducida son iguales: a la
1 coeficiente de x tomado con signo contrario^ más o menos la

x s 6 ■

2X - 12 x + 34 = 0

X = 6 -1/36 - 34
M.m.XXI
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x - 6 - /I

x-l - 6 +■ |/ 2 - 7,414— 

x2 = 6 -/2 = 4,586—

Observación I) Las soluciones de la ecuación reducida se pueden obte
ner con la fórmula (2) de la ecuación general, en la que a - 1, En e-
fecto, para resolver la (4) con dicha formula tendremos en cuenta que

■x = 6 ¿ V2'~

a 3 1 b = - 12 C s 34

\ x = 12 - 1/ 122 - 4.1.34

2.1

12 í 1/144 - 136
X *

2
12 - Vs

X s *------ =--------- -
12-2 VlT

M ■ *

valor encontrado„anteriormente. . . , „ .
Observación IiJ Si en la fórmula (2) de la ecuación completa general:

-b-\/b2-4ac
x s------------------------------

2 a

dividimos
tiene:

el numerador y denominador del segundo miembro por a, se ojb

- b •’ 1 1/ 2
„ T -T V b - 4 a c

2
-b -\tá 4 °

x 5—*—XaR- a .
2

y como

o*
SI M pj

 O II

es

X 11

1 •0 C
Ú

1 >Q

M.m.XXI
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o bien 
x - - 2 i \ í¿ .

2/4

que es la forma de resolución de la ecuación completa reducida hallada
antes» 

10,4,3,- Discusión de la ecuación de segundo grado,

Designaremos con discriminante a la expresión:

Z\ = b2 - 4 a c

Las raíces son reales y distintas, reales e iguales,, o imagina
rias conjugadas*  según que

p
b - 4 a c Z 0

Cuando las raíces son reales*  se puede escribir que:
y - ax2+-bx4-c s a (x-x’) (x-x” ) ■ a xS-íx^xp+x^xg^

QOtno después demostraremos para el trinomio de segundo grado; en don*»
de se ha designado con xj xg.a las raíces de la ecuación de segundo
grado resultante de igualar á cero al trinomio.

De la expresión anterior deducimos que:

cxi. x2 a -r

Signos de las raíces: Resumiendo la discusión de los signos:
cSi —— >• 0 las raíces son del mismo signo*  en cuyo caso puede ocurrir
a

que:
ie) - Ji 0 la s dos

a

2°) <C0 , , las dos
a

Si<Co las raíces sona
puede ocurrir que:

1Q) - -r > 0 , , la raíz
C»

2C) "■‘a *̂0  . , la raíz

raíces son positivas

raíces son negativas

de signos contrarios, en cuyp caso

de mayor valor absoluto es positiva

de mayor valor absoluto es negativo
M.m,XXI



10,4,4«~ Trinomio de segundo grado

Se designa asi a la expresión

y k ax2 +- bx + c

251

sacamos a a como factor común?

y s a ( x2 + — x +- — )
a a

consideramos a ( x2h- — x ) como los dos primeros términos
del cuadrado de un binomiopdel a cual x es el primer término y el
segundo es -g- . Sumando y restando b2 se obtiene?

Si b2 - 4 ac>~Op el trinomio es de la forma

y s a (P2 - Q2)

es decirs una diferencia de cuadrados.
raíces de la ecuación se puede escribir

Designando con x^ p Xg las

o sea

Si b2 - 4ac ■ 0 , el trinomio puede escribirse así:

y ■ a P2

M.m.XXI
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en cuyo ca so:

y z a

y siendo en este caso
b

X1 = *2  = --------2 2a

es y - a x ~
2

o
y 2 a ( x - x^,) = a ( x - Xg)

Si b2 ~ 4 ac 0p ©1 trinomio es de la forma :

y s a (P2 +Q2 )

designando eliora con y ff a las dos raíces Imaginarias de la ecua
ción de segundo grado,resulta también: 

obtenida reemplazando el val^r de esas raíces en (1).-

M.m. XXI
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10.4.5,-  SIGNOS DEL TRINOMIO DE SEGUNDO GRADO

SI 2 „ y _b- 4 ac O, el trinomio es de la forma:

y b a (P24-Q2) o y s a P2

y por consecuencia, el signo del trinomio es el mismo que el de ¿
cualquiera sea el de 2,

2) Si 2
b - 4ac y 0, el trinomio es de la forma:

y ■ a (P2 - Q2) • a ( x - x-^) (x - x2)

/'por consecuencia, el trinomio tiene el signo de a, cuando x es exte
rior a las raíces xj. y xg y signo contrario a 3 sd 3 esta compre^
dido entre las dos raíces.

10.5.-  EJERCICIOS

A) ECUACIONES DE PRIMER GRADO CON UNA INCOGNITA:

1) x-1  1 (X-5  14-2X) . x-9  7
484 5 28 x • 17

2) l(x-l) (x-2) = x2 - 2x - 4 X b 7
3

3) «4o- x--s-
10

4)---- — 4. —1— — = —---- X - —|—
xfl 2x-l 3x-l 6x-l

s) x-1 - X-2 B -XrS. - x=6 x b 4 -i—
x-2 x-3 - x-6 x-7 2

XXII
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2

9x

6x

X

16x

y 25

6

12

8z

X 2

z

1
3

00
 O)



255

4) [ x j- 3 7-7
J ?
I 4x - 2
(------ — 3 y - 4

7) f /x - ¿F y 5 2

\¡~x -Fé'^fy ■ 5

\/ Sx-b 5y - 6

15x - J S 3
¿a

9) / 6y r 4X__
I 32 - 7

io) /x^~ y-io-| z

] j (x+z) -9 - y

x =3

y-2

x-1

XxlS

y = 6

x-10

y = 9

X x2

y^6

x-10

y ^7

z «3

x ^7

z ^3



y 4 B _x 5
3 5

< / x “ 1 y " 2 w z 4 3
13-> < 4 ~ 5 ” 10

x - ~ 5 s 1 £ . A
3 4 12

222 w 8 „ 5
5y 4- 9z 2x 4- 3y

Se hace m c

y

■ -21L_ 8 x
3x f 4z x

4-------— = 3
5y 4 9z

1------------ ,
2x -|-3y

p X -----
5y4 9z

x

y

z

y

n • 1
3x 4- 4z

c) ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO:

1) 2L+2_sJS^.3
2 X 3 x

2) (3x - 5)(2x - 5) = (x 4 3) (x - 1)

3) xt-2 . 2 x - _7
x-1 4-x 3

4) 4x 4- 7 + 5 " x , 4x
19 3 4 X 9

a 5

v 7

■ -3

- 1

S 2

= 3

x • 21

X • 4

x e s

x • 3;
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5) 10 (2x -F 3)(x - 3) 4- (7x4-3)2 = 20 (x + 3)(x- L> x— Ii- —
7

X = _3¡ - 7

x « 196| 49

x s 5; - 2

x ■ — —
2

X n ■*" 2
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11 *“ T R I G 0 P 0 ME T R I A

11.1.- Nota Histórica

La trigonometría es tan vieja como Egioto, auncue en una
forma rudimentaria. Tolomeo en el siglo II d.J, C. en su Almagesto
resumió las características principales de la Geometría Esférica,
en donde la Trigonometría plana aparece como un suplemento para el
cálculo de la Trigonometría Esférica. Los griegos utilizaron estos
conocimientos trigonométricor egipcios para su astronomía pero sin
dar gran avance a esta rama. Los hindúes, aproximadamente en el si
glo IV, después de J.C., dieron un desarrollo considerable a la -
trigonometría griega, construyendo ta' las de senos calculadas de -
32,75 hasta 902, Los árabes adoptaron y desarrollaron la trigonome
tría hindú y el primer irogreso notable se debíd al astrónomo A,P,
BATTANI en el siglo IX con el uso dei seno, tg y cotg de los hln—
dúes. En el siglo X se construyen tablas de tg y cotg, y se descu­
bren la secante y corecante. La sistematización de la Trigonometría
como disciplina mateúatica se debe a Abul - Wefa al finalizar el -
siglo X, El 'rimer texto árabe de trigonometría como ciencia inde­
pendiente fue' debido al astrónomo persa NASIR - EDDIN ( 1201 -
1274 ) cue con la decadencia de la cultura árabe cuedó olvidado.
Recién en 1202. Leonardo de Pisa ( FIBONACCI ) dá a conocer en Eu
roña estas nociones del álgebra hindú arábiga en su obra maestra
LIBER ABACI.

11,2.- Líneas Trigonométricas - Fórmulas

Estas se i «^relaciones se deben considerar como funciones
del ángulo v „ b C A.
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2 ) propiedades

a

Teniendo presente el teorema de Pita"orae y las defini­
ciones anteriores, se pueden demostrar las siguientes relaciones:

a ) sen2 i- eos2 = 1

b )

c )

d )

e )

cotgtg R

cotg ¿ 1

cosec sec

2
1

2
sec

eos i
'sen (/

1
n —-

sen ‘ .
COS S ’

-1----- : cotg
eos

3) La circunferencia trigonométrica

s 1 y un ángulo
una representación

Si se toma una circunferencia de radio
o agudo, las funciones trigonométricas tienen

especial, 3n efecto:

luego med. 0 M eos 0

M.m.XXIII y XXIV
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se traza la tangente en A
a la circunferencia y considera­
rnos la Semejanza de los triángu­
los;

0 P M CO 0 A T

A T
(TI

luego tg s « JL2L “ med, A T

t g s med, A T

4 ) Sí _y a cotg

B

A

cotg
P M

0 M Ppero siendo;

ii

i
4-
M

4^
0 M 0 B R resulta:P y

R se traza la tan.gente a la circun-
-—ferencia en B y considerando la -
\ \semeji.nza de los triángulos rectán
\ gulos;

0 M m B R a B R . med. B R
P*M  0~B 1

luego es

M.m. XXIII y XXIV'
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pero
0 P V

Se traza la tangente a la
circunferencia en P y se
consideran los triángulos

0 M P y 0 P V que son se­
ne jante s.-

sec
0 M

luego 0_J „ jFv B 0_V
o m” " ~<Tp i

med 0 V

es Seo h med. 0 V_______________ I

6 ) y Sí

Trazando la tangente al
círculo en P y conside­
rando los triángulos rec
tángulos o M P y
0 $ S que son semejante,,

se tiene:

cosec X b _Q»£
P M

A
pero siendo 0 r

„ - J3~S_
0 P 1

lí <o 0 P S es;

= med Ó S

luego es
I cosec Q n med. 0 S

m. XXIII y XXIV
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b) Angulos complementarios.-

Relaciones diversas
a) Angulos opuestos.-

2

261

i

- sen V‘/_

- eos OC

- tg OC

PQ = senO(_
2

( íTíot):

(X(\) =

P ’Q ' = PQ= sen <

OQ' s-OQx -cos<%.

AT' h-AT « -tg OC

(il+*..)=  P’Q’ = -PQ= -sence

(TÍ-t-\)= OQ' = -OQ s -cosc^

(K+ot)= TA = tg OC

M.m. XXIII y XXIV



11.3 VARIACIONES DE LAS FUNCIOIJES TRIGONOMETRICAS.

a) Variación del seno

En 1) sí v crece de 02 a 902, la medida del segmento P M,
que dá el sen ¿f, varía de 0 a 1, Si'í crece de 902 a 1802, el sen

Y disminuye de 1 a 0; si ahora '< crece de 1300 a 2702, el sen j
disminuye de 0 a - 1, y finalmente, si í crece de 2702 a 3602 com­
pletando un giro, el sen ; crece de - 1 a 0. Estas variaciones del
seno quedan tabuladas en la siguiente tabla:

02 a 902 902 a 1802 1802 a 2702 2702 a 3602
sen 0' a 1 l a 0 0 a -1 -l a 0

Si llevamos sobre un eje horizontal los valores de 0 en
radianes y sobre el eje vertical los valores de sen y se obtiene la
siguiente curva, llamada sinusoide cuya forma se

repite en cada giro de á , por ello se dice que el seno es una fun­
ción periódica, de período 3602 ó 2 "¡^ radianes, vale decir que:'

M.m. XXIII y XXIV
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o bien

sen ( 0 +■ k 360í) =

sen ( f 2 k 7 ) =

sen ó (en grados)

sen ¡f (en radianes)

donde k es un número entero.

b) Variaciones del coseno

Siendo la medida de Q_M la que nos da el eos , si (T

varía de 0 a 902, el segmento 0 M decrece de 1 a 0; si aumenta de
902 a 1802, es eos ^=0 para 902 y eos- - 1 para 1802, Ahora, si

Y aumenta’de 1802 a 2702, el eos j aumenta de - 1 a 0, y finalmen­
te, si -Y crece de 2702 a '3602, dando un giro completo, eos crece
de 0 a 1. Estas variaciones se consignan en el siguiente cuadro;

y 02 a 902 902 a 1802 1802 a 2702 2702 a 3602

cos 1 a 0 0 a - 1 ‘ -la 0 ' 0 3 1

, Efectuando análoga representaciórx gráfica que para el sen
$ , pero llevando en este caso segmento 0 M sobre el eje vertical,

se obtiene la siguiente curva llamada cosinusoide >. que es una curva

se repite en cada giro de ó , vale decir, que el coseno es una fun­
ción periódica, de período 3602 ó 2 "77 radianes.
En consecuencia:

eos ( ¡f + k 3602) - eos y (en grados)

eos ( Kt2 k "TT ) eos o (en radianes)

donde k es un número entera.

c) Variaciones de la tangente'
Siendo la medida de A~T la que nos dá la tg Y , si V

varía de 02 a 902, el punto T se desplaza, sobre esa recta, desde A
hasta oC positivo, y en consecuencia, tg Ú varía de 0 a -f- oc

M.m, XXIII y XXIV
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• ¿penes P pesa a la izquierda do B. el punto T so desplaza de + <•>£
a — apareciendo por debajo do A y lo. tg varía do - a 0
cuando P coincide con C. Al pesar P por debajo de C, el punto T pa
sa por encina de ú y se aloja a h el? cuando P coincide con D, en -
cuyo caso la tangente varía de 0 a + o<?. Cuando P pasa a le derecha
de D, el punto P salta do +• o"' a -■ o? y cuando P coincide con
dando un giro completo, la tg ¿f ha pasado de — o--1 a 0. La
siguiente tabla reune éstas variaciones:

y 02 a 902 902 a 1802 1802 a 2702 2702 a 3602

tg 0 a +- - óO a 0 0 ‘ a ■r - <20 a 0

Llevando estos valores sobre dos ejes perpendiculares, -
se tiene lo. curva llamada tangentoide que tiene saltos de disconti
nuidad

infinita para y

M.m. XXIII y XXIV



265

se repite cada medio giro de
periodo p ó 1802, luego;

es decir que es -periódica de -

tg y rk 1802 = tg (en grados )

tg ¡< t ta Ti' ‘ tg^ ( on radianes )

5) Propiedades más notables 

a) Fórmulas de adición

b) Fórmulas de duplicación

( para ~ (3 )

sen 2 « 2 sen oC eos oó
, o 2 r-Jeos 2 c eos <x_. - sen OO-

tg 2 „ 2 tg <
1 - tg2 oó

cotg 2 O¿ cotg2 - 1

2 cotg

c) Fórmulas de la bisección

sen 1 e \/l - cos^
2 v 2

eos 1 o¿, s _ t/1 eos
2 V 2

M.m. XXIII y XXIV
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tg 1 <Z - + ./1 - eos
.2 V i 4- eos jC

cotgl B | / 1 _ +_ eos o¿
y 1 - eos .-y^.

d) Fórmulas de prostaferesis

( Transformaciones
senos en productos).

sen p +• sen q s 2

sen p - sen q - 2

eos p -+• eos q h 2

eos p - eos q b-2

de una suma o resta de senos o de co-

sen P + q eos P q_
2 2

sen 2- ~ q • eos JL 4- £
2 2

peos 4. q eos JL w q_
2 2

sen _E + q . sen P q
2 2

Ejemplo I: Transformar en producto:

1 ~ coscó •„

1 4- COS^

eos 02 ~ eos

eos 0Q + eos oc

2 2
sen 2 B tg
eos2

o

Ejemplo II: Transformar en producto: 7T
—v—£--------— ---------------------- - son

7/" 4 — sen .
1  tg^ t g 4 tg°¿  eos ?f eos
T + tg .Z tg ~TT tg ' sen 2J sen c£

T —i_+-------
cos2T eos

4
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11. 4.- Ejercicios

1) Demostrar que;
z \ / \ 4 .

tg ( 452 -4- oC - tg ( 452 - c< = tgo<

2) Demostrar que:

3) Demostrar que:

4) Demostrar que:

tgoó cotg Z? 4- 1
tffc¿ cotg /? - 1

M.m. XXIII y XXIV
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5) Demostrar que:

6) eos 2Dado sen

eos (

eos

calcular

7) Dado tg _JL o/ - \/2 - 1
2 /

8) Conociendo tg - JL y
2

9) Demostrar que:

tg^ 452 + oó “

10) Demostrar que:

sen 3 s

calcular sen • eos ojt ; tg

tg Á - 1 calcular
/ ‘ 3

A

tg ^452 - cx^ j s 2 tg 2

3
3 sen cxS - 4 sen

11) Demostrar que:

3
eos 3 °<í = 4 eos - 3 eos oC

12) Simplificar la expresión:

X - 2 eos (452 + ) eos f 452 - C^-

2 ' \ 2
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12.1.-

NUMEROS REALES

NOTA HISTORICA.-

Durante mucho tiempo el estudio de los números
irracionales fué resistido por los matemáticos que mostraron una max
cada hostilidad hacia ellos. Aunque los números irracionales eran C£
nocidos por la escuela de los pitagóricos en la antigüedad clásica,,
su estudio no fué encarado seriamente hasta el siglo XVII; en pleno
siglo XVI, MICHA EL STIFEL (1486-1557) se resistia aún a la ampliación
del campo racional como lo pone de manifiesto en su ARITHMETICA INTE­
GRA p Nuremberg, 1544, EDUARDO BENOT (español» 1822-1907) escribía
en su ARITMETICA GENERAL,, tomo III, pág.339: nLa Aritmética no puede.
hacer cálculos con los irracionales porque éstos carecen de numeración?*
cuando ya W.ElEKSlKASb en '.ferlín en 1870 había establecido rigurosamen
te la teoría de los números irracionales. ,

Estos matemáticos refractarios a los nuevos adelantos de la
Aritmética causaron mucho daño en sus respectivos países al retardar
en ellos el avance de las nuevas ideas. JOHN WALLIS (inglés,, 1616-
1703) fué el primero en observar en su ArithmCá'ica inf init orum,Oxford,
1655» que un número decimal de infinitas cifras aperiódicas es irra­
cional. Con LORD WILLIAM BROUNKER (inglés, 1620-1683), WALLIS perfec­
ciona la representación de los números irracionales ñor medio de las
fracciones continuas cuyo descubrimiento se debe a PIERTO ANTONIO CA- i
TALDI (italiano, 1552-1626).

KARI- WEIERSTRASS (alemán, 1815-1897) fué el primero que estable
ció la teoría rigurosa del número irracional en el año 1870, publi­
cándola su discípulo KOSSAK en DIB ELEMENTE PER ARITHMETIK, 1872«dan­
do con ello origen al movimiento matemático Ixamado AritmetizaciÓn del
Análisis. Nuevos adelantos en la teoría se obtiene con los trabajos
de GEoRG~CANTOR (1845-1918) que introduce su concepto de conjunto adj,
tivo convergente de números racionales; con los de HEINRIQH FiDIIARL
HEJNE (alemán 1821-1881) que cxpóne su teoría en PIE,
FWTIÓNENLEHREy Journal de Grelle, vol.LXXIV, 1872.

En ese misino año,1872, apareció el famoso opúsculo de JULIUS
WILHELM RICHARD DEDEKIND (1831-1916) titulado Stetigkeit und irratio-
¿ale Zahlen (1870 que introduce la noción de número irracional median
te^el concepto de cortrdura en el campo de los números racionales.
En igual fecha, CHARLE3 MERAX (francés, 1835-1911) dió a conocer en su
NOUVEAÜ PRECIS D'ANALXSE INFINITESIMAL su contribución siguiendo la
noción de sucesiones convergentes de números racionales, como lo hacen
Cantor y Heine.

MICHEL CI POLLA (italiano, 1880.....) en su Ana 1131 alg ebrio a, Palex
mo,1927,ha sustituido el concepto de cortadura" por el de segmento nu­
mérico» introducido por MORITZ PASCH(alemán,1843-1930); CESAR ARZELfi
CitaTIano,1867-?) en 1877. y PAUL BACHMANN (alemón,1837-?) en 1892.
construyen el número real con dos secesiones monótonas convergentes»
upa. creciente y otra decreciente, tales que los números de la primera
M.m.XKV
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son menores que los de la segunda, Finalmente CA PEL.l-I en sn Lez1 oni
suí numeri rqall9 Nápoles 19U3,, desarrolló el método de las clases con­
tinuas,,, es decir,, dos clases A y B de números racionales que cumplen
la condición de que todo número do A. sea menor que todo número de Bj
que~A no tenga máximo ni B mínimo,, y dado un número racional £ tan pja
queño como se quiera„ existen dos'números a y D de A y B respectivameu
te„ tales que b-a <

12,2,- NECESIDAD DE UNA AMPLIACION DEL CAMPO NUMERIC0

Los griegos demostraron que si un número no tiene raíz ente­
ra exacta tampoco la tiene fraccionaria,, y? al aplicar el teorema de
Pitágoras al caso de triángulo isósceles hallaron que la hipotenusa y
el cateto no tienen medida común,, o sea,-, que la diagonal y el lado del
cuadrado son inconmensurables. En efecto, en el triángulo rectángulo
AÍ3t es:

__ _Y como no hay ningún número racional cuyo cuadrado sea 2„la
razón BD:AB carece de sentido en el campo de los números racionales.

ta „ no es un conjunto .denso•
tienen abscisa racional, be
crear nuevos entes numéricos
surables que resolviesen este

Si sobre un sistema, de abscisas de
origen 0„ se construye el cuadrado
OABC sobre el segmento unidad 0^ y
llevamos In diagonal ÜB sobre la se­
mirrecta ®p_se obtiene el punto B’
de abscisa v2 que no pertenece al
campo de los números racionales^ de
modo,, que el conjunto de los puntos
de abscisa racional no llenan a la rea

hay entre ellos infinitos puntos que no
aquí nació la necesidad geométrica de
llamados números irracionales o inconmen-
or óblenla,

En el campo de los números racionales son siempre posibles
las cuatro operaciones racionales: la adición y la multiplicación^ con
sus inversas„ la sustracción y la divisiónCcon divisor distinto de ce­
ro), La potenciación con exponente natural,, que es un caso particular
de la multiplicación^ también es siempre posible. Veamos si las opera­
ciones inversas de la potenciación: radicación y logaritmación son taffl
bién posibles.
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La y ~4 no puerta ser ni (+ 2) ni (-2) pues siempre ( - 2) x 4.
Si el número no es potencia perfecta de otro„ tampoco es posible obta
nerla. Así J 5T no puede ser 1 pues 1*̂  s 1 < 2 ; ni 2„ pues (2)^ a
8 > 2 ; debe estar comprendida entre 1 y 2 . En el cálculo de números
aproximados pueden obtenerse valores cada vez más aproximados por de­
fecto y por exceso; en efecto:

(192)3 < 2 ; (ls3)3 > 2 ; (ls25)3 > 2

pero sin llegar nunca a un número decimal que sea exactamente igual a

He aquí una nueva necesidad de ampliar el campo de los números ra
clónales para hacer posible la radicación para índices pares de números
negativos y para fracciones irreductibles cuyos términos no son poten­
cias del índice do la raíz.

Una fracción ordinaria es posible convertirla en decimal» aún
cuando ella tenga un número infinito de cifras,, como son las fraccio­
nes decimales periódicas tales como:

1 4
0„3 o bien - 0-26

3 15

pero existen fracciones decimales no periódicas cuyas cifras no cum­
plen una ley de sucesión,, es decir,, son arbitrarias9 tal es el valor
de

3„14159

11 = 3^ 1 1 1 1
3 + 64- 3 f 6 +

con lo que a carece el número irracional independiente de todo proceso
aritmético hasta aquí conocido.- S61o es posible la logaritmación
cuando el número dado solo es una potencia de la base; siendo ésta o-
tra de las razones que se imponen para ampliar el campo de los números
racionales.

Vamos a seguir el criterio de DEDEKIND para hacer esta ampliación.

12,3.- CORTADURA EN EL CAM?C DE LOS NUMEROS RACIONALES

Dado un número racional x • todos los números racionales se los
puede clasificar en dos clases: A y B, de modo gue todo número racional
pertenezca a unaoaotra clase y que cualquier número de la clase A sea
menor que cualquiera de la clase B, El grupo JA ( constituye el coniun

to de todos los números racionales menores y mayores respectivamente 
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qx-f1 r, estando incluido r en una u otra clase indiferentemente»

Esta clasificación se llama cortadura*  nombre dado por su creador
DEDEKING ( SGHNITT en alemán). --------------

Ordenemos ahora los números de A y B en sucesión monótona, es d^
cir, a la sucesión indefinida ~ “ 

que forma A la ordenamos en forma creciente, y a la

a 1 ’ a 2 5 a 3 ’ .............. 3 i »••••••

que forma B, la ordenamos en forma decreciente; de modo que obtendre­
mos:

resultará que:
1) todo número a.i de la primera es menor que su correspondiente de la
segunda a’^, es licir:

ai
2) la diferencia a’j-a.^ , entre dos* ‘términos correspondientes llega a
ser menor que cualquier número Z desde un valor i. en adelante»

El Tornar» r es el elemento de separación o frontera de ambas cla«
ses, o mejor, de“ambas sucesiones. Todo par de sucesiones monótonas
que cumplen esas dos condiciones se llaman sucesiones monótonas con­
vergentes,

■ •pongamos que en la clase A ponemos todos los números racionales
menores que 1 y en la clase B, los mayores que 1; ordenamos la clase A.
de menor a mayor y a la clase B de mayor a menor; Vtienen las si­
guientes sucesiones monótomf-'S c onv erg ent e s:

A = ( 05

que podemos escribir así:
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□4-^4. -1
2 3 5

2_ > _3_ > 4 5 > 6 ..................
1 2 3 4 5

cualquier número de A es de la forma ------ ¿.1 y cualquiera de B, de
la forma —t— >1; la. diferencia entrenellos es:

n

n4 1
n

n ~ 1 - 2
n " n

que puede hacerse tan pequeña como se quiera, con solo tomar a n lo
suficientemente grande. Como

p-JL< i < n ±,L
n n

el número 1 es el número frontera.

xEstas cortaduras que tienen un número racional frontera se
llaman propias; hay otras aue no tienen ningún elemento racional de
separación o frontera, y se llaman impropias.

Por ejemplo,, vamos a poner en la clase A todos los números
racionales menores que >J2 y en la clase B los que son mayores que
\/2 , tendremos las siguientes sucesiones monótonas convergentes:

j A s ( 1< 1,4 4 1,41 < 1,414 < 1,4142 <

|b = ( 2 <1,5 4 1,42 < 1,415 < 1,4143 <

estas sucesiones cumplem las condiciones impuestas anteriormente pues:

1) todo número » de A es menor que uno cualquiera b de B

2) las diferencias entre cada dos términos correspondientes:
1; 0,1; 0,01; 0,001; 0,000^.,.l

pv.e^e sor tan pequeña como se desee; pero tanto en A como en B no hay
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ningún número de ellas que sea mayor que los de la clase A ni menor que
los de clase B9 es decir9 no hay ningún número racional que sea número
frontera.

llamaremos número racional a un nuevo ente definido por dog su
cesiones monótonas convergentes que no tienen elemento do separación»
binemos que:

.Toda cortadura en el campo de los números racionales define un
número racional o Irracional si ella es propia, o impropia»

El conjunto de los números racionales y todos los números irra
clónales los agruparemos en una nueva clase de números que llamaremos
números reales» 31 campo numérico de la Aritmética tiene la siguiente

N2 enteros

NC, reales

estructura dada por las sucesivas ampliaciones:
Números naturales \

" negativos (
' t!

fraccionarios l \
z ti irracionales^

Un número racional o irracional lo representamos así:

al ^a2 .< a3 <•...........Z?n 4

Va'l¿a2 ..............

o más brevemente:

cA - a 1 ’ a í

12.4,- OPERACIONES FUNDAMENTALES

Las operaciones con númbros reales han de satisfacer las mis­
mas leves formales que los números racionales y coincidir con las opa
raciones de estos últimos cuando los datos sean números racionales9en
base al principio^ de conservación de las leyes formales o de Hankel.

Dados dos números reales

llamaremos:
1) Suma:

2) Diferencia:

OÍ.S ( 5 a'i ) y

#= ( a1+b1 ; a’^bj )

O)- (a*-  b¿ ; a’± - b^ )

b‘)
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3) Producto?

4) Cociente:

Ejemplo: Dados:

3 < 3,1
'I 1 4 >3,2

¡2 42,7

|3 > 2,8

Se obtiene;
( 5

1) Suma: '"Yf-h ? ~ )

f 0
2) Resta: - )

li - C \
l2

3) Producto:

4) Cociente: /
T:e--

l 2

4 3,14 ¿- 3,141 4 3,1415 Z

>3,15 > 3,142 > 3,1416 >

<2,71 42,718 < .....

>2,72 >2,719 > •*••••

4 598 4 5,85 < 5,859 < .........

> 6,0 >5,87 >5,861 >

<0,3 < 0,42 < 0,422 < ....

>0,5 > 0,44 > 0,424 >

< 8,37 < 8,4094 4 8,537238 ¿ .... .

> 9,26 > 8,5680 >8,543098 >.

¿_l,10 < 1,154 < 1,1552 <

> 1,18 > 1,158 > 1,1559 >

Definición: Dada la base ay el exponente 0 , llamare-
12O5C— POTENCIAS DE EXPONENTE RACIONAL



SOS potencia de exponente racional a la expresión:

Si

y si

1
n f m

m#
a

m
~ría

m
n

m
na

m
n

Se demuestra que con esta definición se ci?.mplen las leyes formales de
la potenciación ya. conocidas.

Ejemplo:
3 _

r~3 i~— . i—5 ¿ - \J5  U 125 Z 5 \j 5*

1 « 1 „ 1 w \Zó
5 2 :: —r ~ ——i_ _ --------- : ----------

5 J 53 5\) 5 25

12c6. - POTENCIAS DE EXPONENTE REAL

1) Si_la_base a? es un número racional y el exponente n = (njj n’P es
realp deflnimos“la potencia por la cortadura:

X.
n'3

2) Si la base QC Z ( a^ ; ap es un número realp así como el exponente
¿19 ( n^ ; n^ ) p defin-ÍTn~s la potencia por la cortadura:

M.m.XXV



278
j '0(ni <. x <xn3 ...

Vx1'1 4 °ín’2 < <An’3 <

Observación: En una forma análoga se define el logaritmo de los números
reales utilizando siempre la noción de corta dura9con ella se aborda el
estudio del cálculo de límites de una sucesión introduciendo una nueva
operación llamada paso. al_límite« que haremos más adelante, así como
también el estudio de los logaritmos indefinidos o series. Un estudio
muyinteresante es el de la Aritmética decimal de_ í os  números reales en
el oue se aborda el cálculo de errores y operaciones con números aproxi
mados, que efectuaremos al estudiar las diferencias finitas.
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13. - NUMEROS COMPLEJOS

1>', 1. - ELEMENTOS LE GEOMETRIA ANALITICA

13.1,1,-  Reseña histórica
La matemática moderna se originó con cinco progresos principales

que tuvieron lugar en el siglo XVII a saber: la geometría analítica de
Fermat (1629), Despartes (1637); el cálculo diferencial e.integral de
Newton (1666-1684j y Leibnitz (1673-1675); el análisis combinatorio en
(16543;, y en particular la. teoría matemática de las probabilidades debí
da a Ferínat y Pascal; la aritmética superior alrededor de 1630 a 1665.
debida a Fermat; la dinámica de Galileo (1591-1612) y de Newton con la
gravitación universal de Newton.

Junto con estas cinco podemos agregar dos nuevas direcciones por
la influencia posterior en el campo de la matemática : la geometría prp
yectiya sintética de Desargues y Pascal, entre 1636 y 1639 y el comien»;
zó de la lógica _simb61ica\ con LeíbniíJEp entre 1665 y 1690,

Debe buscarse él origen de la geometría analítica en la antigüe­
dad griega. Sus primeros vestigios se los halla ya en los egipcios, pe­
ro mas nítidos en el astrónomo griego HIPARCO, de la segunda mitad del
siglo II antes de J.C. En el estudio de la posición de los planchas. H1
parco utilizó las coordenadas: longitud y latitud» especialmente. Pue­
den c&nsiderarse como antecesores de Descartes y Fermat9 en su creación
de la geometría analítica, al geómetra griego APQLONIQ (260 a 260 a.J.C.) 
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con su excelente estudio de las secciones cónicas: a NIC ULE ORES ME
(siglo XIV) y J.KEPLER( 1571-1630) en el estudio de los movimientos
notarios.

La gloria de haber erigido a la Geometría Analítica comouna. ra
ma de la Matemática*  en un cuerno de doctrina lógico y completo, se dja
be al genio de RENATO DESCARTES (1596-1650) matemático y filósofo frajj
cés que en su obra llDiscurso~'Tel método para guiar bien la razón y buja
car ia verdad en las ciencias” en su tercero y último apéndice^ titula
do La Geometría” contiene su revolucionaria invención,

Pedro Fermat (1601-1665) jurisconsulto francés y aficionado a
la matemática*  precedió a Descartes en su invención^ puós creó una gejQ
metría analítica más completa y sistemática^ pero sus trabajosa que los
comenzó en 1629p no los comunicó hasta 1636 y recién fueron publicados
en 1679 después de su muerte.

13,1.2,-  Objeto y método en el sistema cartesiano de referencia

a) Abscisas sobre una recta

-1 la
—4---------------- 1------------------i----------------------+-
v' o v A

Dada una recta xfl llamada. eje9 un punto 0 sobre ella*  llamado
origen; un segmento ou“n 1 llamado unidad y se fija uno de los dos
sentidos con que un móvil pueda recorrerla j, llamado sentido positivo;
se ha constituido un sistema de abscisas sobre la recta x.

Un punto cualquiera de dicha rectáTj tal como A queda fijado en
su posición por un numero a( entero^ fraccionario^ o irracional) lla­
mado su abscisa que no es más que la medida del segmento 0 A con res­
pedí o a la unidad OV fijada. Viceversa9 dado ún numero real a absci­
sa de un punto?éste queda determinado en forma única p llevando la uní
dad a partir de 0*  en el sentido dado por el signo de ap tantas veces
como lo indica 01 valor del número. Se ha establecido una correspondan
cia biunívoca entre los puntos de la recta y el conjunto de los núme­
ros reales que nos permite traducir en relaciones algebraicas las reía
ciones y propiedades de los puntos sobre la recta.

El origen 0 tiene por abscisa cero; dos puntos simétricos con
respecto a 0 poseen abscisas iguales y opuestas; si un punto se mueve
sobre la recta alejándose indefinidamente de 0*  la abscisa aumenta en
valor absoluto y tiende a -j- 6 - oo s según sea el sentidlo que
tiene el movimiento.

b) Coordenadas cartesianas en el plano
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Da'los dos ejes perpendiculares o x y o y en el plano*,  se fija
sobre cada uno de ellos un sistema de abscisas, de origen común O*  de
sentidos positivos hacia la derecha y hacia arriba*  y de unidades u y
v respectivamente; se ha construido asi un sistema cartesiano ortogQ..
nal (ejes perpendiculares) formado por dos ejes de abscisas*  que para
distinguirlos se designan? eje de las abSQispg, al horizontal y eje de
las ordenadas*  al vertical. Fijado un punto P.en el plano*  su posición
quería determinada por las distancias P Í5 y Á a los ejes*  que medidas
sobre ellos*  con las unidades u_ y y nos proporcionan dos números .x.
e y_. llamados abscisa y ordenada del punto P, Viceversa.*  dados núme­
ros reales x e y y tomados? el primero como abscisa, y el segundo
como ordenada*  nos permiten determinar dos segmentos sobre los ejes de
abscisas y ordenadas, respectivamente? y OS. por cuyos extremos
levantamos las perpendiculares a los ejes y en su intersección hallamos
el punto P oue tiane esos dos números dados como abscisa y ordenada.
El par de números dados se denomina coordenadas del punto P, Se ha es­
tablecido*  de esta manera, una correspondencia liunlvoéa" entre los pun­
tos del plano y el campo de los números reales*  de modo tal*  que a cada
punto del plano le corresponde un único par de números reales*  y © cada
par de números reales, le corresponde de un modo único*  un punto en el
plano.

c) Coordenadas cartesia­
nas en el espacio

Se traza por un punto 0, llamado orijgea*  tres rectas x*  y y z
perpendiculares que no estén en un mismo plano, y que llamaremos ejes 
coordenados*  respectivamente eje x , eje y * eje z , y sobre cada eje
Te fija un sistema de abscisas*  de origen 0 y unidades u*  v*  w. Los pía
nos que tales ejes determinan dos a dos, serán los planos coordenados
xy, xz, yz. Dado un punto cualquiera P del espació*  se trazan tres pía
nos? pr'T S paralelo al y &, P Q B S paralelo al xz P R C Q paralelo
al XYo que cortarán respectivamente a los ejes x, y, z en los puntos A.*
B y de modo que quedan individualizados tres númeross x a med 0*1  •
y-med 0~B; z med 0~C,

Viceversa, dados tres números x*  y, z*  quedan determinados los
tres puntos A, B y C sobre los tres ejes x*  y* y por consecuencia*
el punto P como intersección de tres planos paralelos a los planos coqc
denados.

M.m.XXV



281

P ^?erps gegles xa ya zo so llaman coordenadas del pun
L2. _?> respectivamente, primera coordenada o x; segunda coordenada o y
V tercera—coordenada o z escribiéndose P H (x?y/z) • ¿os tres plano?;
paralelos a los coordenados que pasan por P, determinan con los planos---- -
coordenados un paralelepípedo, uno de cuyos vértices es P y el opuesto
es 0, de modo que, la poligonal 
nos dan directamente las coordenadas de P,- Los vértices
pedo tendrán las siguientes coordenadas;

uno de cuyos vértices es P y el opu.es
. formada por las aristas OA, AS, y §P

del páralelepl

O 5 (o/o/o) ; A « (x/o/o) ; B ~ Co/y/o) ; C Z (o/o/z)

P E (x/y/z) ; Q ~ (o/y/z) ; R - (x/o/z) ; S - (x/y/o)

En general, cada punto dQ un plano coordenado tiene la. otra coqe
denada nula. Así los puntos del plano x y tienen z 3 o ; los del plano
x z tienen y 1 o; los del plano y z, tienen x : o»

Cualquier punto perteneciente a un eje coordenado, tiene las u
tras coordenadas nulas; en ofccto, el punto B, perteneciente al eje y,
tiene x = o y z - o *

Be este modo, se ha establecido una correspondencia biunívoca en
tre los puntos del. espacio y las ternas de números reales, de modo tal,
que a cada punto le corresponde una única terna de números y a cada te£
na,, un único punto en el espacio.

13,1.3»- Definición y objeto de la Geometría Analítica

Dada una figura , en el. plano o en el espacio.) la Geometría Mé­
trica y más generalmente, la Geometría...Prpyectiya estudie, con recursos
exclusivamente geométricos, las relaciones y propiedades entre sus pun­
tos, rectas, etc» Con la Geometría Analíticaa mediante un sistema de
coordenadas cartesianas, so traducen las propiedades geométricas en re­
laciones algebraicas entre las coordenadas de sus puntos; ahora, con los
recursos del Algebra se opera sobre esas relaciones algebraicas o ecua­
ciones y los resultados obtenidos se interpretan geométricamente.

El Algebra ha servido para solucionar el problema geométrico
planteado por la Geometría Proyectiva y la Geometría Analítica ha ser­
vido como puente de enlace de esas dos disciplinas.

La Geometría Analítica no es una ciencia, sino un conjunto de má
todos y no un conjunto de propiedades, que permite estudiar por vía Ana­
lítica o Algebraica las propiedades Geométricas que son objeto de la Gqq
metría Proyectiva. Una misma cuestión geométrica puede ser tratada de
dos maneras distintas: por y la.. sintética con recursos exclusivamente gQQ
métricos; este es el objeto de la Geometría Proyectiva Sintética o Modeg
na; y por vía Analítica non recursos del Algebra; este es el objeto de
la Ge orno tria Analítica ,
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13.2,-  NUMER OS C OM P.GE J OS 

13,2,1,- NOTA. HISTORICA,-

El precursor de la teoría del número complejo es RAFAEL BOMBE-
RRI (italiano9 entre 15-70 y 1579) que en su ALGEBRA publicada en Bolo-
niap en 1572,, maneja tales números aún cuando no los define.

Este estudio recibe nuevos impulsos con los aportes de GERGUA­
MO CARDANO (italiano, 1501-1576) y con NICCOLÚ TARTAGLIA (italianop1499 ?
- 1557) al resolver la ecuación cúbicaq pero estas nuevas nociones no
llamaron la. atención de los matemáticos hacia estos números,, ni aún CU92
do FRANCOIS VIETE (francés^ 1540-1603) resolvió geométricamente dicha
ecuación,, cuando realmente estaba operando con los llamados números ima­
ginarios de DESCARTES. Hasta los trabajos de ABRAHAM DE MOIVRE (1667-
1754) que establece ía fórmula que lleva su nombre y posteriormente
MICHEL ROLLE (francés 5,1652-1719) que en su Traité d’Algebrep ParlS;)169Op
da el teorema relativo al número de valores de la raíz enésima de un nú
mero complejo» no despiertan interés estos estudios. Fuá necesario el
aporte de LEONHARD EULER (1707-1783palemán)para que el número complejo
fuese ^objeto r1e estudios serios. Se debe a Éuler la sustitución del sírg
bolo \/-1 de la unidad imaginaria, por el i que se ha generalizado hoy»

KARL FRIEDRICH GAUSS.(1777-1855)» en su tesis de Doctorado en
la Universidad de Helmsted, en 1799 fué el que estableció claramente el
concepto de número complejo y dos .años más tarde GASPAR WESSEL (noruega,
1745-1818) encentró la representación gráfica» pero no se tuvo conoci­
miento de ello hasta 1.799 que fué publicada en las Memorias de la Real
Academia de Dinamarca lo cual fué motivo para que su obra permaneciese
desconocida hasta el siglo XIX,

Con más suerte JEAN ROBERT ARGAND (suizo., 1768-1822)publica en
los Acr:les de Mathématiques una representación geométrica de los núme­
ros Imaginarios y es recién en 1831 cuando Gauss la menciona se le rec.Q
noce su creación.

Para la introducción de los números complejos se siguen dos
métodos; uno analítico establecido por WILLIAM ROWAN HAMILT.ON (1805-1865)
y HERMA NN HANKEL (1849-1873)» y otro sintético.» utilizando la teoría de
la equipolencia del matemático italiano GIÚSTO BELLAVITIS (1803-1880);
este último método se conoce también como método Geométrico o rectorial.

13.2.,2.- Necesidad de una nueva ampliación en el campo numérico.

La radicación y la logaritmación fueron las dos operaciones in­
versas de la potenciación que obligaron a ampliar el campo numérico y
crear los números irracionales para hacerlas posibles; aun han quedado
todavía algunos casos que no han podido hallar solución,, tales son los
siguientes:

raíz de índico par do los números negativos;
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potencias de base racional y exponento irracional;

log (-23)
2

logaritmos do los números negativos.

En la ecuación de segundo grado cuando el discriminante

b2 - 4 ac <^0

Sea ñor ejemplop la ecuación :
(x - 4)2 r 0 = 0

. . X " 4 - \l~-9

x - 4

no existe ningún número real aue la satisfaga.
Los entes numéricos que noshan de nermitir resolver estos prja

blemas son los números complejos ordinarios,

13P2»3«- Definición del Número Complejo,

a) Definición I: Se llama número complejo a un ente abstracto
representado por un par de ñúmerog...reaJ_e^.cuaJ..a^quLejaa._da,d_ns en._UD_PX,
den prefijado

Estos dos números cualesquiera se llaman primero y segundo com
ponente. Designemos con_a y_b agestes componentes y con ex al número
complejo; lo representaremos" asi:

ex S
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b) Definición II; Dos números complejos:

3 ( a>b ) y < - (^a'$ b' )

son iguales, cuando

a - a ’ ; b - b ’

Es de notar que el orden de los componentes, pues dos nú­
meros tales como:

s) y -i )
x o j &

son complejos distintos, aún cuando tienen los mismos componentes.-

c) Definición II: Convenimos que el complejo

c< = (a,® )

representa al número real a«-

' El número cero tiene la representación compleja siguiente:

0 = (0,0 )
La condición necesaria y suficiente para que el complejo
La condición nec-¿->?rl" y ?ufletente vara qtflb ■■ i o

~(aib)

se anule, es que a = O y b — <D

Los números complejos no reales se llaman imaginarios; el
más sencillo de los imaginarios es el (0,1) llamado unidad imagina­
ria „ que Euler designó con la letra A en 1777, en su obra Ingtltu--
t iones calculi inte era lis, Petrópoli, (1768 - 1770) (1792 - 1794) -
en su segunda edición, y rué C,Ft Gauss, en Disquisitiones arithme-
ticae 1804 el primero que hace un uso constante de este símbolo, Los
números reales y los números imaginarios constituyen el campo de -
los números complejos, denominación que fuá introducida por C,F, Gauss

De esta manera, el dominio de la Aritmética ha quedado am­
pliado de la siguiente manera:

M.m.)OCVI
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13,2,4.-  Representación Geométrica

El número complejo l = fl,0) coincide con la unidad real, -
representada por el punto A del eje de abscisas,y el número i —( 0,1)

será" la unidad imaginaria que cohvím
nímos representar por el punto B del
eje de ordenadas. Dado un punto Ps
(a/b) del plano? obtendremos sobre -
el eje de las x el punto A’ =(a/o}
y sobre el eje”y al punto B’=Co/b)-
Viceversa, el par ( a/b ) determina -
unívocamente a un único punto P del

- plano.

Como ( 0,b ) = b ( 0,1) - bi

no hay inconveniente asignar al nunto P del plano el número comple­
jo , \

oó =(a,b)

cuyos dos componentes son las coordenadas del punto; diremos que -
ese número tiene por parte real a la abscisa del punto y por parte
imaginaria a la ordenada.

13,2.5,-  Coordenadas Polares

Dado un punto P = (x/ y ) del plano,
su posición ha quedado determinada
sin ninguna ambigüedad por el par -
-de números reales x e y‘que son sus
coordenadas cartesianas,
Tambie'n quedará determinado por la -
distancia /<= ÜP que se "l^ama radio -
vector y el ángulo 'f = X o P llamado
argumento o anomalía del punto. Es­
tos dos números pueden tomarse como

coordenadas del punto P referido al sistema que tiene por elementos
al punto fijo 0, llamado polo y al eje X, llamado eje polar, Se ha
definido así a un sistema polar de coordenadas? y los números(/y
son las coordenadas pojares de P,-

Si Juntamente con el sistema polar así definido se consi­
dera el sistema cartesiano que tiene por eje X al eje polar, y por
eje de ordenadas, la perpendicular al eje polar por’el polo, se tie­
ne un sistema cartesiano, en el que Suponemos sean x e y las coor­
denadas cartesianas de P,-

En la figura anterior se han colocado los dos sistemas de
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deferencia, y de ella obtenemos:

que sbn.las fórmulas de transformación del sistema cartesiano al -
polar,- Además, también se obtiene:

tgF=y y

Son las fórmulas de transformación del sistema polar al cartesiano,-

13,3.-  OPERACIONES RACIONALES* *
13,3.1: Principio de Hankel

Las operaciones que se definan para los números complejos
deben cumplir con las exigencias impuestas a toda ampliación del caja
po de los números, dada^ por el principio de permanencia de las le­
yes formales o principio de Hankel, que para nuestro caso son:

1) Cuando los datos sean reales, sus resultados deben coijj
cidir con los del campo real,

2) Las operaciones que se definan han de cumplir las mismas
leyes formales que las operaciones con números reales,-

13.3,2,- Operaciones 1

1) SUMA: Se llama suma de los números complejos
O¿ - (a,b ) y - ( a», bf)

a otro número complejo
Q" ^^a + a'yb + b’j

que tiene por componentes a la suma de los componentes de los com­
plejos dados

Q-x ^(a,b)+/a’íb’)=(a+a», b + b») ¡
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Ejemplo;
(“ 3y-g- + ( 5, ~ 2

2) RESTA: Análogamente a lo efectuado en los campos numéricos ante­
riores, dados dos complejos

¿Z=(a,b) y cZ '-(a'yb’)

llamamos resta de ambos, al complejo
0 = oC-oC "(a - a’, b - b'

Ejemplo;

(-3’
3) MULTIPLO; Dado un número complejo oó - (a,b), se
al complej o ( a /) , b ) ¿s /| ( a,b ) r o< siendo un
cualquiera, -

llama múltiplo
número real -

13.3.3.- FORMA BINOMICA 0 CARTESIANA

De acuerdo con la definición de suma, todo complejo, pue­
de considerarse como formado por un número real y uno imaginario pij
ro, 'pues:

o¿ — (a,b) = (a,o) + (o,b) = (a,o)+- b (o,l) = a + bi

q¿ s a + bi

es la forma binómica del número complejo (a,b), que es la notación
ifiás usada.

Para esta forma, las reglas de la suma y
aplican más fácilmente. En efecto, bastará agrupar
las partes reales y las imaginarias puras.-

Ejemplo;
(3 -t- 21 ) - (-i +6 i) + (-f- + -1- i ) =

de la resta se -
separadamente -

= (3 4- -|~4 |-) 4- (2 - 6 4- X). i = 6 -

13.3,4,- FORMA. FACTORIAL 0 POLAR;

Dado el número complejo

Mamo XXVI.v»
ú = a + bi s (a,b)
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se le puede asignar un único punto'[ a/b) del plano que tenga a
por coordenadas a esás‘componentes, Considerando el sistema carte­
siano y polar del 13,2,5 podremos sustituir a:

y en consecuencia f el complejo1^ adopta la forma siguiente:

que es la expresión factorial o trigonométrica del complejo Se
designa a p como módulo del complejo y a su argumento,-

13.3.5.-  MULTIPLICACION

Definiremos el producto de dos números complejos Q¿= a+bi
y p - c+diP de la siguiente manera:

=(a4-bi)(c + di) = a c + a(di) + (bi) c + (bi) (di) =

= c c+a d«i + bc.i + bd.ii

Es necesario definir el producto de i por i

Definición: Convendremos que
i.i =i2 - - 1

Con esta convención .

=• (a -b bi) ( c + di ) - ( ac - bd ) 4- ( ad 4- be ) i

Ejemplo:

( 4-S-l )( 2 + 51) =(s --^-) + (20 - ±) 1 = Já-+ i
y / x . / \ tj/\ O / O o

Si los complejos vienen dad os-<an forma trigonométrica y
son:

M,mc XXVI
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PP<e+ <e‘

sen
i

+ i sen

es:

sen

i
//;0s^4 ?’)

y designando abreviadamente cada complejo

es

de la siguiente manera:
n /

J. eos f sen H

?,)• f(eos i sen

sen

el módulo del producto es el producto de los módulos y el argumento
es la suma de los argumentos,- 

Ejemplo: , i 1 ; P) - 1-
------------- c*- - 2 2 / ~ 2 1 ~2“

luego

- eos 302 4- 1 sen 302

s eos 60Q -f" 1 sen 602

M„m.rrVI
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- eos 902 f i sen 902 - 0 + i = i

2

o bien

En símbolos:

esta última expresión por el complejoMultiplicando

siendo

(1)

son conjugados

son conjugadosy

13.3.6.- DIVISION

( 302 4- 60s) +■ i sen ^302 4- 602= 1 - eos
302 + 602

el cociente de dos números complejos-no varía multiplicando ambos
por un mismo número distinto de cero.-

Definición: Dos números complejos que tienen el mismo primer compo
nente y opuestos los segundos, se llaman conjugados. Ejemplo

= a + ti y A - a - bi

. Dados dos co
X tal que multiplicado
°be ser distinto de c

y P } su cociente es otro complejo
nos de el complejo oC. El número A de­

de cero pára que la operación tenga sentido /

1 • 1302 602

-h

podrá escribirse:
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Esta definición y le propiedad. (1) nos permiten calcular
fácilmente el cociente de dos números complejos. En efectos 

... - a + ^3- - (a + bl) (c-di)  (ac-bd)+(ad+bc)i „ ac^bd ad±bc_
/T “ C + M ' (c-hSij(c-dl) ' 02_(dl)2 "" c2+d2 + 02+d2

Ej emplo:

3 - 21 (3-21)(l+2i) (3+4)+ (6-2)1 .7+41-7^4 .
1 - 21 “ (l-2i)(l+21) “ l-(2i)3 14-2: 3 3

observemos eue el cociente do 2 complejos se reduce <?1 producto dgl
primero por el conjugado del segundo^ dividido por una constante ob­
tenida por el producto del divisor y su conjugado; si los complejos
vienen dados en forma trigonométrica y son:

M.ra.XXVII
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aue abreviadamente escribiremos:

es

el nMuln del cociente os el enciente ^e los nadóles y el argujientc es
la diferencia hq ios argumentas.

1
6oe

16ü2-.3uQ “ •L3u2
Z 16<JQ =

X3u2

Ejemplo Si

. , ----- -— 2 eos 3uC 4- i sen 3ue

.2É_ - £a_ + i.i

^22

13»4,- potencias y raíces

13.4,1.- Potencias do la uni^aH Imaginaria,

i° - 1 i5 = i4.i s l.i = i

i1 = i i6 = i4.!2 « iX-l) ■ -1

i2 = -1 i7 « i4.i3 - l.(-i) - -i

i3 = i2oi = -i i8 “ i4.!4 ■ 1.1 » 1

i4 “ i2,i2 H (-1X-1) = 1 ' ”

so observa aue los valores

i ; -1 ; -i ; 1 .

se repiten y forman íun ciclo a partir de la cuarta, potencia p de modo
que Podremos escribir que?

i4n-3 _ ± ^n-l B

idn-2 = ^n - x

M.m.XXVII
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calcular cualquier potencia

Como

725 = 4 + 1

(4 = múltiple de 4)

Será :

= i

725 = 4, 181 + 1

con lo cual es fácil
llar el valor 4o

de i; en efecto^ ha-

1725 -

l725 - ? 

4+1- A 1 - 4n 1
i - i ,i - i .1 = l.i

i725 = 1

13.4.2.-  potencias de exponerte entero - formula de mcivre

se cbti£
no:

Extiendo la fórmula del producto a n factoresp

Si suponemos quo:

Sorá

M.m.XXVII



294

fórmula que permito calcular trigonométricamente las potencias de ex-
pononte natural de los números complejos^ y se la conoce cono fórmula
do ~HüTVRE(Abraham den 1667-17P4n francés).

Para exponento negativo?

eos 02 +1 son U2

cos(üQ~n’^) + 1 sonCOS-n' i )| =

pues

la fórmula de Mrivro también es aplicable.
Si el número compiojo viene dado en forma binómica(a+bi)

basta apocar la formula de Newton ya hallada anteriormente

M.meXXVII
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Ejemplo:

(2-31)4 = 24- 4,23,31 +6»22,32*i 2-4,2,33,i3 +34,!4 = -119 + 120 j

Si el exornante es elevado es conveniente pesar a. la fo£
rae factorial y aplicar lue^o la fórmula de Moivre,

E jemolo: (2-31)10

= 'y^a2 + b2 = \/13

tgf = -A_ /, = - 56® 18’ 30”
2

(2-3i)^U= ^(cos^ + i sen^) SW13 Jcos(-56Q 18’ 30” ) *

x / / L

ti sen(-56Q 18' 30”)! 10 = 135 Cos(-563a5')+ i sen(-563a5‘)

z
Z 135l 008(7202-56325’)+i sen(7202-563a51)

Z 13" cos(156Q55í ) + 1 son(156e55l)

(2-31)10 = 371.293 cos(156a55’)+i sen(156a55’)

19,4.3,- RAICES L>E LuS NUMEROS COMPLEJOS

a) Raíz enésima Hp la uni4a4,

SI en la fórmula de Molvren 13.4,2P hacemos

se obtiene :

M.m.XXVII
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n ,------------------------
\ / oí-
\/ coso¿ +i son o¿ - eos — +1 sen-----v n n

de donde

pero la unidad Quede sor escrita en f^rma o^mp?.o/.a p de cualquiera de
estas n maneras: 

1 = eos 0 ti sen ü = eos 2~H + i sen 2T¡~= oes 4 |F +- i sen 4H = ....

Si se calcula la raíz enésima de cada una de estas
expresiones por la fórmula anterior^ obtendremos los siguientes n va­
lores de la ;

ü , üeos — i- i sen —
n n

eos---- 4 i
n

2 IIson-----
n

eos ---- t i
n

4TTsen ---- —n

eos 2(n~l)~^ j sen 2(n-l)"^
n n

y continuando se volvería a obtener, esta sucesión de valcresp de modo

que Iyip siendo q un númer^ natural,, tiene n valores distintos» Repre­
sentando gráfioamente osos n complejos se obtienen puntos situados so­
bre una circunferencia do radio unidad eue son los vórtices de un poli
gono regular de n vórtices.

Ejemplo: Cálculo de la raíz cuadrada de lt

tes:
La raíz cuadrada de 1 tiene los dos valores slguien-

cos u ■+■ i sen 0 - + 1

eos----
2 i-i sen scosTT+i senp"a-l

o

Morn.»XXVIT
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Sjemplo: Cáleulo de 1? raíz cúbica de 1

1'3 raíz cúbica de 1„ tiene tres valores-oue a© obtienen. a 3-1.

eos ü 4- i sen ü - + 1

A3 = /.a./_ y^_"l
“ \ 2/ 2 /

Ejemplo: Cálculo de la raíz cuarta de 1

de 1 tiene los siguientes cuatro valores:La raíz cuarta

M.m.XXVII



29«

que son los vértices:

h = (1/0) A = (u/l)

A3 = (-1/0) A4 = (Ü/-1)

del cuadrado A. A Aq AX tú •j .k

b) Raíz enésima dg u,n complejo

Si se ^eSea calcular:

bastará tener presente que:

eos O¿ “ eos (o¿4-27T) - eos ( + 4'"JT ) = - - - -

sen t>C - sen (°¿ + 2"TT) z sen ( °¿- -F4'1T ) = ----

la raíz enésima tiene los siguientes n valores distintos:

y p ( oos 4-i

' n n

y sus puntos correspondientes están en una circunferencia de radio P
y forman un polígono regular de n vértices^, entre los cuales figura la
raíz onésl^0 aritmética de í)

M.m.XXVII
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13,4.4.- TEOREMA FINAL DE LA ARITMETICA

WEIERSTIASS demostró en 1863 que no existo ningún sistema
de números complejos de más de dos unidades cuyo producto satisfaga a
todas las leyes formales:

1) Uniforme ; 2) Asociativa ; 3) Conmntatfttao ; 4) Distri­
butiva ; 5) El producto de dos factores no nulos es dij
tinto de cero.-

Este teorema se conoce con el nombre de :Teorema final de la Aritméti­
ca « puesto que con 61 termina el desarrollo normal de esta cienciap
y dice asi:

No existe ningún sistema de números complejos de más de dos
unidades en que el producto satisfaga a todas las leyes formales de la
Aritmética, Con su demostración se pone fin a una nueva ampliación
del campo de los números,

- • . 9
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TV-CALCULO INFINITESIMAL Y GEOMETRIA ANALITICA

14.- FUNCIONES Y LIMITES

14,1.- Reseña histórica

La esencia del método infinitesimal reside en la idea del
paso al límite considerada como una nueva operación que se combina
oon las operaciones algebraicas comunes. Debe buscarse en los grie­
gos como los‘primeros precursores de este método;. Eudoxio ( 408 -
385, a, de J.C.) con su método de exhaución es el Iniciador, en cu­
ya huella continua Arquímedes ( 287 ? - 212, a, de J.C.) al cual se
lo considera como el verdadero precursor, de los métodos infinite­
simales en la antigüedad, por sus investigaciones de las cuadratu­
ras y cubaturas. Iniciador en el estudio de las primeras series corj
vergentes fué Nicolás Oresme ( siglo XIV d. de J, 0.) y más tarde, el
matemático portugués Alvaro Tomás que no solo calcula series geomé­
tricas, sino que también algunas otras series numéricas convergentes
que hoy se calculan con la función logarítmica,

Siguiendo las huellas de Arquímedes, el astrónomo Juan -
Konler ( 1571 - 1630 ) profundiza el estudio de los infinitésimos -
aplicándolos a las propiedades de las cónicas, lo mismo que más ta£
de hace el jesuíta Buenaventura Cavalierl ( 1598 - 1647 ) discípulo
de Galileo, que se ocupa del problema’de las integraciones con méto­
dos más simples oue los de Arquímedes, Del estudio de las tangentes,
cuadraturas y cubaturas se ocupa también Evangelista Torricelli - -
( 1603-1647 ) también discípulo de Galileo, qr.e con Vincenzo Vivianl
(1622 - 1703 ) han dejado importantes huellas en esta parte del cálcjj
lo. La polémica originada en’el estudio.de la cicloide fué motivo -
para que eminentes matemáticos como Galileo ( 1564 - 1642 ): Rober-
val ( 1602 - 1675 ); Descartes ( 1596 - 1650 ); Pascal ( 1623 - 1662)
Fermat ( 1601 - 1665 ) Huygens ( 1629 - 1695 ) y Wallis ( 1616-1703 )
Incrementaran el contenido de esta rama naciente de la matemática, -
que con Isaac Barrow ( 1630 - 1677 ) se cierra la lista de los pre­
cursores para dar paso a los dos grandes genios fundadores del cálcjj
lo infinitesimal: Isaac Newton ( 1643 - 1727 ), filósofo, físico y
matemático inglés que comparte' la gloria de esta creación con otro,
filósofo y matemático alemán, Gottfried Wilhqlm Leibnitz ( 1646 -
1716 ), Contemnoráneos en su creación, sin embargo ha sido la nota­
ción de Leibnitz y la claridad de sus demostraciones las que se im­
pusieron en Europa, y más tarde en el mundo, sobre las’de Newton, -•
siendo ésta la que hoy se emplea en todos los tratados. Continuadores
de la obra de estos dos genios, fueron Juan y Jacobo Bernoujlli - -
( 1654 a 1748 ), con admirables contribuciones al Cálculo efe Probaba
lidadese el marqués de l^Hopital ( 1661 - 1704 ); Abraham De Moivre
( 1667 - 1754 ) que como los anteriores se ocupó de la Combinatoria
y las probabilidades; Brook Taylcr ( 1685 - 1731 ) físico y matemá­
tico inglés y Colín MaClaurin ( 1698 - 1746 ) autores de las series
que llevan sus nombres,- be debe especialmente a Leonhar Euler ( -

estudio.de
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( 1707 - 1783 ) la sistematización de esta rama, llenando un perío­
do destacado de su desarrollo, el siglo XVIII, que fué el siglo de
Euler y su escuela. La generación siguiente, es la de la Revolución
Francesa, cuyo representante máximo es José Luis Lagrange ( 1736 -
1813 ) que con Pedro Simón Laplace ( 174$ - 1827 ) astrónomo y si s-
tematizador del cálculo de probabilidades; Adriano María Legendre
( 1752 - 1833 ) ; Silvestre Francisco Lacróix ( 1765 - 1843 ) y o-
tras dan un extraordinario brillo a la matemática francesa y forman
el siglo de Langrange en la historia del cálculo infinitesimal,

14, 2e- Constantes y Variables - Funciones -

14, 2, le Variables y Constantes

Una variable es una cantidad que puede adoptar diferentes
valores. El conjunto de tales valores puede estar limitado a deter­
minadas restricciones, y variar sólo entre un cierto grupo de núme­
ros fijados. Así, una variable puede ser el número de naranjas de -
determinado tamaño que pueden ser acondicionadas en una caja dada -
por distintos empaquetadores. Sin lugar a dudas que el número de na
ranjas para cada"caja no es el mismo; pueden empaquetarse 59, 60,
61,---- 1-72 según sea la forma de disponerlas.

Una constante es una cantidad que siempre conserva el nts
rio'•palor cualquiera‘ sea el problema dado o la discusión, por ejem­
plo, 2, 5, etc,

14,2,2, Funciones

Cuando dos variables están relacionadas de tal manera que
el valor de la primera queda determinado si se dá un valor a la se­
gunda, entonces se dice que la primera es fuñeión de la segunda,-

Ejemplo; I) El'area del círculo viene dada por la fórmula
--- _ Z

... r77*
donde 'Tí - 3f1415926 -------------- es relación de la longitud de la cir­
cunferencia a su diámetro y ~X es el valor del radio.

El áréa del círculo se halla determinada en función del
radio del mismo,- Ó

II) Sí ¿es el espacio ave recorre un móvil, animado de un
movimiento uniforme con velocidad A/ , durante un intervalo de tiempo
t 9 se tiene que ^5 ~ AT b
expresa que el espacio reco??rido es una función del tiempo,-

III) En un gas perfecto, a temperatura constante, la pre­
sión y el volumen específicoqy están ligados por la relación si­
guiente : ~ i
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= constante 

llanada ley de Boyle ( 1626-1691 ), que es equivalente a ésta otra:

cr = —
que da el volumen específico del gas
función de la presión,-

temperatura constante, en -

14.2.3. Notación

La función A 7t se indica con los símbolosde

; etcn nn

Ejemplo:

es uniforme; en cambio la y^ - 1 - 'A

uniforme o de un sólo valor, cuando a un
llanada independiente, le corresponde uno

[ , llanada variable"dependiente

Se llama función
valor de la variable X. ,
y sólo un valor para la Qi

no es uniforme, pués, para cada valor de "Z en intervalo

( - 1 / 4- 1 ) , es decir
- V ¿ +-1

sola-se obtienen dos valores para , ya que, despejando a la
mente, es:

í?

obteniéndose para 7( - los valores:

También puede ser y variable dependiente de
variables independientes quedarían con arbitrariedad,
esto con la notación

14.2.4, Representación Gráfica

dos o más -
indicándose

sí 3. I w

es una función de $> para 2. •==:

es ( a / b ) el intervalo o campo de variación de ¿í • Sea C un va­
lor de 7 comprendido entres y el valor correspondiente a" AJ será
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Sí sobre un sistema de dos ejes perpendiculares llevamos
sobre uno de ellos,, el horizontal,, los valores de comprendidos
entre a y b(y sobre el vertical los que resultan para (¡7. obtene­
mos un conjunto de nuntos P para cada par de valores ded^íe /V -
que se hallarán sobre una curva que llamaremos repre sentad ón^gr tí­
fica o diagrama de la función dada. ’

Las funciones pueden, venir dadas por expresiones analíti­
cas, como se vi6 antes o cor expresiones empíricas como: Ejemplo I:
Ley de Tait que es una fórmula empírica que" da aproximadamente el -
número y de hijos generados en el espacio de un año por un grupo de
100 mujeres casadas, en edad fecunda, esto es, entre 16 y 50 años
más o menos, de edad media, x» Dicha ley viene expresada así:

: k ( 50 - X )

donde k es el ceoflciente de fecundidad matrimonial de Tait, que -
puede Tomarse aproximadamente igual a 1,50, Entre 20 y 45 años, esa
fórmula da resultados bastante aceptables, expresando que la fecun­
didad se avecina a 0 alrededor de los 50 años.

Paro 1: - 1,50 so obtiene

M,m. XXVIII,-
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una. recta. Este tipo de funciones, de la forma genera

ax 4- b se llaman lineales

' ’ Ejemplo II) La población P de un ptfís varía con el tiempo
t. En efecto, en la ¡República Argentina la población ha crecido en
Ta forma indicada en la siguiente tabla:

M.m, XXVIII.-



305

Se obtiene una poligonal, Este es el caso en el cuál la -
relación de dependencia de ni con respecto al tiempo fc , que enceste
oaso es "la variable independiente, no se conoce análitica ni empíri­
camente, -

14,3,-  ESTUDIO DE LAS FUNCIONES ELEMENTALES

Estudiaremos ahora la representación de las funciones ele­
mentales, es decir, las funciones simples que combinadas entre ellas
dan todas funciones que se hallan en el estudio del análisis,-* •
l¿,drl,~ IíIiPUEÜEíTTACzON DE DOS ^U'JCTOU 1S IWPSAS

Se l-' función :• • * •
M.m.XXVIII,-
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Si en esta re:
a como ver:

306
FUNCIONES INVERSAS:

Sea la función:

p ( 7< )
.ación consideramos
able y a 2. como -

función, y la resolvemos con res­
pecto a se tiene:

Referidas ambas funciones al mismo sistema
curvas C y C' cuyas ecuaciones son:

se obtienen dos

esta última
Ejemplo I:

luego

Ejemplo II:

de

f (jf) (3)
la p??inera

/m/-----
•
la función inversa

ateniéndonos a la definición de logaritmos es:
p = h*  íf .

luego es (d = ion Tí la función inversa de = a "
/I O a á

Las expresiones (1) y (2) siendo las mismas ecuaciones se
hallan representadas por las misma curva C ; en cambio, la (3) no es
otra que ía(2) donde se han invertido T e (U. , de donde se deduce -
que estará representada ñor una curva c? ‘ simétrica de c con respecto
a la bisectriz m m*  del primer cuadrante. De aquí resulta que dos -
puntos M y Mf simétricos con respecto a m m‘ tienen por coordenadas
«ÍX/A) y (y/7< )■-

14,3,2,- Función Algebraica

Una función es algebraica cuando ella solo contiene símbo­
los algebraicos (suma, resta, multiplicación, división, potencia de
exnonente constante, extracción de raices). En caso contrario la fuj]
ción es trascendente.

Entre las funciones algebraicas,
bre de función algebraica a la función

= 7
siendo Qn una constante entera,-

se da especialmente el no®

M.m. XXVIII.-
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Entre las funciones trascendentes más comunes se tiene :

1) la función exponencial : aJ = el
donde ¿es una constante ¿j

2) la función logarítmica : uj = logof

3) las funciones circulares:

nj = sen ; Oj = eos TÍ ; CU - tg 7^

Sea la función algebraica
/P) / X

r T. ( ni entero)

es necesario destinguir cuatro casos según el signo y la paridad de m:

ler Caso: m positivo

I) m par" II) m impar:

que nos dan las dos curvas siguientes:

X

y

que nos dan las curvas siguientes:

M.mo XXVIII»-
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Sea la función al -A/ o bien ai - /) siendo esta
función la inversa de las curvas representativas se deduci
rán de las de esta ültimay teniendo en cuenta el signo y la paridad
de AA. y tomando las curvas simétricas, con respecto a la'bisectriz
n m; del primer cuadrante (14,3,1) de las curvas del (14,3,2.) 

ler Caso; /)72, > Q

I) m par • II) m impar

Estos valores nos dan las siguientes curvas:

X
i ■

- eyO 0 + OC- X - oo o 4-*

y
; >.’■/'/, 2/z 77777 ✓/
' imaginario | o t y - oO ~ 0 +' +

Mcrn, XXVIIIe-
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O
= o)

se puede construir la siguiente tabla:

vvrrTTT

Caben distinguir dos casos,

Teniendo en cuenta el
obtienen de la .siguiente

signo de los signos de
expresi ón:

lerc Caso a>ls En este caso, la función e^tponencial es constante
mente creciente. Teniendo en cuenta que 

m 01
m <impar

14.3.4.- FUNCION EXPONENCIAL

1 - _
7 "/Wi

Sea la función

29 Caso:
III) m par

+ oo

IV) m impar

0 -b odX - oO 0 X - oc

y imaginario + c 0 y 0 - - 4- 0
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Siendo C > 'i f
4

la curva es de la forma que indica la figura

22 Caso: cl< "1 : En este caso, la función exponencial és constante­
mente decreciente,-

Como ¿I < *7,  podremos admitir que

1
s —— para b z 1

luego es x ( 1 p 1
=a 'T?’

es decir» obtenemos la función Inversa de la correspondiente al prl
mer caso; su curva se obtiene tomando los valores inversos de los -
de la tabla anterior:

X
y

0

M,mQ XXVIII,-
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14.3.5,- FUNCION LOGARITMICA.-

= log 7
a

Esta función es Inversa de -c? • y como en el caso de esta función
se pueden presentar dos casos según que a1. obteniéndose las cu£
vas representativas respectivas tomando los valores simétricos de —
nj - con respecto a la bisectriz m m» del primer cuadrante,

ler. Caso a> 1 2a Caso: a < 1

Sea la función
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Recordemos que si < Q la función

= log
c?

no existe en el campo real, pero si en el complejo; y la función
- L 'X tiene la forma de Ü - log para pues £ =2,7172.

éJs la base de los logaritmo^neperíanos

14.3. 6. - FUNCIONES CIRCULARES DIRECTAS

Como en el capítulo ( ) de Trigonometría se han ob­
tenido las curvas representativas de las funciones directas, aqa í so
lo las reproduciremos con las tablas de variaciones que experimentan

a) FUNCION SENO AJ = sen 7-
JL Ó 37T

X 0 2 I' 2 2/T

y 0 -F +■ 1 + 0 - -1 - 0

xxvrri,-
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14.3,7.- FUNCIONES CIRCULARES INVERSAS,»

a) Función are, sen

Sea la función
= are, sen TÍ

que se lee: arco seno 71 y que significa 'V es el arco cuyo seno vale
Esta es la función inversa de: U

r sen %
pues se puede obtener de n/ - are sen, despejando a resulta

7 “ sen

Se deducirá la curva que representa a 'V = are sen 7Í de la'que
representa a sen“% por simetría respecto a~ffLa bisectriz m m*  del -
primer cuadrante. Se obtiene así la curva de la figura:
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Notemos que are sen 7^ solo existe para valores de Tí
comprendidos entre - í~y 1„-

Ademásp'para un valor de X le corresponde infinitos valg
res de are sen Tí „ Convendremos tomar como valor de are sen ?í para
un valor dado de X , el que se halla comprendido entre -Tr y > II ,

‘ 2 + 2
que se denomina rama principal del are sen Tí

De esto se deduce la tabla siguiente:

b ) FUNCION /y = are. eos TÍ

Sea la función f!.< = are eos %
que se lee: arco oseno X que significa: rq es el arco cuyo coseno
vale Tí " 0

Es la función inversa de ■'V = eos TÍ que se obtiene de - -
= are eos X despejando Tí : (J

7Í = eos

Se deducirá la curva que representa are eos X de la que -
representa eos / , por simetría con respecto a la bisectriz m m*  -
del primer cuadrante. Se obtiene así la curva representada en la fi­
gura siguiente.:

Notemos que are eos 7( Solo existe para valores de Tí coja
prendidos entre tíy ’-l.- Además, para. un valor dado de 7} le co­
rresponden infinitos valores de are eos T Convendremos en tomar los
valores de are eos /I solamente los coíüprendidos entre 0 yTT, que -
limita a la rama principal de la curva.

Moma XXVIÍJ..-
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De aquí se deduce la siguiente tabla:

O + 1
O

c) FUNCION - are tg TÍ

Sea la función = arc tg Tí
que se lée: are tangente Tí y quiere decir:/ij es el arco cuya tangen
te es K . Es la fuhcI3ñ“Iñversa de <u = tg/Oque puede obtenerse^de
y c are tgTf despejando Tí , se obtiene: - tg Tí

Se deducirá la curva que representa are tg t( de la que
representa tg 7Í ' f por simetría con respecto a la bisectriz m m» del
primer cuadrante. Se obtiene asi' la figura:

M„me XXVIII,»»
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valores de
rana prin-

Se ve que a‘un valor
valores de are t

• dado de £ le corresponden infinitos
g Tí , Convendremos tomar solamente los

are tg Tf comprendidos entre---- y _ 3Z1 que llamaremos
■ • 2 2

cipal, De aquí se deduce la siguiente tabla:

X _ o¿> 0 4-00
y Z 3T T o ~ i JL

2 r 2

l* a¿ DE UE¿ POR P'lQPf 020‘SSTRTC/ig

la , -

M.m, XXVIII.-



318
?p >

14.4.- ECUACION DE UNA CURVA DEFINIDA POR PROPIEDADES GEOMETRICAS.
LA REQTA.-
14.4,1.- Distancia entre dos puntos

a) En la recta

bisas a y bF
por:

cu i
---------------- «----------------------------------- •_------------------------------------------------- 1

A V
se tiene que la distancia

Dados un sistema de abscisas
sobre la recta x y dos puntos
A y B sobre ella, de abs­

entre ellos: A* “B viene dada -

AB = OB - OA

es decir AB ~ b - a

La distancia entre dos puntos se expresa por la diferencia
entre la abscisa del segundo y la abscisa del primero,..-



b) En el plano

M.m 319
Conferencia 29
16/11/1955

Dado un sistema cartesiano ortogonal (x y ) y dos pun
tos en el plano: A = (xl/yl) y Bjj (x2/y2), se trazan las “distan-,
cias a los ejes coordenados, con lo: cual queda formado el triangulo
rectángulo , en el cuál se cumple, por el teorema de Pitágoras;
Q116 í

AB2 s AC2 +• BC2

es decir AB2 = (x2 - *1  )2 + (72 - yl )2

y designando la distancia AB con resulta:

M.m
XXIX



14.4.2 Signos en el sistema cartesiano del plano

Los dos ejes del sistema cartesiano dividen el plano
en cuatro cuadrante s e ada uno de los Cuales se caracteriza por-los sjg
nos de las cdóijflenádas de sus puntos. En efecto, sea A;.*  (*i  / Yi)
un punto del primer cuadrante sus coordenadas-se miden sobre los senil
ejes-positivos x e y, en consecuencia A_~ (+’ /+) « Un punto B ~
(x2 / y2^ del segundo cuadrante, tiene absóisa negativa y orden.'-'a po
sitiva: un punto C « (x3 / *3)  del tercer cuadrante-tiene absci y
ordenada negativas~y~finalmente, un punto D„« U '/ y4) del cu... .o
cuadrante tiene abscisa positiva y ordenada negativa. Resumiendo,se
tiene

cuadrante abscisa
----------- -----— - —-f

ordenada

I ) + -1-

II ) -*• —j-

III ) «*•

.........IT)-

14.4.3 Representación analítica de la recta

1) Cualquier punto del eje de abscisas tiene ordenada
nula, de modo que

y = 0

será la eouaclóñ del eje de abscisas 

2) Cualquier punto del eje de ordenadas tiene abscisa
nula, de modo auei .---------------- -
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será la ecuación del

3)

eje de ordenadas.

Sea n // x

Cualquier punto de n, tal co

mo el A ñ (X1 yl) se halla a

una distancia constante del

eje x, vale decir, que para

todo punto de n la ordenada

es la misma para todos,en

consecuencia

y = k ( constante)

es la ecuación de n // x

4) sea m // y

Cualquier punto de m, tal como el B g (x2 / ^2) tie­
ne una distancia constante al eje y, es decir, que todos ellos \tene
la misma abscisa

luego x - h ¡ (constante)

es la ecuación de m // y

M.m
XXIX
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5) Recta que pasa por el origen

■ Tengamos la reota r que pasa'por O.y sean A E
(X1 / 71) B-.® (*2  / Y2) dos pantos de ella. En la figura se han
formado dos triángulos A0A: y bCb* Que tienen un^ángulo agudo
común: luego por Geometría Métrica resulta que: AOA’ CO BOB’ ( os se
me j anre)

( constante )m3

es decir: m

y y mxy en general m o
X

es la ecuación de la recta m 

por Trigonometría

e

B’ .- tg

AA1
OA’

^2
=~*2

^1

X1

A A»
0 A’

BB1
" OB'

B
ó B’K

a la constante m se denomina pendiente 0 coeficiente angular de la'
recta y da la inclinación de la misma respectd~cíel e.ie x 7
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6) Recta que no pasa por el origen

Sea £ una recta cualquiera del plano que corta al
eje y en el punto Do Tracemos r’ // r y que pase por el origen, su
ecuación será:

y - mx |

La ordenada de un punto A de la recta r se obtiene
sumándole a la ordenada de un punto B de r' un segmento constante £ ,
de modo que

y s mx + p

será la ecuación de la recta_r, que se acostumbra a designar con el
nombre de ecuación explícita de la recta,

7) Ecuación general de la recta 

Dada una ecuación da primer grado en y en x , de la
forma

ax + by + c s 0

donde a b , y c son coeficientes o constantes, decimos que
ella representa una recta en un sistema cartesiano. En efecto,des­
pe jando a y se tienej

y

by

y haciendo a
m s - —

b

c
pe------

b

se tiene y ms+ p
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la ecuación explícita de la recta

Es
Es

la ecuación general de la recta

a——------------- —-----
ax + by +- c " O

Ejemplo:
recta.

3 x 5 y -f- 7 Z 0 representa a una

8) Ecuación segmentarla de la recta

Consideremos la recta r

definida por

general

ax + by 4 c
ax 4 by c
ax by
-c -o “

c c
a b

Sean A y B los puntos de intersección de £
ejes coordenados; busquemos sus coordenadas:

l'i x Z 0 en (1) es : y s - -----
b

la ecuación

= (O-
2 «rC

t 1

(1)

con los

A E ( , C / - -y )

Sí y - o en ( 1 ) es : X = "1T

B = ( / 0 )

Sí destinamos con
c c

p z - — q tz --c-F a b

la ( 1 ) toma la siguiente forma:

P
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que se conoce con el nombre de ecuación segmentaria de la recta 

14.4.4 Recta que para por dos puntos

coordenadas la verifican:

. ’ ax f by + o - 0
. . 11

Dados los puntos

A = (XX / yi) y

B_= (x2 / ^2) la

rectaque se bus

oa tiene la for­

ma: ax-bby + cxO(l)

Sí el punto

A B (xl/yl) está en

la recta £ , sus

(2 )

Análogamente, si B 2 (x2 / y2) pertenece a £ , es:

ax2 + by2 + c = 0 ( 3 )

Restando ( 2 ) de ( 1 ) resulta:

a (x - xj|) + b (y - y^) s 0

Restando (2) de (3) es:

a (x2 - xl) + b (y2 - yi) - 0

ha quedado formado así un sistema de dos ecuaciones entre las dos in­
cógnitas & y £ » resolviéndolo dá:

y - yi a y2 " yl   a
x - Xj_ b ’ x2 - xi b

luego es: y - yi y2 “ yl
x - x-l x2 - xx

y2 ■ yi
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es la ecuación pedida

Comparada con la ecuación explícita de la recta

se ve que

dé la recta pedida»

Ejemplo:

y S mx + p

y2 - yi
m 5—-------— es el

A ■ ( 2 / - 3 ) ;

coeficiente angular

B E ( 5 / 2 )

14*4.5  Punto de intersección de dos rectas

M.m
WTV
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Dadas las rectas:
\ E 5.x + br? * ci o

r2 Z a2x + b2y 4- C2 - O

se trata de buscar las coordenadas ( "^p / ) de su punto de inter­
secciono Supongamos que ambas se córten en P; sus coordenadas incóg­
nitas 2Cp e Y-n deben verificar a las ecuaciones de ambas rectas, es
decir: ’

\ al Xp 4- yp + cx

/ a2 xp + b2 yp + c2

a 0

X o

habiéndose obtenido un sistema de dos ecuaciones con dos incógnitas

e
x pi Xp + ^i yp = " °1

/32 xp + b2 yp “ - c2

resolviéndolo con cualquiera de los métodos que se detallarán en el
capítulo próximo 5. so obtiene: .

x c2 " b2 °1
P " a-j_ b2 ~ ag bi

_ G1 a2 ” c2 al
P " al t2 " a2 bl

Sí b2 - a2 ti 0 las dos rectas se cortan en un punto determi­
nado P~- (xp / yp)
Si aq b2 - ag bj_ ~ 0 no siendo niíLos los numeradores de xp e y^ ,
las dos rectas no se cortan, es decir, son paralelas, en cuyo c&so
sera:

a-j b2 Z a2 bj_

j al bl•>*»
a2 "b2

que expresa la condición de paralelismo de r^ y r2 

14.4.6 La Circunferencia

Dado un punto C /fi ) llamado centro y un segmen­
to r , llamado radióle ÍJ/Wi circunferencia al lugar geométrico de los
puntos del plano cuya distancia al centro es igual al radio.
Si P g ( x/y ) es un punto genérico de la circunferencia es

PC2 « CM? + PM2 por el teorema

de Pitágoras : . . r¿ = (x-®<-) (y -p )
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es la ecuación generalC”:

de la circunferencia

Desarrollando esa expre-
P»

sión se tiene:

2- 2

haciendo 2

es (2)

0
°42 T

, 2

x2 +•' y2

Es decir que
¿ )2 «y '-p )2 = r2

—1
x

2

S &/y)

otra forma de la ecuación general de la circunferencia

Casos particulares:
y | —------ ------ —~—

• El centro C pertenece

í Z ' al, eje x, En ésia^cgso

j i 'x 1/O)y-':,n’oóuáclón(x)se
0 j .\C ~ reduce a (x~ Z)2 4-y2“r2

. '' y la ( 2 ) a :
I . ------------------ --------------------------------------------------------------------------------------------------------

| X2-b jr2 - 2o¿x 4- ¡^ “ 0
t______ ■ »

b) El centro C pertenece al eje y

j y -
En.ese caso

/ \ ’ C 2 ( 0/ p )• ; la

i. ( 1 ) se reduce a:

V,____- x - (y <- /3 ) s r

0| x

M.m
XXIX
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y la ( 2 ) a :

x2 + y2 - 2 /? y 4 O

a) El centro C coincide
con el erigen
con el origen 0

En este caso es C z(0/0)

es decires 0 s 0

y en ( 1 ) y ( 2 ) se re

duce a :lx2-i-y2 - r2

que es la ecuación más frecuente de la circunferencia.

d) Ejemplo: '
x2 +- y2 + 4x - 6y +10 a 0

es la
das:

ecuación de una

Como: 2

en este caso es:
4

circunferencia cuyo centro tiene por coordena-

+ 9 - r2 z 10

r2 z 4 -f- 9 • 10 “ 3

14/4.7 Las cónicas como curvas-sección

Se llaman cónicas a las curvas que se obtienen al cor- •
tar una superficie cónica con un plano. Según sea lá- posición del pía
no sección con respecto a los elementos de la superficie, que enumera
remos, se obtienen las cónicas clásicas, llamadas elipse, parábola e
hipérbola.

Mm
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a) Elipse y circunferencia

Consideremos una

superficie cónica

indefinida de eje

e y ángulo del vér

tlce'>¿9 y dos plji

nos,

<T.J_ e yiTnole
El primero la cor

ta según una curw

va C que es una

circ unf e rene i a y el

segundo según una curv

curva E av.e es una«M —
Glip50,

Parábola

Si el plano IT gira

en su posición has

ta colocarse para­

lelo a una genera­

triz tal como por

ejemplo la g, la

curva sección es

una parábola, que

so va estrechando

a medida que I i Se

acerca a g, y en

cambio se abre más

a medida que T i se a

leja de dicha gene-
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Hipérbola

Cuando el plano es

paralelo al plano

formado por dos gene

ratrices gi_ y g2 la

curva sección que se

obtiene es una hipér

bola que se hace áas

abierta o_cerrada
•

sección se ale

je o se acerque al

plano g2 o

Cónicas degeneradas

En la elipse y en la circunferencia, a medida que los
plános Q" y TT se acercan a V , vértice de la superficie cónica,am
has curvas se cierran’y cuando'ambos planos pasan por V,cur-rua
degeneran en un punto.

En la parábola, si el plano H pasa por V, esta curva
degenera en una recta que coincide con la generatriz

En la hipérbola, si el plano Ti'coincide con el plañó
gq g2 » curva degenera en el sistema de dos rectas g¡ g2 0

14o4e8 Las cónicas como lugares geométricos

a) Elipse
c*

p (x/y)
i

*
-..x

f2 /£ Yc/o)

M.ia



Es el lugar geométrico de los puntos del plano para
los cuales es constante la suma de las distancias a dos puntos fi
jos llamados focos. Sí P = (x / y ) es un punto genérico de la e~
elipse y Pi y Fo las respectivas distancias a los focos Fq y
F2, es por definición

2 2a (constante) (1)

Elementos
Fx y

A. Al :B. B‘ :

0 :

0 A " 0 A*  na:
0~B r cTÉ*  s b :

0 F^ 2 0 F2 “ c s

Ax y A «

F2 : focos

vértices de la elipse

centro

semidiámetro mayor
” menor

semidistancia focal

radios vectores

Adoptando el sistema cartesiano de referencia indicado
en la figura y teniendo en cuenta la condición fundamental (1), re
sulta: ,---------- ;----- - ------- /—-------—m-----=•

y/ ( x 4- c )2 +• y + y ( x - c )duy s 2 a

efectuadas las operaciones indicadas se llega a deducir que:

x2 y2+ s i
a2 b2 ' i

la ecuación canónica de la elipse.

La curva es simétrica respecto al centro; es una curva
cerrada, toda ella comprendida en el rectángulo de lados 2 a y 2 ,b

b) Hipérbola

" Es el lugar geométrico de los puntos del plano para
los cuales es constante la diferencia de laSdistanclas a dos pun­
tos fijos llamados focos» Sí P j ( x / y ) es un punto genérico
de,, la hipérbola y, Ai > las respectivas distancias a los fo­
cos Fq y F2 $ es por definición:

/''P^ „-/^o - 2aa ( constante ) ( 1 )

M-m



Elementos:

A , A» , B', B» : Vérteos

0 : Centro

0 A ~ 0 Af “a : Semidiámetro transverso

0~B e Ó~B‘ b : Semidiámetro no transverso

0~F^ ~ 0 Fg : Semidistancia focal

P]_ y Pg : Radios vectores

Adoptando el sistema'cartesiano de referencia indicado
en la figura, y teniendo en cuenta,.la condición fundamente! ("1 ), re
sulta: i

( x 4- c )2 -t- y 2 ~ \/ ( x - c ) + y “2a

y efectuando las operaciones indicadas, se llega a la ecuación conóni-
ca siguiente: ’~
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La curva presenta dos ramas infinitas. No tiene pun­
tos reales para x emprendido entre + a y - a, y toda ella se halla
comprendida en los ángulos opuestos por el vértice 0, cuyos lados son
las tangentes en los puntos impropios o infinitos de la cónica; tales
rectas se denominan asíntotaa de la hipérbola.

c) Parábola

al foco y a la directriz, es por definición:

Es el lugar geométrico

de los puntos del pla­

no para los cuales son

iguales las distancias

a un punto fijo, llamado

do foco, y a una recta fi

fija, llamada directriz,

Sí P a (x/y) es un pun

to genérico de la cur­

va y P F, P M sonlas

respectivas distancias

PF : P M (1)

Elementos:

F: foco .
D F ~ 2 p : parámetro

d: directriz

V; vértice

V x: eje

V y: tangente en el vértice

Adoptando el sistema cartesiano de referencia indica­
do en la figura, y teniendo en cuenta la relación fundamental (1) es:

_  2 _  2
P F x P M

( x - p )2 + y 2 - (x-^p)2
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y efectuando operaciones se deduce: 

y2 S 4 p x

la ecuación canónica de la parábola. La curva es simétrica respecto
del eje y para x +■ también y —+ + « Para x < 0 no
puntos reales de la curva.
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14.5.1. LIMITE DE UNA VARIABLE

336
30 conferencia
17/11/955

Consideremos un alambre recto en el que so ha marcado una
mancha negra; además ensartamos en el alambre una cuenta de rosario,
(esforita do vidrio con un agujero para el paso del alambro), que
puede moverse a voluntad hacia la izquierda o hacia la derecha de la
mancha fija,-

Imaginemos al algebro representando el ojo do las X? a la cuqn
ta do rosario, a un punto móvil do abscisa 2 y a la mancha magra, a
un punto fijo do abscisa Podemos mover la esforita hacia la dor&
cha acercándola a la mancha todo cuanto dosco, y lo mismo, llevándo­
la a la dorocha do la mancha, empujándola hacia la izquierda hasta
que so aproximo a la mancha todo cuanto so dosoc. En osa forma la

mancha quedará encerrada en un ÍQ
torvalo de 3 que puedo hacerse lo
más pequeño posible. En efecto ,
supongamos que oso intervalo, a
la izquierda y a la dorocha do¿
sea menor quo 1 m. bastará pa-

100 ’
ra ello hacer dos marcas en ol¿
lambre, a derecha c izquierda do

a la distancia n, do la mancha, y hacer mover a la esforita
dontro do osas marcas, ya sea por la dorocha o ya sea por la izquiox
da» la aproximación a £ puedo hacerse en oso intervalo cada vez más
corea do la mancha, pero nada so dice acerca do si la esfera coinci­
do con la mancha, sino solamente lo que ocurrirá en la vecindad o pra
Xinidod do'.a , quo es lo quo interesa. Soan
xl> x2» x3 » •••••• •• diferentes posiciones do la esforita en
su acercamiento a jj • las diferenciasA— * • — w

( a - xi ) ; ( a - Xg ) 5 ( a - x3 ) • ....... ; (a - xjPj..
•en cada vos más pequeñas y pueden hacerse menores quo cualquier nú­
mero £ arbitrario y positivo, porppquoño quo oste sea; bastará pata.
ello, fijar un intervalo a cada lado do la mancha y mover le osf o-
ra dontro do él • Dichas diferencias tienden a acercarse a coro y tant.

cuanto más pequeño es el intervalode*  variación do x« So dico enoja
te caso quo la variable independiente x tiene ñor limite a a . Obs<x
voso quo nada decimos respecto a la coincidencia do x ccn ¿ sino sg
lo do su proximidad, pues, cuando x = a os a - xfa ■ 0 y operar onq¿
ta situación puedo dar lugar a resultados absurdos. En ofocto, sea

Restando b2

a ■ b una igualdadlcuclquiora-’
a2 — ab por haber nultipl. por a

a2 - b2 •= ab - b2
lo que es lo mismo que(a + b) (a +■ b) s b ( a - b)
y dividiendo por (a - b ) queda :

M.M.



y cono
a + b - b

a - b

ri.337

03

luego
2b - b

2-1

So ha llegado a un resultado absurdo ya que se ha dividi­
do por a - b - o • lo cual no es permitido, por cuento la división
por cero no existo.-

Definición; Se dice qi® la variable 2 tiende a la constan­
te cono límite, cuando los valores sucesivosdo ¿ son talos que el
valor numérico de la diferencia ( a - x ), en valor absoluto, puedon
llegar a sor menor que cualquier número arbitrario, prefijado y
positivo, por pequeño que esto sea.-

Sorá Lira x - a sí X é

14.5.2. LIMITE DE UNA FUNCION,
y ~

Supongamos tener la función •» x y tratemos de averi­
guar que ocurre en la vecindad de x - 2. ludiendo variar 2 coa arbi­
trariedad, poi' tratarse do la variable independiente, damos a ella
los valores x - 2,1; 2,01; 2,001, etc. y construimos la siguiente ta­
bla de valores:

Se observa qué a modida que s se acerca a g la i so va a-
cercando cada voz más 4. Tengamos

8
y r

2 + h

X 2,1 2,01 2,001 ^0001 2,00001 2,000001

y 3,8 3,98 3,998 3.9998 3,99998 3,999998

donde Jj es el incremento dado a 2, por ejemplo

ha o,l I 0,01 • 0,001 ; 0,0001 ; 

luogo, si y -------- > 4, su diferencia os:
y - 4 - 8 -4 - 8 - 4 (2+ h) " 4 h

~ 2 >h ” 2>h 2 4. h

Es lógico decir que ¿ tiendo a 4 si la diferencia entre y
y ¿ puede hqcerso numéricamente monor quo un número 0 por
pequeño que ésto sea, bastará tomar para ello, si h > O , :

M.M. 30 Conf



o bien

Ejemplo:

es

4 h <_ Q ( 2 4- h.J
4 h - ¿ h < 2

h ( 4 - ¿) < 2

h / 2
4 " <£-

Si - 0,01 cm0
- h < 2 x 0,01 _ 0,02

"4 o. O9Ó1 ' 3,99

h < 09005 cmo

Nótese que nada se dice si x'£2, sino solamente, x en.la
proximidadd de 2? puó^ puede ocurrir que para x ~ 2 la función carezca
de valor.

Veamos como se interpreta gráficamente.-
Construímos el gráfico de la función

Tomando el punto P » ( 0/4 ) como punto medio del segméjj
to de ancho 2 <S construíaos el intervalo A~B , sobre el eje j • por sus
extremos

trazamos AG y BD paralelas al eje formándose una faja do un ancho
2<L en la cual se hallan las ordenadas de los puntos cuyo valor do y dj
fiero menos de ¿ del valor 40 Las verticales trabadas por C y D cortan

M.M. 30 Conf.
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al eje 2 en E y F a arabos lados de 2 y ©¿ferrando esto punto en un
intervalo 2 h que depende de • en ofccto,

si cá. ~ 0,01 cmc. os AB R 2 ~ 0,02 cmo

y es 2h = 0,005 crac 

b. n 0, 0025 crio

Decirnos en esto caso que:

Lira.
í -- X

X —>2

Se ha excluido especialmente a la abscisa 2 de la discu­
sión anterior por las razones dadas con antorioridad»-

Si la función dada fuese

y  2 x2 - 2x
x - 1

so observa que para x ~ 1, no hry ningún valor para pues la exprs
sión anterior conduce a la forma”indotorminada_2_, es decir, quo la
función y no está definido, cara x n 1*  pero pod&aos averiguar quo
curró on la vecindad 3c~I., "para lo cuál construimos la siguiente téj
bla de valores,,-

X y

1,1 .2,2
1,01 2,02
1, 001 2,002
1, 0001 250002¡F
1,00001 2,00002

M.M.

Parece natural asignar
el valor 2 cunndo x K1

Por otra parto, para
-x # 1 es -

y k 23^ ~ 2x ” 2x(x - 1)
x - 1 x - 1

__SX
quo representa una recta que
pasa por el origen.

Evidontamonte

| y - 2|« |2x - 2|= 2|x - 1|
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puedo hacerse arbitrariamente lo pequeño que so deseo con solo tonar
a x suficientemente próximo a 1. La interpretación gráfica es análo
ga al caso anterior.

Se dice, en este caso, que----------------- --------—--------1^3-------------------------------------

Lira -2-Z---- =_a_S_=.2
» - 1

X ——> 1_ __________

Definición: Si y - f (x) es una función de x . se dice que jr tiene
por limito a 1 cuando x tiendo a a , si la diferencia 1 y - ¿ | en
valor absoluto, es menor que un náfíoro ¿ arbitrarianonte pequeño
y positivo, prefijado, cuerdo se toma I x * a | nenor que un ñañaro
h Es decir:

Lín f (x) - ¿

si
para

x —* a

(positivo )

14,5.3. Teorenas sobre límites.-
Teorema 1: El limite, cuando x tiende a de una «una de

un nto ro finito de sumando?, es igual a la sur.-n de los Ifnites da
cada uno do los sumandos.••

Si y s fi (x) + fa (x) + f3 ( x )

es Lin y - lín fx (x) 4- lin f2 * lin fa
• • * •

x —» a x —* a x —* a x —* a
Ejemplo:

‘32 3 o
lln ( x - x | x ) r lía x - lin Xa 4, Un x

x —> 4 x —♦ 4 x —♦ 4
& 216 - 16 f 4 204

Cenf» 30
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Teorema 2; El límiteg, cuando x tiende a a» del producto

de un n4raoro finito de factores, es igual al producto de los llojtes
de cada uno do los factores,,

Si

os lim

y s f i ( x ) ol
CC. f2 Cx)

r

(x)

- lím (x)o Un

x---- > ax------->. a

Tqorona 3: El limite, cuando x tiendo a a. dol cociente
de dos funciones, e’s 'igual ai cociente do los limitos dol dividendo
'y el divisor'

fl < x }
si y n — ™—•——

f2 (x )
„, fl <x)

f-1 (x) J-^E1
es lín-TT-rr-f2 (x) lím f2 &)

x------- > a x ------> a

pueden presentarse los siguientes casos:

a) Si lío f2 (x ) / o

el limite del cociente existe y os finito

b) Si lím fi ( x ) s o lím fQ ( x ) « oW-<

la función £ puedd tener o no límite finito

c) Si lím f, ( x ) 4- o y lím f( x ) 

2 )
1

M^SO Conf»

la función y no tiene límite finito y so dice que tiende al infinito
Ejemplo: a) ' 2

■ lia
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cono lín ( Xa + 4 ) _ 8 0

X -------> 2

el límite del cociente es finito e igual a :

lín ( x2 4- x - 2: )
x—* 2

lín (x2 -h 4 )

x----->2

Ejemplo b)
sen x
tg x

Lín sen x
P_„ -

Lín tg X 0
Á------ > o

el línite es indeteruinado, sin embargo, cono

sen x sen, x „ cos
tg x sen gg 

eos x
/

sen x
es Lín-------- -— “ Lín cos x - 1

tge X
x-------- * o

X-------o
válido para todo valor de x conprondido ontre:

excepto para x - 0o

BJonplo c )0
Lín x3 - xa - 7x 4. 3

o
X - 6x +> a

Lín ( x3 « x2- 7x ♦ 3 )
------* .3—------------ s

Lin ( x¿ -6x > 9 )

x ------- >■ 3

M.M.
SOafíonf-u,

x. 27-9 - 21 4. 3 0
0

Sin enbarge:



343luego

Lim
x3-x2-7x*3

x —> 3-

pero siendo

.,,, *gx  - 1 a ( X2 . 2x - 1 )

x * 3 ---------- X amh»a ■■■—
x 3 14» (x - 3 )

x —* a

Lim C x - 3 ) - 0
X-----  3

el limite no og finito y so dice que la función tlonde al infinito,
óscriSióndo so: ’ c

Z 3 M x ¿ . 7 x » 3

X----- + 3

yqoroma 4¡ ; El -limito do una constante por una función og igual
p, ja constante por oí limito do-ÍT función.-

Lim k f (x)-klimf (x)
x------- > a x------ > a

glande:
Lim 7 X3 - 7 Lim x3 - 7 • 8 - 56_

X------ - 2 x ---- > 2

14.5.4.-  CONTINÜIPAD DE UNA FUNCION.
8

Consideremos la función y - "x“ cuyo gráfico so
ha construido en 6.2; en Ó1 so observa que el tras o do la curva entro
x -2 yx- 3 no presenta inconvenientes, os continuo, no así antro
x --1 a x - 1, paos on su interior so halla x - o para el cual la cux
va”no so halla definida y olla salta do « a + od teniendo un
salto do discontinuidad. So observa, tanto ión, quo para X - 2 «a y -4

y so ha calculado quo el lim 8 a 4 coincidiendo el valor do su or-
d o na da con el límite. 3c"* x->2

que os lo quo caracteriza osa continuidad del trazado
Pofinicjón: So dico quo una' tp x « r '___  , » función y - f (x) os continua on el pun-

a . Sl_t unjo amonto la función está definida, ono so punto, y
;to do la misma para x ——-> a os igual al vior do lafunción~~' 

~ 4 . ; poflnlclóri: Una función Y ~ f (xl ps continua onun intervalo at b si lo os en cada uno do sus puntos.-

> La función y - es continua on ol intervalo
¿«7*  3 y no lo os on - 1 £ x +'l »-
MM. SO.Conf.
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14.3.5. EJERCIOIOS.»

A /» Q O
1.- Líe ( - 3t“ * 2t° - t + 7t - 6 )

f
Lía eos ,

cotg CX

<íl
2

9.- Líe son

tg ( 1,1 • (& )
4

10.- Líe ;¿3 8
X2 4 X - 6

R - O

R = 1

3

R 3 O

Ra O

R - 2

R «. 1

Rjs CX

5

M.M.
Conf. 30.»



15,-.DERIVADAS 

15,1« Tangente a una curva en un punto

Consideremos la función.

1 2
y z x

2

y "busquemos la tangente a la curva en el punto P Z (1" 2^» Suponemos
que sea. fijo el punto P y tomamos otro punto Q móvil sopeo la curva
que sé desplaza hacia el punto P sobre ella. La secante PQ va tomaji
do distintas posiciones girando en torno de P hasta ocupar una posi
ción limito PT que jse denomina tangente en el punto P. En el trián­
gulo y rectángulo PñQ de lados ¿X x, y y, la pendiente de la se­
cante PQ es : que toma distintos valores para.las distintas poX -• ““
siciones de Q, Supongamos que el punto móvil son Q « (2/2) se tendrá:

A x x absc. Q - absc P Z 2 - 1 Z 1-,
’ ' 1-3

y Z ord. Q - Ord. P Z 2 - -g- -"g” .

A y _ 3/2 _ 3

M.M. Conf.30

Otros valores de esta pendiente vienen dados en la tabla siguienjte:

Xp Xq A* yp 7q Óy *

1 2,0 1,0 0,5 2,0 • 0,6 • 1,6 -1 1,5 0,5 0,5 1,125 0,625 1,251 1,1 ojl 0,5 0,605 " 0,105 • 1,051•t 1,01 0,01 0,5 0,51005 ■ 0,01005 • 1,0051 . 1,001 0,001 | 0,5 0,5010005 0,00100005 1,0005



dondo so aprecia quo .y lt. P-ara onruin.i<m<±/> "hngfca
¿\ x

incrementar la abscisa 1 do P en A x y tendremos

Ord. Q = yQ - J_ (i+ A x)2 . 1_ (1+2 a
2 o X. + A X2)

y para hallar Z\ y basta restarlo decir quo

y X

1do donde
2

00 X

Lim quo la tgdondo obtenemos

 * 0

olla. So tendrá quo:

velo decir quo g\ - 450
En gonoyal,dada la función y - f (x) continua on ol intervalo a^ x *■

soa Ps (x/y) un punto fijo do la curva quo representa a osa fun­
ción, y (J (x + /\ x/y + y) otro punto do la alsEia, variable on
posición sobro olla. So tendrá quo:

x + 2
1

 ' 2

A y - f fr*** - f (x) 
y /X y - f (x 4» Ax) - f (x)

A xT A x 1
os la pondionto do la socanto PQ, y ol:

Lím - - Lln f (x + ¿\x) - f (x)
Ax A x

x--- > 0 X------- o

si osto limito existo, la socanto PQ tiono una posición li­
mito cuando Q, a lo largo do la curva, so aproxima a P: osta posición
limito do la socante os la tangonto on punto P, sioadp P el punto do
contacto, siendo ol :

Lím 4k_y_ - tg O<C
Ax

A x ---------0
M,M,PC?¿f,en30 - * tanSente-
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15*2,  Derivada de una función.

Dada una función' y - f (x) continua el intcj;
valo a £ x b y (x/y) un par do números que satisfaga a la ecuación
dada, llamaremos derivada do y con respecto a x en el punto (x/y) a :

dy - Lín y - Lín f (x 4» ¿A x) - f (x)
dx /\x x

ZA x---- > o -A. x ------ *■  o
siempre que este límite exista.

NOTACION;
So acostumbra a indicar esta derivada con los símbolos:

y' j f‘ Cx) • dy • d~ f (x) ; etc.'
dx dx

quo son los más usados corrientemente.

15.3. Cálculo do derivadaso

15^jil. Derivada do xn»

Dada la función y - x11 , supongamos que n os un
entero positivo y busquemos ol Z\ y, para lo cual habrá que incremen­
tar a x en ¿\ x

y •+- A y - (x + A x) n-

= X''*  Cí cg A
- xn-f-? 1 ¿ 7:11-2ü X24- n(n-l)(n-2) z”^x%,*  A x“

3 I
restando a ambos miembros y - xn obtenemos:

A Y - n xH"1^^ + aílhJJ-
T 21 • ••• ••4’Asx®

”'n"1 * aíj=íLlA a ^&(n-l) x2+
— . 3 |
cono ol límite do una suma, do un número finito do surondos, os igual
a la suma do los límites do óstos, y todos contionon a A x con oxcop-*
cíjfin dol prinoro nxft"1 tales limites serán nulos exceptuando
al prinoro, do nodo que;

n-1
dy - Lín A y - nx
dx /\ x

M.M.Conf.30,— x-------- > 0



es decir 348
, n-1 ,,.y’ - n .x (1)

Ejemplos:
O e 7

Si y - x , . y« - 8x
Si y x X \ y» - X2 - 1

Se demuestra que la fórmula (1) es también válida atin cuando n no
sea positivo, vale decir, que & sea negativo, fraccionario 6*"irra
ctonal; en una palabra, válida para todo exponento reaX»

EJpaplos:
1) Si y - 1 - x"2 /, y» - -2x~3_ 2

2) Si ys S í.4^-1r|x^4



15.3,2. Derivada de una constante.
349

Si y r k (constante)

para cualquier valor que tome x, siempre y tiene el valor k, de
modo que:

os decir
y' - 0

la derivada de una constante es cero» Geométricamente resulta que la
tangente en cualquier punto a Ha recta y - k , paralela al eje X,
siempre coincide con ella» 

15.3*3»,  Derivada de una suma.

Soan u - f (x) v - g (x) (1)
dos funciones de x continuas en ol mismo intervalo a £ x £ bt y
sea

y - u +■ v (2)

la función suma» Si damos a x un incremento ZS x, obtendremos en (1)
los incrementos A u y Ay" y la (2) nos dará :

y ** 7 = u+Aü4v4-óv
M.M.
PonP. .Qñ _ ___________ i_________________ '



que restándole (1) da:

Ejeaplos: I) 4

1

II)

dd un producto■ ■ ——— — ■■■— -.y.»— . •.15.3.4 Derivada

Sea u

X g(x)siendo u

tendremos:

La'derivada de una suma de un número finito de
es igual a la suma do las derivadas de cada una de ¿stas.

7 “ t + /t"

y'.l-

3,—

350

fuñe i one s



Si u y v son funciones continuas do x y poseen derivadas en el
intervalo Ti jado, cuando 0, también /\ v —0 y además

luego os:

| y! - UVf u’v

La derivada de un produc to de dos funciono a es igual a la primera
función por la dorJ.vacíÍ~clc la sogunda~m?s la segunda por la deriva­
da do la primera^ * ~

Ejemplo:
y - x5 (x3 - 7 )

y’ s x5. Sx2 4, 5x4 ( x2 ~ 7)
7 7 4yc «3 3x 5x. - 35x

y*  - 8x^ 35x^

15o3e5, avivada do uA cociente

Sean u y v dos funciones de 5 que poseen derivadas en el interva­
lo a 4 x ¿ b . Si

yx _L
v

tendremos ,
y + A y ~ u <4 ¿1 u 

— v + /\ v
y será

a uv 4- v A u ~ uv - u A v
/\ y ■= v ( v 4*  A v)

M.M.
Conf. 30,-»



y es 352

v (v + ¿A v)

y teniendo presento que el limite do un cocionte os igual al cocien­
te do los linitos, será el limito del numerador, igual a:

Lín v T""" 11 —— ~ v ■ vu’ - uv’¿A x /\ x dx u a::.

A x---- * 0 A\ x ------ > 0

y análogamente so tendrá en el denominador:
o

Lim v (v 4- /A v) - vu Lín (v + v) - v
x----- -> 0 x--------> 0

pues Lín A v n 0

0

por ser una función do x, En consecuencia os

La derivada do un cociente do dos funciones os igual al de­
nominador por la derivada dol nuneraaor, nonos, el numerador pórTa
derivada del denominador, sobro eT cuadrado dol denominadora
Ejemplo: x2 - 16

y- x2 4» 27
2x (x3 > 27) - (x2 - 16 )» Sx2

7 - (X3 + 27) 2

y» - 2z4> " 3x4 " 48x3
= ( x3 + 27)2

vt w -X4 4» 48x2 4» 54 x
“ (x3 4- 27j2

15.3.6. Ejercicios,
1) y x x4 - x3 4. 5x2 > llx - 2

R : y‘ - x3 - 7 x2 +• lOx 4> 11
M.M»
Conf. 30,-



6) y - (2x4 f4x) (3x + 1)

7) 2x > 7
~ ~5x - 9

8) y ~
3 x2
4x + 1

9) y ~ 3 (x3 - 27)

4 ( x3 4 8)

R; y*  - - 53
(5x -9)2

R: y’ -
6 x (2x ■» !)

(4X 4 l)2

R: y’ -
__ 315 x2
4 (x3 4 3)2

R y’ 3
2

M.M.
Confe 30o»
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15»3e7o DERIVADA DE UNA FUNCION DE FUNCION.-

Dada la función

y - ( 2x5 - 6) 5/3

ella no es potencia do x_ sino una potencia do una función do x y
no puedo aplicarse a ella la regla do derivación para y - xu “

Sin embargo, si hacemos
u ~ 2x5 - 6

se obtendrá y  u5^3 

en donde y es una función do„u, siendo a su vozjjl una función do
X; so dico en 7Ts?;o'~casó'quo y'cb qna función do funcTSñ~dc x, En ge-
noral, si

y * f (u) siendo u*~  f (x)

de.soh7.ior calcular _dg~ Si incrementamos a x en Ax, en ese
dx

caso so obtendrá a u incrementada • n ó u y a su vez a 2 óy«
Si óx —■> O3 también lo hacen & u ya quo admitimos que u os
función continua de x y suponemos quo tiono derivadas respecto de x

En tal caso, resulta:

Zj y « & y A u■ ■I. r* —£.■* • ■ -« ■
A x A U A x

el cual es cierto para todo valor de Z\ u excepto para A u , O
Si Ax —? O se obtiene;

Lím A_y _ « Lía A y^ Lim A u

Ejemplo:
si y - ( x2 + i ) 4/3

hacemos
h s x2 i

o o



y es

luego

es

4/3
3&S

15.3.8. Derivadas de las funciones inversas.

Dada la función y - (x) se llama inversa do ella a
la función; z '

x. - (y)

Al considerar el significado geométrico do la derivada
on 15.1 se ha visto que

dy
dx

B Lím A y
Zi x

nos daba la perdiente do la ^engente geométrica con respecto al eje
x. Si osta pendiente la tomamos con rospdcto al eje haciendo las
mismajs. consideraciones quo allí se hicieron tondriamos

= Lím A x
¿y

Z_\y 0

poro
z--y - i

x x
Z^y

y Lím á y “ i
Ax " Lím ^x

Ax —0 Z_\X 0



luego 356

Ejemplo: (1)

su función inversa es¡

poro en (1)

x - z\ly

—ÉX z i__ x
dx

(a)

(3)

y en (2)
2.

(4) puedo corprobarse quede (3) y

cono so demostró.
dy - i■>*" w n «dx ¿lX

dy

1

I ,-l- - x
4

4* s _i_
dy . C4)

15.3.9.) Derivadas de orden superior0

Dada una función y - f (x), por ejemplo, y ~ x5, su
derivada y*  - Sx4 os a su voz una función de x susceptible de volv'j
ver a derivarse. Si tal cosa hacemos obtenemos

d (y’) - 20x3
dx

quo so llana derivada segunda con respecto a x, y como podemos ver,
os otra función do ’x'quo volviéndola a derivar obtenemos 60 x¿ que
so llama derivada tercera y así sucesivamente.

La notación más usada es la siguiente:

__ d
dx

(y) s
dx

la. derivada

__ ( dy ) - 2a. derivadadx dx dx2

d (d2 y) - d3 y 3a. derivada®
M.M.
Gonf. 30e»

dx

* O 0 O Q
QX

O 9 0 0 0 0

_ 3dx
9 0 O C O ose»® Q 0 • 0 9
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derivada

llamadas derivadas de orden superior» También se acostumbra a indi
carias así:

v * • V» » . V ’ ” • v .J 9 v 5 J j J ñ v(n)V
f» (x) ; f «» (x) ; f”’(x ); f (IV)(x) ;...;f(n) íx) ; ...

-1Ejemplo x
x

11 2 x

t t ! 2.3 x
x

5-5 4<J2$ 3.4 x

1
“Z

2

(W)
V

y’

■ 2-3.49B —• -
5x

-X-2

31 x

O <J

- ( -l)n- ,1— S ( -l)n nj x
xn+l

i
las funciones trigonométricas

x

M.M0 Conf.30

Consideremos el sector circular ABC y la tangente al círculo en A
así como la cuerda ABft

15.3^1.0o Derivadas de

¿ iArea ABC = -i- AU

Cálculo del Lim
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- ASo BC sen X

2
1 „2 xn----------¿ sen x (1)
2

Area sector ABC « -i— r2 x (2)
y~\

siendo x el ángulo al centro, cuya medida es la del arco AB

Area ACD - .-i— r. AC? AD a _-i ACc ZiC, tge x
2 2

1 2
X ”7— r‘ tg x (3),

pero /\ ¿ /\

Area ABC «=: Area sector ABC < Arca ACD

o sea por
(1) (2) y (3) : 1,2 sen x < -X r' x < 1 r2 tg x

O (á ¿

que al dividir por «-.2 0 no cambia el sentido de la desigualdad
6 sea:

sen x <s x tg x

y si x <f es son x ¿y O,?luego dividiendo por sen x so obtiene
2

i • —— - —•* — / . -tg.-. x
x sen x x sen x

o sea ]_ / x __ / i
sen x cos x

O
pero sí a >• b > 0 1 / 1

a b. '

luego X > —É2JL3L cos x
X

como Lím cos x ~ 1

de —> 0
son x

tomando límites en esa desigualdad, cono x está contenida en
tre 1 y cos x £ 1 cuando x 0 los tres valores tienen el mi .s,
mo límite, es deci-vqne el

Lím sen x

M.M.
Confo 30,

x



b) Derivada del sen x
359

Si y - sen x 

es y i ¿± y - sen (x 4 A x)

y Ay- sen (x + A x) - sen x

ahora, como sen -son y?- 2 sen eos
2

aplicándola aquí nos da*

- 2 sen x A x — x eos x -V ¿2\ x -‘r- x
2 --------- 2

A y - SGn A x eos (x 4- A x
2 2

2 sen

o sea
Sen

y tomando límites,como

O

eos ( x 4

eos (x +

Lím eos a eos X

A*  —* 0

resulta que

Ejemplo:

haciendo

y*  - eos x

y - sen ( x +• —-— )
5 4

so tiene
y s son u

siendo y una función de función de x, y en consecuencia
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dy dy du---  x — • - - ■
dx du dx

—= eos u * ~ z — eos (-§-x 4 —)
dx 5 5 5 ' 4

En general:

Si y r sen u

Dada la función y n eos x , i observamos las rolacionos que hay
en la circunsforoncia trigonómótrica, podremos escribir:

ÓA = ÑP

- Xsiendo ~~

o sea

eos x sen (

el ángulo complementario de x. Luego, os:
y s eos x = sen ( --U ■ «- x)

cuya derivada so sabe calcular por 15.3*10  en efecto

dy d d
ir -ai- ”e

- eos (~ - x).(-l)

--COS (-5- - x)
„__ , 2

Poro eos (~g~ - x) s .OÍTn MP s son x
I

1UG£ O O S • I v?5 «3 qnn y I
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y en general

si

es

y = cos u

y' = sen u0 du
dx

Ejemplo;
y -

r
eos'' X

hacemos
u s cos X

•• • y - u3

dy „ dy du
— —»” • ■ O ------------

dx du dx
dy
dx 0 (-sen x)

-------------------- ---- ----------------- .
dv „ 9—— - - 3 eos6 x0 sen x
dx

d) Derivada de la tg x

Dada

es v 5on x
eos x

que deriváronos cono cociente y obtendremos:

y' 1 cos xecosx "h sen x, sen x
eos6' x

2-4-2
y» - cos ■_ x snn x - 1

coa • x cos^ x
- _

es decir: y» s sec x

En general:
y' r» soc u0 du___

”clx
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Ejemplo;

y s tg2 X
4

hacemos “ ’tg ~ ♦• • y = u2

dy , dy du
dx du dx

es decir

■i tg-^- ♦ sec2
2 4

e) Derivada do la cotg x.-

Sea y s cotg x 

os y é cotg x a .._A_ » tg x*  1
tg x

y haciendo u ■ tg x
os y ■ u"1

, \ dy dy du
dx “ du * dx

1
-4Z-: - u-s soc2 X =- 2°2.2_íí.- - °°3& *
dx tg2 x son2 x

------'COS¿ X

dy . w _i_
dx ser? x

■ ’ 1 1 *■”" I
luego; y’ ■ - cosoc2 x
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y’ a - cosoc2 ut
dx

y on general

Ejemplo:

hacemos

y = cotg3 (-|4oó )

u = cotg (.X
O

y = u3

du
dt

_ 12,tlN . p «.at " ” cote ° C03Qc2 (-f-+°G )

eos2

son2 ("|H*  ) -,^^2son'

COS2

son4 (-y*  -|-OL)

f) Derivada de la seo xB-

Sea; y a 30C x = 1— j. cos*"x
eos x

hacemos u » eos x
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en gonoral:

Ejemplo:

g) Derivada

Sea

Como

hacemos

Luogo

dy  dy « _du
dx " du dx

«i : u-2
dx (- son x)

12- : -A- . son x = -1___ . son *
dx eos2 x cos x eos x

dy
7— = soc x. tg x

dy —s SOC Ue tg He

y = soc (-H_ - x)

= soc (-7-- x) tg x). ( - 1)
dx 4 4

y' - - soc ( - X) tg X)

do la cosoc x

y e cosoc x

cosoc x = —i— - son «.“**■
son x

u s son x

y = u"1

dy  dy du
dx ” du dx

dy -2 1—i—z - u eos X =------ ±—.. » eos X
dx son¿ x
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dy „ 1 coa x————— «■» ** , » ---
dx son x son x

y’ z - cosoc x» cotg x

En general:

y» x " COSOC U« cotg nt
dx

Ejcnplo: y s .cosoc x3

y’ s - cosoc x3 • cotg x3e 3x3

~ — — 3 3
y’ X - 3 x , cosoc x « cotg x



M.tn
Conferencia 31
21/11/1955

1) Derivada de y ~ are sen x

Sea la’función y ~ rrc son x que es la función Inversa de sen x.
se tiene: —

x - sen y

Según el teorema de las funciones inversas (15.3.8)es:

dx 1 ■. • dy 1
dy “ dy * * dx dx

d.l dy

pero
—» eos y

dy

A q_A_ z
. . dx eos y -yl " sen 2y

dy 1
• • dx t’/V- x2

En general, si y - are sen u y es u Z f (x)

• dy - 1 ’ du
• • ’ .** " o----

dx ty1 ~ u2 dx

Ejemplo: q
y z src sen I

l 3 )
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2) Derivada de y X are eos x

Sea la función:
y x are eos x

que es la función inversa de eos xt Se tiene:

x x eos y

Según el teorema de las funciones inversas (15.3.8) es:

dy 1------- D---------
dx dx

dy

pero
dx

------- X - sen y
dy

dy 1 - 1
--------- =----------- ''

. . dx - sen y  y 1 - eos y

dy -1
dx +\J1 - x1 2 3"

Si es y - are eos u y u 2 f (x)

• dy - 1 du
• • dx i Vi ~ u2 dx

Ejemplo: y - aro eos 2x - 3
3

1
y’- i____________ _. 2

+ \jl -px - 3\ 2
3 /

M.m
4 x2

9
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Derivada de y ~ are tgx

Sea la función

y - are tg*

que es la función inversa de tgx - téeMe^aepxies:

x : tg y

y por el teorema de las funciones inversas (15.3,8) es:

dy _ ?l

dx " dx
dy

pero
dx 9

--------S see2 y - i + tg¿ y
dy

luego
dy 1 1

” " 9
dx 1 -t tg^ y Hx¿

dy •' 1

Si y - aro tg u siendo u x f

Ejemglo

hacemos

dy

por (15o3.7) es: dy dyM» du

dx du dx

M,ra
du
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En forma análoga se demuestra:

4.) Si y " aro cotg x

5) Si y " are sec x

6) Si y x are cosocxx

; 5„p ..11 Der1vada de_ la función logarítmica

so a

será

y Z log¿*
y + Z\y z i°ga (x+ ax )

A y z loga ( X -h ¿k X ) - log X
Z\ y s loga x d-A x

x

Ay z ioga < i +* )

Az
A x

loga ( )

M„m
A..~t
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• y 1 i / n i \ i*
Ax x 15

Sí ¿\ x ------- > 0 •' t -------- > c>o

luego _dy_B Lía A y A Llm log ( 1 -f A- ) 15
dx /\ x x t

/ \ x ------- > 0 t ----------->

siendo el logaritmo una función continua, se puede escribir:

dy 1 1 .----- = ----  log.. lim (1+—) *
dx x 0 t

pero

luego

En general

Sí la base

1 t
Lím (14-- r Z e

t
t

s -—-log e
x a

M.m
WVT



luego para y z L ( u ) alendo u s f ( x )

y’ •w 1 '.;4U
« **

u dx

371

Ejemplo: I)

M.m

dy x
dT ” "



Observación; 37»

Muchas veces el cálculo se simplifica utilizando el
calculo logarítmico) con solo tomar logaritmos de ambos miemhros de
una igualdad y aplicar luego esta derivada logarítimioa; en efecto.
por vía de ejemplo, sea la función

= x2

tanto en el primero, como en el segundo miembro, tenemos la .«BtóHMhda
de un logaritmo; bastará para ello aplicar la expresión (X> £ w&drj,
mos;

Idy l
----- ----- en. ----

y dx x

----- a n . y • —
dx. x

y reemplazando a y Z xft
*• •

es dy „ n « Xa
dx x

dy
dx

j^nrl

£4xBdla y® conocida para la derivada potencial
(3x3 - 5)8

y -~^2—7-^-

Ly = 5 L (3x3 * - 3 B )

1 dy : ‘ 9 X®. ... . .M
y dx * 5 x2 £ $



Observación: 372

Muchas veces el cálculo se simplifica utilizando el
cálculo logarítmico, con solo tomar logaritmos de ambos miembros de
una igualdad y aplicar luego esta derivada logarítimica; en efecto,
por vía de ejemplo, sea la función

s x2

tanto en el primero, como en el segundo miembro, tenemos la derivada
de un logaritmo; bastará para ello aplicar la expresión (1) y tendrá
mos:

1 dy ■ 1
------ ------ s n , -----

y dx x

dy : ’ 1
* ----- B n . y • —

dx. x

y reemplazando a y ” xn
■
es dy „ n . Xa

•
• • •
• •

dx x

dy i—-— s nxn“^
dx

fórmula ya conocida para la derivada potencial
(Sx3 - 5)5

PteEteL y

1/ ; 5 1 (3x3 _ 5) . 3 1 ( X8 • f 1

1 dy „ ■ e Xa... . , 2X
y dx 3x3 - 5 x? - 9

I dy ¿ 45 x2 _ 6 *

y dx ~ 3x3 - £ x2 9
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axx

se tiene:

Ly xLa

15,3.12 Derivada de la función exponencial

Sea

dy — = Ladx

siendo a una constante. Tomamos logaritmos neperianos de ambos miem­
bros, y

dy T—- 3 y . ba

SI

siendo

es

Si

• •

Ejemplos: I)

y s a~

u - f (x)

dx dx

a z e base de los logaritmos neparianos, resulta

y = eu

y c e"x
2 'y! - e-X a („ gx)

y*  - 2xe"x

II) y - 10’sen X
e- • •

yt - 10 sen X , eos X. L 10

M.m y’ = oos x . 105911 x , L 10
"V-Vl-VT ■ ■ ■ ■! | !■ !■ I ■ ■ ■ 1 ■■ ' 11



15.3,13 Derivada de la función y s uv

Dada la función y = uv

siendo u s f (x) y y v - (x)

374

Ambas funciones de x; tomamos logaritmos neperianos de ambos miem­
bros y se tiene

Ly X v e LU

1 dy ■ 1 ■ du dvM V . - - o 4- Lu •
y dx u dx dx

dy ' 1 • du • dv
M y V. ----- A .i i—.-v- Lu •

dx u dx dx

dy 1 • du V dv
——. V , UV 0 ----  1r . i Cj u • ------
dx u dx dx

O o

Ejemplo:

en este caso

d ' ‘ du • dv
------ (uv) " v.u7"1. ------- + uv , Lu. -----
dx dx dx

y = x35
u x x v 2 x5

dx

d 5 v4 ' , -(x*  ) = x*  r. 1 5 ■ 5 ■ • •
dx -r5eXx’^i*aLx

d 5
---- (xx ) xx4+ 4

M.m
XXXI



15.3 .14 Tabla de derivadas

1)
d-

dx
k - o

2)
d

dx
(u -|- y) x u*  + v’

3)
d

dx
(u, v) z uv*-)- U*  V

4)
d

dx
■ (k,u) Z k. u‘

5)
d / V \ w Jfi*  v •• uv‘

. 'ZiC
l V ) " V2

6)
dy dy 'du

-----c ------- ♦ -----
dx du dx

7) •
dy

dx
1

8)
d

dx
(un) s n un"d

du

dx

9)
d

dx
(son u) - eos u

’ du

dx

10)
d

dx
(eos u) - -sen v

du

dx

11)
d

dX
(tg u) z sec2

du
u-----

dx

12)
d

dx

" ' 9 du
(cotg u) Z-cosec'nj. -----

dx

37fi

(derivada de una constante)

(derivada de una suma)

(derivada de un producto)

(derivada de una constante por una
función)

(derivada de un cociente)

(derivada de función de función)

(derivada de la función inversa)

(derivada de la función potencial )

d “ ' du
13) —— (sec u) - sec u • tg u.------

dx dx

• d ‘ du
14)   (cosec u) ~ —cosec u1 ootg u. -----

dx dx



d u’
15) —— ( are sen u ) .

dx y'l - u¿

d u’
16) —— ( are eos u ) z -/•-

dx yl - u2

d u’
17)   ( are tg u ) :---------

dx 1 + u¿

d u»
18)------( are cotg u ) “ -------------- «-

dx 1 4- u

d u‘
19)   (aro seo u) - ------  ■

dx u y u¿ - 1
d x 

20)------ ( are cosec u ) ~"
dx

21 ------- ( logau ) a----- .
dx u

uyu2- 1
du ’
— • logae
dx

d 1 ’ du
22)   ( L u ) ------ •--------

dx u dx

d ' du '
23) —— ( au ) Z au .----- , L a

dx ¿x

d „ au24) — (eu) 5 eu —-
dx dx

376

15.3.15 Ejercicios sobre derivadas

Resolver los siguientes ejercicios utilizando las reglas de derivación
demostradas anteriormente.

1) Derivadas de función de función ■

Si y s f (u) siendo ‘ u £ (x)

es

M.m
XXXI
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2) Derivadas de orden superior

1) Calcular la

2) Calcular la

3) Idea

------ ------ de y z x° 4- 3x° - x
dx5
Q R = 5

d2 y /~ó-------7"-------------- de y: \/ x¿ - 4dx2 V

_______ 4_________ __
R " ( x2 - 4 ) 3^2

7 3t + 4
do S s -------------------

t

3t2 -+- 16

3) Derivadas de las funciones trigonométricas

a) funciones directas

M,m
XXXI

y s son X y’ •W eos X y **
«* cosec X y’s ■•oosecxcotg x

y •M eos X y’ w¥• - sen X y ■■
*■ sec X y’s seo x tg x

y X»<«*> tg X y’ fw» sec2 X y •*
M cotg X y’s - ooseo2 x



i)
2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

y 3 sen x

y = tg ( 3x2 )

y « cosec x3

sen—3x
1 sen 3x

eos3 x__
1 +• sen2 x

I cosec x 4- ootg x

y cosec x - cotg x

378
y*  s 4 eos 4x

y*  e 6x sec2. ( 3x2 )

y’ X sec (-%-} tg (-£-)
O ' O / \ f

y' --J sen (-f- +- )

y’ - 3x2 cosec x3 cotg x3

y’ - 12 sen3 3
cos5__3

y’ s tg sec + sen

yt „ 3 eos 3X--
(1 +- sen 3x)2

i _ 2 sen 2 x
(1 + sen2 x )2

y’ = - cosec x (cotg x 4-cosec x)

y = arc

y x arc

y - arc

y s arc

y r arc

y s arc
M.m
XXXI

funciones Inversas

sen x y’

eos y’

tg x y’

cotg x y*

cosec x y*

sec x y*



1) y a / Xare sen „

/3x
2) y : are cosí—

'4

3) y ■ are tg (x2)

: l~x
4) y - are cotg \-----

Y 3

; ’ ’ ’ / i \
5) y - are seo ( —

\ x J

6) y s are cosec (x3)

7) y - are sen y x2 - 1

; / 2X \
8) y- are tg (—-------«-)

\ 1 ~ x¿/

.X2 - 3
9) y - aro sen —- -------------

" x2 -I- 3

10) y x 2 \Z~x~ - 2 are tg ^x

379

4) Derivadas logarítmicas

1 ' du
~ Lu y*  Z----- • ■ ■

u dx

; 1 du
5 logu y’ = 8 Loga e»-—

u dx
■ ' ’ ■ i 3x2
S L (X3 -9) y’ = —■

x3 -9

M.m
XXXI



2) y * L (5x4-l)3

3) y s L y X2 + 16

4) y a L cosec2 x

■ : log10 x
5) y : 

x

5) Derivadas de las funciones exponenciales

• du
y*  s au • La . ——

•dx

y X ®u

1) y ■ e3*-

2) y X ete X

3) y s eloe x

4) y c s3x

5) y x arc sen &2x

dx

y» - Se3*

yt - o x , sec2 x

y ■ uv

1) y - x3*

6)Derivada de y g uv
; ‘' du

y*  x v.uv“^ —— +uv
dx

y» B 3xS< (1+ Lx)

M.m
XXXI
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2) y = ( Lx )x

3) y = xxX

4) y 2

5) y s x* 2

1 + (Ix)jXlx) (Lx)

2.
y*

x

y» o

.2
2Lx1 +

M.m
X5OCI




