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32 Conferencia

16." DERIVADAS PARCIALES DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES

16,1T- Teorema del incremento finito o
cíel Valor Medio,

Sea la función y = f(x) represen
tada por la curva c y tomemos
dos puntos Mo y sobre ella,El
coeficiente angular de la recta
s í M0M£ es:

f (x0+¿\x)-f (xQ)

A x
Existe entre Mq y un punto intermedio M de la.curva

tal que la tangente en M es paralela a MqM-; la abscisa de ese punto
puede representarse por ¿. ”

xot-S’^x

estando *. 1
(¿¡^tangente en M a la curva tiene por coeficiente angu­

lar a
f»(x0+5Ax)

y como ella es paralela., a resultan ser iguales los coeficientes
• angulares de la cuerda s y la tangente t, es decir que:

f(xQ+Z\x) - f(x0) ■

A*"’
f ‘(xQ-h’SAx)

o bien _______________________________________
f(xQ+Ax) - f(xQ) x ■ xc f?(x0+^¿lx)

Para O<^<1

Es esta relación la que expresa el teorema del increme,n
to finito o del valor.medio, que dice:
“ ™ sí y ¿f(x) es raía fuño i ón continua en el Inter*-'..lo

2?q4--X xg-t-Ax^y-tiene derivadas para cualquier vaxür-.cie x entre
x - x^.y.x = x^4-Ax existe entonces un valor^ A x de x,entie x' y

_XoAA?. a_e1 _cual es _
M'em,XXXII
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f(x04-Z\. x)-f (xQ) is /\ x,f J(xQ +■

en donde x

entonces

0

de
En
si

X0

es decir, para á<( x <b8
&. comprendido' entre a

—- si"?rir
entonces a y b son las raíces de la ecuación f(x)
y tales raíces se nallan gráficamente bu.scandb
ción de la curva y s f(x) con el eje de las x»
ción f;(x) «"0 no hay más que buscar
curva y « f(x) para los cuales

os puntos de intersec­
ara resolver la ecua-

las abscisas de los puntos de la
el coeficiente angular de la tangente
es nulo,- es decir, en donde‘la tangente
es paralela al eje de las x0
En el gráfico adjunto, se observa que
entre los puntos ayo de encuentro de
la curva con el eje de abscisas^ existí,
rá siempre al menos un punto,"por razón
de la continuidad de la curva# para el
cual la tangente es paralela al eje x;y
si existe mas de uno, éstos serán en njJ
mero impar. Supongamos que ese punto
tenga por abscisa É, será entonces:

El concepto de límite de una función de una variable pue
extenderse al caso dél límite de una función de dos’ o más variables”,
efecto, diremos que el límite de f(xy) es £ cuando x a; y —>b,

OJ. la diferencia entre l y f(xy) puede hacerse nsiuiíricamente tan peque
ña como se déSeecon tal de tomar a x suficientemente próximo a & y a x- 9 • ' * *

0
Para cue ésto resulte cierto, es necesario que'f(x) sea

continua en el intervalo (a5b) y además no sea infinita en él„
C te « •

16030~ Derivadas parciales - Límite de una función de más de una varia

16,2„<~ Teorema de Rollep

MICHEL.R.OLIE_( 1652-1719v francés), contemporáneo del marqués de 1 ?HOPJ
.¿Ai.? es conocido en la historia de la Matemática por este teorema que
j.leva su nombre; además se ocupó especialmente de la resolución de e-
cuaciones y en una transformación lineal de las mismas obtuvo una serie
de polinomios de grado decreciente, que él denominó cascádas y que no
son sino las actuales derivadas sucesivas de la ecuación;, Utilizó es­
tas' cascadas para determinar un límite superior de las -raíces, así co
mo para enunciar el teorema que lleva su nombre y que él aplico, 'como
actualmente, a la separación de las raíces reales de una ecuación,,

El teorema de Rolle dice: z_
Si f(x) e     ... .

los puntos del intervalo de x entre a y b
rtTCa/ í(b) « 0, eXiste~un valor,
ue en él es f(K) ~ 0c

una función continua en e
y tiene derivadas en todo

XXXII
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suficientemente próximo a b, Hacemos notar que na Ha se Hice cuando x- a
0 y a b9 pues puede ocurrir que tal limite no exista en este caso.

x---- a

e- dice en este caso que la función z a f(x/y) es continua en el punto
(a/b).

Si f(xy) es continua para cada punto de un recinto del
plano' (xy), se dice que es continua en esa región. n
Definición: El límite de la función f(xy) cuando x—» a e y—^b, es v,
gi dado  M *> 0 tan pequeño como se desee, existe un ndmerp~j >0
tal que es . n u u

Geométricamente ósto significa que-la coordenada Z = QP
del punto P s (x/y/z) de la superficie
z = f(xy). tiende a la longitud RS
como limite, cuando el punto Q 3(x/y/0)
tiende al punto R g(a/b/O) por un can¿
no cualquiera en el plano xy.
El punto S-puede o no pertenecer a la
superficie. Si S es^un punto de la su­
perficie. entonces f(a/b) y en la
función z x f(xy) se cumple que:

lim f(x/y) s f(a/b)

si para todo valor de x X a
I x «- a 1< /

e__ y b es:y A |< /

Sea « = f(xy)
una función de dos variables. Si suponemos que y permanece fija,la fun­
ción Z se transforma en úna función de la otra Variable x solamente, y
su derivada, si existe, puede hallarse, como ya se hizo" anteriormente:
se obtiene así la derivada parcial de z con respecto a x, y se la indi­
ca así

() g

x

los:

M.m.XXXlí

Por lo general se emplean también los siguientes símbo-

f_.(xy) ; zxx * * * * * * * * * x ^>x x

Tendremos así, que:
f(xf Ax,y)-f(x,y)

?)X ¿\x
Ax—» o
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ahora es X la que permanece fija, la función f(xy)se
transforma en una función de la variable y tínicamente, y obtendremos
su derivada, si existe, de z con respecto a y, indicándola así:

De modo que tendremos:

'Ü a 2 lfm f,(x,y+Ay)-f(xy)

0 y Ay
ZX y—>o

Ejemplo I: Hallar las--^-5_y

Es haciendo y constante:
2>z

V--—de la función
Dy 3 2 2.4z- 3x yn-x y t 7y

y dejando.x constante:

- 3x3 + 2x2y + 28y3
C)y

Ejemplo II: Si u - sen(2x+3y)+cos(y-2z)

calcular () u c) u ¿> u
t)x ’ c^y ’ Dz

Haciendo y, z constantes se obtiene:

-—- - 2 cos(2x + 3y)
7)x

Haciendo x y z constantes, es:

<9 u “ 3 cos(2x + 3y)- sen(y-2z)
5y

Haciendo x e y constantes, es:
s 2 sen(y-2x)



16.4.- Interpretación Geómetrica,

Supongamos que la función

z a f (xy)

16.5. - Ejercicios.

z la pendiente
yz.

Análogamente, es
un plano paralelo

la pendiente de la recta tangente
i en el punto taj/y^z^ ). En áfi
neral, z es la pendente de latan,
gente a la curva sección de la su­
perficie z « f (xy) por un planopa
ralelo al coordenado xz,

la tangente a la curva sección por

X x Xj_

y yi

está representada por la superficie de la figura. Sea gn zXq/y-,/Zn ) un
punto detesta?superficie, Cortemos la superficie con un plano y yi que
cortará a la. superficie segfin la curva ¿ ; en este plano es z función de

x únicamente, de modo que la pen -
diente de la tangente en cualquie
punto de la curva es la deriva­
da de con respecto a 2 en esta
punto. En consecuencia es 

t.
Ks

de

Encontrar las derivadas, parciales de cada una de
las siguientes funciones :

11 2 ' ’ | 4

2) Z B log (x3 4- y2 )

3 |4= c s&T*

3) u . <4 + 3‘

3?^+3t

2 2
4) U = 10* + Z

M_ rn YYYTT
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£2.= (2z + y)10x2+iy +
Ox

Z.log 10

■_ = x.ia,'2 + *y+a! iog 10

a y
= 2Z.10x2+X7 + Z! log 10

tlB

5) w s x sen y -j- y seo x

sen y-t-y seo x tg x

V"-" ~ x eos y i sec x
o y 3

6) x = (s2 - t2)T

V.= 3s(s2 - t2)^

b s,

- 3t(s2 - t2)^

7) v • xyz 4- x2y - xá34 y4

> r, -?3^ = yz42xy-Z r

Az - xZ4x24-^y3
by

X- xy - 3 xz2
z "
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5)

6)

7)

C>x '
(2 x + y)10 X +xy +s.log 10

du ¿ x inx2’+ ,A
—— X.1U • log 10
jy

■11’ í 2 lo

W = x sen y + y sec x

—— = sen y + y sec x tg x
bx

..A-ff-g x eos y + sec 2r
Óy

2 24
X - (s - t ) 22^

\ ~ 1 " 3s^s
<>J = -3t(3S-tS?

v » xy s + x2y ~ s?3 + y4

3 v . Owr „3--— s yz 4- 2xy ~ z

v - xz +■ x2 +• 4y3
3y ~

s “ 3xz2
b2

x.cos y.esún y

senx e

M.mxxxil
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9) z = are tg(—)
x

2 _____ y , dz _ a
X v2, „2 ? n y 9 i 2

x +y O •> xd + yd

7
10) u z eX

i y 0u i x
O ü ® —X---  ~ -- -

x ’ O y x

xy
^/x2-7y^ 

12) log(y+|/y2 - x2)

13)

14)

15)

16)

17)

z = are tg —,y
x

_x
z = e y 4- log£A

z - sen-21x
z z y2+ tgíy.e^-)

18)

19)

z - —I— re
x2+y2

20) z =\/^-
x + y

16/6,- Derivadas Parciales de Orden Superior,

Si z - f(xy)
eg claro que son, en general, funciones de_x y de y. Deriva!

¿)x ¿)yM-nJOCXTI u U_____________________________



390

do nuevamente con respecto a x da

i \ = d 2Z

d xV bx/ x2

3-a segada derivada parcial de z con, respecto a x, Aquí el símbolo

ct
r) x

significa derivada parcial con respecto a x. Esto mismo se indica con
los siguientes símbolos:

A 2Z 2 / ■ -
’ f:xx° z“

Análogamente:

Aíll) = ¿h. = f Xxy) B f - z- •
¿yU ¿y2 ¿y2 ™ ‘

Derivando parcialmente con respecto a y obtenemos:

<L I <M= JJ*. Z = f (xy) s f: a Z-
cTy w)* / dy d* óy¿x xy xy

la derivada parcial segunda con respecto e. x g. y.- y
Si derivamos a —— con respecto a x. se obtiene:

dy

= Z'= fy^xy)s f- -
dxu»y Ó'xóy yx yx 

la derivada, parcial segunda con respecto a y y x.

Lem ¿|e fissian Bonnet: Se demuestra en los cursos más avanzados que:
> 2 \ 2

(J z  ó z
d ydx. " x¿) y

es indiferente el orden de desivacián, si las derivadas primeras son eoj
tínuas. Análogamente es:

¿>3z - ..¿3S
• ■ ?)y¿)x2 2)x d y
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(sMk
En general, k) , r z

V;xh.Oyk
indica el resultado obtenido derivando a z_oon respecto a
y k Veces, con respecto a 2? siendo indiferente el orden de
ción.

2 -2Ejemplo I: Verificar que (¿ z » g. si
x7) y

z ~ sen(2x-4-3y)

Tendremos:
Z z 2 cos(2x + 3y)

rjx

S.2
—— r “6 sen(2x4-3y)
by C x

- 3 cos(2x4“3y)
o y

2
__ILS— z ~6 sen (2x-^3y)
b x 'by

’ e ‘ >2 x2
o » 1 j .z _ z .

by>.x"(\x^y

Ejemplo II: ^4 ' 2 3 6
Hallar la O u si u = x yz 4- z

bx^y ^jz2

bu
^>z

o 2 2, 53x yz 4- 6z

= 6x2yz 4- 30 z4

<„ 3
—Ü_u_ p s 6 x2z

•¿y -o z2

jf h veces
a deriva-
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16,7,- Ejercicios
"2 2 ^2Calcular (j z ? u z ;b z ele

"óx2 C'> xóy Oy2
las siguientes funciones:

1) - 3 2.5z-xy +y •

2) z * x sen y

3) z = sen 3x eos 2y

4)
« x +y2

z - e T J

5) z)= logyx34-y4

6) Verificar que x 2 >2
JL£ BfLí_ en z = x+y
b.ycx Cx^y x’y
3 47) Idea en z s x y4y

8) Verificar que s í¿?------ - a a en z r e3^
T.>x2(jy oxóyíx >,yhx2

2 29) Verificar que £ z t) i cuando:
fcx'Tjy t^ydx

z - xy2 4 2ye3f

10) Iden en z « log(x-4- \/yS4x2)

11) Iden en z
vx 4 y

I / p p
12) Iden en z x^4- y*0

x
x3

13) Si z = ey sen(x-y) hallar

o p 7\2 ~ •>. 2
14) Si z ~ log(x 4y ), denostrar que O f g B o

fcx2 y2

Mn. XXXII



■ \ z

15) Si z s tg(y 4- 5x) + (y - 5x) , denostrar que

’ 2
5 .

x* 1 2 y2

16v8.- Fornas dotarninadas

Se llana forna indeterninada a la forra que tona una fx
ción de una variable; cuando esta tiende a un valor a, y da un valor ;
que no tiene sentido* En caso contrario, se dice que~la función es de*
terminada» 

a) Forras deterninadas:

Son bien deterninadas las expresiones de la forra:

0 N , N
N ’ 0 ’ N ’ OO

siendo N un minero cualquiera, pero finito. Tanbión lo son, las siguií
tes expresiones.

N N fjp
o i ; 0*

siendo n2í> 0, finito y distinto de cero.

1) FORMA -9-
------- N t nlín 2L_7_1. - £= 0

5 5

x—}1

2) FORMA 21.
—— — ‘1«

X—7 o

3)

4)

FpRliA

FORM-A

lin o
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5) FORMA ON—~----- p
lín(x - 1) - O = O
x— <> 1

6) FORMA <7-3 W
lín x3 = cr3 "

x —> 0?
(•/?

7) f .?(x)

lín |f(x)

cuando f (x) y "f (x) crecen indefinidamente,
' ' «-lín I —5 Vi-2 , O» x oQ

i X ~ 2s z

£----->2

v
lín x = - OO

K —7 cP
8) FORMA OrO 1

lín (y/x"“9) =0 =0

Si N <f O las fornas:

N N
o y c£

se transforman en :
0 ----- ; ¿?O----------------- -> c>

Además én las formas oe00 y 0 si los exponentes son
infinitamente grandes pero negeitivos, se obtienen las fornas inversas:

C>0’ ’------ y. o . o*'7 -----> co

L)_ 22T''1?XS indeterminadas

Las fornas indeterminadas son las siguientes:

JL t -g- , O. «:■ 5 <X-,-<¡O ; -Vo ¡ 0° ; í*>
, (J <A. z
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1) FORMA-2-; Sea el cociente de dos polinomios gateros f(x) y '■p(x).

que se anulan para x » a, entonces el cociente tendrá por línite:

lín f(x) - 0
x—^a'p(x) 0

un valor indeterminado. Sin embargo, es
lor de este límite, pues si f(x) y '^(x)
son aivisIETés^por x-a, luego tendremos

posible hallar el verdadero ya,
se anulan para x s a, ellos
que:

f(x) a (x-a)fj(x) = £100
?(x) (x-I)Ti(x) ^(xj*

y puede ocurrir que el

lín fx(x)

x a i (x)

sea un valor determinado.

Ejemplo:
lín

x2- 3x +2 O
xá’+z - 5 ”

x----- >2

pero x2 - 3x 4- 2  (x-2).(x*l) _ x-1
í H- x - 6 (x-2)(x+3) X4 3

lín x2 - 3x 2 „ lín x - 1 _ 1
x2 -4- x - 6 x+3 5
x—>2 ‘ x—>2

f (x)
Soa\p¿njel cociente de dos.funciones trigonondtricas qi

se anulan rara x ~ a, en cuyo caso,' ese coclbñte flén3e a ún" valí
indeterminado, Cono en el caso anterior es posible hallar su verdadero
valor de ese línice, como lo nuestra el siguiente:

"llsnplo:
lín

M.mZZXII

sen tO senUO-J5!)
____________ 3 -

1-2 oos'jJ
—r*T
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lira sen
1-2 cosTr

2.2sen(l4’l¿)sená- - ~)
O ¿ O O

3 ■
expresión que es indeterminada, Sin embargo:

1-2 cos\n) = 2(~ - cosí))) = 2(cosXf~ cos\P)
o 3

sen *n>- o - o
o

Además:

sen((i) -~) =
”3

2 sen(¿. - jl )cos,('4 -X)
2 6 2 6

que reemplazado en la expresión propuesta nos da: 

sen (j\ sen(i>> -JÍ) 2 sen\J. senfel-—)eosC\p- ÜJ
3   2 6 2 6

1—2cos\_\) 4 sen(^^-^-)sen(^-X)
2 6 2 6

y simplificando el factor 2 sen ), nos queda

t-\' /tO.Tfxc sen)).', eosvg--
' z\ó tt'2 sen(-g •+ g- )

• sen*>^ ,sen((0-tt) senU) ,cos(ü¿! •• í.
.•Hm —___________ = lín__________ - 2 6 s

1-2 eos^>3 2 sen(g!-f-^L)

U)—4?

sen— .eos 0 1
s P s —

2 sen>¿^ 2
3

que es el verdadero valor de expresión dada,

2) FORMA. CÉ.:Consideremos la fracción racional
°° fCx)

t^(x)
donde f(x) y^(x) son dos polinomios enteros de la forma:



3S7

donde f(x) y ^(x)

f(x)

son dos polinomios enteros de la forna:
** -k An’*l^'^”^' 4" A jX + Aq

(x) s BpXP + + «,,«««*•*■+• BjX 4- Bo

cuando x
la forna

■-* £>0 también lo hace f(x) y ’V (x) y el cociente tiende
QM , Busquemos cual es el verdadero valor,

o
Si x—> oQ f los primeros términos: A^pc y B xp son

determinantes del valor de f(x) y ty(x) respectivamente, de nodo que
de reducirse el problema a tonar límites des

a

los

puj

lín f(x) „ lín Aj;pcn
\(¡(x) u ~£~¿p

X —7 OQ x —> (?o

Pueden presentarse tres casos, a saber:

lerf Caso:
n p

la fracción A^n Am xn-p

■

en donde m - p ? 0

luego lín ACIxn

2do, Caso: x g p

La fracción A^cnw AQ
*■ 11 ■■■' ■ o» ■■*■■■' »

B xP B„p p

, , lín Ai^n w AnjAn
b'xP b b’

p  p p

x ------> qO X —> qp



3er, Caso: n < p

y

3) FORMA - cP ‘ Es frecuente que se presente el problema de calcu­
lar el línite de f (x) -\^(x) cuando arabas expresiones crécen indefinid
líente, para x—>ot>, sobre todo si se trata de radicales. El cátodo, p,
ra hallar el verdadero valor, consiste en poner la expresión bajo forra
de cociente, multiplicándola y dividiéndola por la expresión conjugada

Ejemplo X; Calcular el

- x

2 - x
pero



399

Cuando x crece indefinidamente, los términos de más alto
grado deterninan su valor, de esta asnera, la expresión anterior se re­
duce a:

\/2x -3x41 +\/T(^)

x —> OO

que es el verdadero valor de ese límite

Las otras formas indeterminadas serán resueltas más fá­
cilmente con la :

16<Ptt- Regla de L^opital,

A El nombre de Guillaune Frangois Antoine LCapital Marqués
de Saint Mene( 1661-1701) está ligado Intimamente ál del sabio matemática
físico y naturalista Johann Bernoulli (1667-17-18). En efecto, L’Hopital
fuá durante mucho tiempo el único que estuvo en condiciones de resolver
los problemas que proponían Leibniz y los miembros de la familia Bernojj
lli para los geómetras de su égoca, El hallazgo reciente de la corres­
pondencia de Bernoulli con I-’Hopital, y los apuntes de las lecciones de
Bernoulli, muestran que el libro publicado por L’Hópital en 1696 y 1716
no eran más qué las lecciones que Bernoulli le impartiera a X’Hopital.a
pedido de éste. Las lecciones de Cálculo integral impartidas a L’Hfipital
durante los"años 1691 a 1692, serían el primer tratado sistemático sobre
este asunto. Estas lecciones con el título de ANAIZSE, contienen por prj,r
mera vez la célebre regla', hoy designada cono primera vez la célebre re­
gla, hoy designada cono de I*H6pitaln, para el cálculo de límites
indeterminados y cuya paternidad reclamó Bernoulli después de la muerte
del Marqués, que fué su alumno,

REGLA: Si una expresión f(x) se presenta bajo la forma 6 cQ para
== - * (x7 O O*
x —a, para hallar su verdadero valor, se tona el límite de sus deriva
das' para x—a,

1) Supongamos que lím x —
tíj(x) O

Pongamos
x = a A x si Ax O x a
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luego

f(x) f+ x)
\^(x) " x)

Sé acuerdo con el teorema del incremento finito o del valor nedio(16,l
podrá escribirse:

f(a + Ax)  f(a)+Axf'(a^óx)
Xj'ía-tZS x) ’9(a)+4x^(a+^x)

para 0< \1

puás f(a+£x)~f(a) = x.f '(a+^üx)
y análogamente con \J^(a+>ó. x).

c orno
f(a) =^(a) = 0

para x—a

• . lím f(x)
_ =

lím f'íaf^óx)
'^(a+'j^x) V^f(a)

x —> a A x—> 0

luego es:
lím f(x)  fr(a)

^(x)"^’(a)

-f*(a)

Si el ':límite de las derivadas primeras no fuese deternjJ
nado, se tona el de las segundas, terceras, etc., si ^stos existen has­
ta obtener expresiones determinadas, es decir:

lím f(x)  lím f * (x)  lím f1»(x)  
>^’(x) " SJ’ ’(x)

x —a x---- a

lím x2 - 3x-i- 2 lím 2x - 3 1
x2 + “ ---------- "

x-> 2
valor ya hallado en

Ejemplo II:

>Q<x)
x a

Ejemplo I:

x -. 6 , 2x + 1 5
z . x KX -> 2(16.8)b)l).

lím sen tj) sen(Cü-X)



2 sen

3 3

3
2

hallado en (16,8) b) 1)valor Va

2) Supongamos que el

a

Se puede escribir gue:

32(x)

f(x)
f (x)

a

?’(x> 2
Lint‘ (x) f’(x)

401
Gónfciencia Áfí

- eos 3 sen 0 + eos 0 sen 3 0 +• 1. sen 3
2 sen2 sen_5T

3

T, cosMj sen (<Aj * -) 4. eos (lV -Llm ________________________________

• f (x)
I»im ----------

<f’(x)

IW
f* (x)

(l^ -i

1-2 eos U?

f (x>

Cx)

Lím (x)

N .■ Calculando las derivadas del numerador y denominador^ se
¿silene:
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Dividiendo el primero y último miembro por:

- -----> a

es:
r '(x) . f (x)

1 * Lim------------- o Lim-------------
f! (x) ^(x)

X - r r . , a X -------------------- Q,

o sea

Llm JL'iL , —i_____„ = = f (a)
'f Cx) Lim V jflET lf' (a)

f¡ (x) f (a)
x —>a

x.--------a

Es decir9 que finalmente^ se obtiene:

r f (x) f (a)

'f(x) ' (a)

x------ a

Ejemplo I) Lío — 
x

X > o^>

Aplicamos la regla L^opital:

1
’’ 1 per T -------

Lim —- -------- Llm _±__ - o
x 1 "

x -----

Ejemplo II)

McmoXXXIII
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x - O x

volvemos aplica? la misma regla

x -

2 8 x + 1
cX?

x

8

2
Lím —2-

ex

Con la regle 4g l’Hopital

9 x

x' - 4

Lím -2 x
ex

r •* 2- — nLin ------- ~ 0
e x

Lím £

2
Lím — ■

ex

x2

Mf,mcXXXIII
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OBSERVACION; Hay casos^que pueden inducir^ de primera intención^ a
aplicar la regla de l'Hopital dando resultados erróneos^ tal es el si
guiante:

Ejemplo IV:

x
x 

aparentemente es de la forma ——— pero si bien es cierto que x-----
en cambio sen x no tiende a infinito^ en consecuencia p no toma x —> c
la forma —y no es aplicable la regla. Hay que tener cuidado en
los casos en los cuales se oresentan funciones periódicas u oscilan-

Lím _3en x

tesc
En este caso:

Lln s°n * ¿
X

x ---- >- oo

Lím sen x
si —> oC

Lim x
x-----> oO

pues el numerador escala infinitas veces entre 4-1 y -1* es decir n
que:

- 1 — sen x 4-1

y
- 1 sen x 1

x x x

x

MomcXXXIII
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En efecto,, dado que al aumentar infinitamente x^_ los^ límites

de:

1
X

0 4.-2---------
X

^0

también ocurrirá con

En símbolos:

sen x
comprendido entre ellos

X

0 z Lím (- A ) < Llm AG--..X .. Lín (A A) - 0
\ X /--- X * * * * * * x xz

sen x
Lin ---------  z 0

x

3) FORMA :

Sea el producto f(x) . para f(x) —> 0 y (x)—
da la forma indeterminada O, e>¿ .
Se podrá escribir así:

-x , f(x) O
f(x) a 4' (x) Z-----=— --- >---

1 o
(x)

o bien

f(x) . \D (x) Z —£-----------
1

f (x)

en cualquiera -’e íes dvS c«scs es aplicable la regla de l’Hopital.

Ejemplo: Si y X x. log x

entonces y toma la forma O.o¿> para x —>0 .
Coloquemos:

y = x log z = 1X5-

Mem®XXXIII
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ol cual toma la f orma...S^Í,. para x—O . Aplicando la regla de l’Ho
pital resulta: 00

1
log X x

Llm y - Lím —— Lím ----  . —
1 1 'Cw2>x---- »0 ------

x^O x2

Aplicando nuevamente la regla
1

Llm y - Llm —~—
“ 2

3
x —> O x —> O Xo

mencionada es:

y asi sucesivamente.

Sin embargo* observemos que:

1

—— - - x para todo x O

. ’. Lím y - Llm ( -x ) - O

x —> O x —> O

log x , log x - O

X —>0

También pudo haberse escrito:

x
y - x log x = -----

jL
log X

que toma la forma de —~~ para x ---- > O .

M.m.XXXIII
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Lira y^Ic’m._______________
x_^ 0 “ 2____ 1

(log x)2 x
x—) 0

Lím -

x —> O

X ( log X )2

- 0. oo nuevamente

Este segundo canino complica más el problema8 razón por la cual es
aconsejable el primero.,

4) FORMA

Sea f(x) - (x) 9 cuando f(x)—y

Escribamos:

f(x) - (x) = f(x)

H-* ( X )
y busquemos el límite de 2------r que
mite. f(x>

f (x)

sea A este 11es

El problema se reduce ahora a buscar el límite de f(x) (1-A) pa­
ra x —> a

Pueden ocurrir dos casos:

I) A 1 . Como f(x)—> para

lím f(x) -'P(x)

x —«A a

x —> a

Como f(x)A = 1 para x a

0lím

y es aplicable el caso anterior.

Ejemplo:

Lím (sec x - tg x)

2

M»m.XXXIII
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que toma la forma 0

Apliquemos la regla de

lím
-1
x

2xrs Lim tg X

X

0

lím y - Olog

f(x)Sea y =
O

deTomando logaritmo

log

Ejemplo:

- sen x log xlog

- Lím sen x, log x - 0. cz?Lím log y
0x

Escribamos:
log x

log

sem
0

Lím y - 1
x—->0 +

= 0
log y -

para x

6) FORMA 0°

x—>o-’ .
Lím tg x -

x——>0'
= Lím- • - x2

sem2 x
.. O'
= 1.0

Lím

ambos miembros^ se tiene:

x 0

Lím log y -

X -M->0

x —4 0

x—* 0

cuando f(x) —> 0

sen xy = x para x

l'Hopital:

cosec^ x
—g g
cotg x - £im x cosec x

cotg X

M,m.XXXIII
cosec x
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que para x -*^’0 tiende a
mencionada antes,

con lo cual le es aplicable la regla

1
• X, . Lím log y a Lím ------ -----— -

-cosec x cotg x

x 0 x_^ 0

= Lím ~ sen .».*«, X : - Lím í sen * , tg x| Z -1.0 a 0
x y x j

X-^ 0 X—>0

Lím log y ~ log, Lím y a 0

x-—>0 x—0

siendo la base de los logaritmos el número e , por la definición de
logaritmos se puede escribir que:

Lím y - ó0 s 1

f 'i'f(x)
7) FORMA 1°^: Sea f (x)

para f(x) -----1 y ^(x) ----------->

/ YP (x)
Si y ~ } f(x)j < 

tomando logaritmos de ambos miembros, resulta:

Mom, XXXIII log y =\D(x) log f(x)



el cual tiende a <>o
anterior.
Ejemplo:

411
0 , con lo que queda reducido este caso a uno

le es aplicable la regla de l’Hopital:

x + 1 x + 1 -» (x 4.1)
Lím log y = Lím .

___1_
v2A

Siendo Lím log y - - 2

oo

M.m.XXXIII
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luego

log lím y - - 2

16.10.- EJERCICIOS

Calcular los siguientes límites^ aplicando la regla de lrHopital:

s Z * OO

R .

R 3 0



5) Lím o( cotg

6) Lím ( sen x)X

x —x 0+

2
7) Lím xX

x —0+

tg x
8) Lím ( sen x)

10) Lím ( cotg x)

x ____ a 0 +

tg x

413
R - 1

R s 1

R - 1

R - 1

R 92

VYVTTT
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17»- TEOREMAS DE TAYLOR Y MACLAURIN

17.1,-Teorema de Taylor.

Brook Taylor (1685-1731) se ocupó de física y matemática. Ade
más de una obra sobre perspectiva donde sienta las bases del actual mé
todo de proyección central, se le debe en 1715, una obra donde hace use
de las diferencias juntas y en ella demuestra la serie que lleva su nom
bre, Se debe también a Taylor las fórmulas para el cambio de variable ’
independiente, así como estudios sobre ecuaciones diferenciales y resoí
lución aproximada de ecuaciones. >■

El teorema del vv.lor medio (16,1) es un caso particular del ■'
teorema que estableceremos ahora.

Supongamos que la función ¡

y - f (x)

sea continua en el intervalo a-X-b.y posea derivadas en a4^- x b
Según el teorema del valor medio, es:

f (b) - f (a) + (b-a) f (¿J (D
en donde ¿

a<C><b
Supongamos ahora que también sea

' y = f (x) . .
tal que 1) f' (X) exista y sea continua en a == X — b

2) fV (X) exista en
probaremos que:

f (b) = f (a) b (b-a) f' (a) 4-(b-a)2 f'« ( £) (2)
> 2

para a < o-,’. < b
En efecto, existirá un número Q tal que:
f (b) - f (a)+ (b-a) f’ (a) + (b-a)2 q (3)

2
donde a, b, f (a),f(b)/^ (h)son constantes. Veamos cual es la expresión
de Q . Transponiendo f (b) se obtiene

- f (b) + f (a) s- (b-a) f’ (a)-i- (b-a)2 Q a O (4)

SÍ se reémfcíaza a a por x eh’cíóncLe a^x^b .sé obtiene una función
de x, que llamaremos F(x), que es igual a:

F (x) » - f (b) + X (x)+ (b-x) f’ (x)+ (b-x)2 Q (6)

Habiéndose supuesto que
nua en el intervalo x - b >
además, habiéndose supuesto que
intervalo ac. x <,bresulta que:

f (x) tiene la derivada primera contj,
luego F (x) es continua también en él¡
f” (x) existe en cualquier punto del



F'x(x) - f’ (x)z4-(b-x) f” (x) - (b-x) Q
F* (x) - (b-x) [f" (x) - Q ) (6)

Por (4) y (5) es F (a) =• 0
y directamente) sustituyendo en (5) a x por b, es también

F (b) - 0
luego, F (x) satisface la(hipótesis del teorema de Rollé (16,2) es de
cir, que F! (x) se anulará para un valor. , entre a y b, o sea, que:

F* (¿) - (b-$) í - Q I- 0
para a<J < b , )

Como xíb ," o t b -Jj ¿ 0 J

es decir: Q “ f ’'
como se colocó en

f" s 0Q(3)
la fórmula (2)

Análogamente, si f (x) es una función tal que: t

ij f (><) exista y es continua en a < x < b

■2) fnC<) exista en S- < X < O

Es entonces:
f (b) - f (a) + (b-a) f (a)¿ &^a)2 f»> (a)+(b-a)3 f«*:(a)4-

2 ~3? b .<
 ¿ (7)

que se prueba de la misma manera que se hizo antes. Tomando, en (7), ux
valor x del intervalo C < X" ■< b . en lugar de y reemplazóndolo en
la fórmula, obtenemos cl~importanto teorema general del valor medio, co
nocido como teorema de Taylor:

___ __ .■. --------------------------Jíl?1 WfcJrr.T.1 -trfrnr'------------- ----- — ■ ■ ........................................ ..................................... .. .... .

f (x) - f (a) + (x~a) i” (a)+-(x-a)2 fII (a) + (x-a)3 f"t (a)*
‘2! “3T

+ + ^rfn&+^Fíne>)
. ................. .........................................—------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- ,

para
al término

(8)

se le llama r< 
con el nombre ae fórmula de
Tayloro

estofórmula de Taylor. La expresión (8) se .conoce
_ Taylor o serle de Taylor o desarrollo de

Si en (8) hacemos: x-a«h
• ’ o x s a+ h

obteniéndose:
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f (a+h) -f (a)+h.f* + (a)+-|yf’" (a) +

+ . f^.h-Hf^Ca + Qh)
T(^) l . ja; +ñT _______________ J

donde O < Q < 1 (9)

siendo h-0 ffn\a+Q h)
n1

la nueva expresión del resto.

El teorema de Taylor nos permite hallar un polinomio en (x-a)
que se aproxima a una función dada para valores de x próximos a
pre que la función dada tenga derivadas continuas en x - a. En general
el valor del resto no puede hallarse, por cuantoj^es un valor desconoc
do, pero sí podrá calcularse los límites hacia los cuales pueda tender
el resto.

Ejemplo It Aproximar y e log x por un polinomio de
'Tizando él teorema de Taylor con a « 1. Tendremos»

cinco términos, ut

x .
f<4) - - 2.3 " ‘ fW(l) A -31

(x)

í£- (x) - log X y > f (1) - o
fí’GO - ii f ’ (P - 1
ft t! f ‘ (1) z 1X
f" (x)-- 1 11 f» (1) s-í

Xa
f'" (x)’-_2_ 11 fin (1) » 2

f(5(x) = 2.3.4 « f^ljMl

f<6(x) z -^3.^5. ’’ f(6)(1) x - 51

pero f<6)e>« -51

íog X » 0+ (x-1) .1 + (x-1)2 <‘“i; * (Xq**3 •

l (x-l)4 (-3») + (x-ps (4! ) + (x-1) (-51)
* — 5; 6!

donde i< 3 <x

Ejemplo II» Utilizando el resultado del ejemplo I, calcular log 1.2 y
estimar el error máximo que se comete al utilizar solamente los cinco
primeros términos del desarrollo.

M-m. XXXIV
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Snbstiiuycndo_a--x~no^l^._xin.Xa._f órrmdLa del-E-jemplo X- se

ti ene t

log 1,2 B (0,2) - [0^+&2g - (O^-t-ÍO^

donde l,0<¿, <* 1,2

~ (0,2)5 1
6

Tomando los cinco primeros términos, obtenemos:

0,2 -* 0,20000000

(0,2)3 % 0,00266667
3

(0|2)5 - 0,00006400

0,20273067
log 1,2 9 0,20273067 - 0,02040000

valor exacto hasta la séptima decimalo

“ (0,2)2 -j - 0,32000000
~S----

- ^O^)4 , - 0,00040000
4 ______________ _

- 0,02040000-

Ahora -JL—es-^ comprendida entre

es decir

El máximo valor numérico del resto (0^2)6 e es:

(9^21S. 4S - (2g2i6 .!>»=. 0,0000106 <0,000011

i_ y i

De modo que, despreciando el sexto término y tomando solameit-
te los cinco primeros del desarrollo se comete un error que no excede
de 0,000011 en valor numérico, n••loel«iricp--?r<^erotárténi!i4ndsn dan
0,1823307, y el Sexto término solo puede afectar la quinta cifra deci­
mal en un valor a lo sumo igual a 1. Puede tomarse a

log 1,2 0,1823
como un valor exacto hasta la cuarta cifra decimal, lo cual puede veri,,
ficarse con una tabla logarítima»’

172,- Teorema de Maclaurin

De Geometría, de Algebra y de Análises infinitesimal, como tam
■bíén de Física y de Astronomía, se ocupó el último matemático inglés
del siglo XVIII, periódp. newtoniano, quizá el más importante: Colin Ma
claurin (1698-1746), quien para escapar a las críticas de Berkeley
vifi a los métodos clásicos de los geómetras griegos, con lo que logró
hacer más rigurosas las demostraciones, sin embargo» contribuyó indi -
rectamente a aumentar el aislacionismo de loé matemáticos ingleses fren
te a los matemáticos continentales„

M\m„ XXX TV
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En su tratado de las fluxiones "obra maestra de geometría que

puede compararse a todo lo que Arquimedeg nos legó de más hermoso y má¡
ingenioso” según el matemático francés ¿agrange, trae deducida la cono
cida ser|e de Mac.feaurin, que su autor mismó reconoci6 norser sino un cj-í
so especial de la serie de Taylor.

Un caso especial del teorema de Taylor se obtiene colocando

a » 0 • El resultado se conoce como teorema de Maclaurin o serie de
Maclaurin;

f (x) T f (O)fXf’ (0) + x2 f'i (0) +.......... ¿Xn-¿ f Xn fQP
2T (n^íy* ñT

en donde (10)
0<¿ < x

para lo cual se requiere que f(x) tenga las jn-1) primeras derivadas
continuas en el intervalo 0 a X, inclusive, ’poseer derivada n-ésimg
dentro de ese intervalo.

Ejenplo I: Calcular el víalor de ae# x mediante un polinomio de
séptimo grado, utilizando el teorema de M3CX3

Utilizando la fórmula (10) se tieme:

f f (x) s sen x y í (0) 9 0

f» (x) - eos X 11 f’ (0) 3 1

(x) - sen x u f" (0) * 0

f"» (x) - - eos X 11 . f” (0$ X-1

f44^(x) v sen x II f<4)(0) v 0

f(s)(x) « eos x n f<5>(0) w 1

f(6)(x)s- sen x ti f<6)(0) « 0

f(?)(x) 3 - eos X 11 f(7)(0) r - 1

f(8)(x) 3 sen x 11 — sen ¿

se tendrá finalmente.

donde ^-5^ x

Ejemplo II» Calcular el sen 182 n» 19'», 4 aproximadamente, y va­
luar el error máximo que se comete al utilizar los ocho primeros térm¿
nos del desarrollo de Maclaurin. Observemos que las potencias pares de
i-,-*-, •'■«rí-a '•íV-'
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de s arrollo <2 j>,I; tienen coeficientes, nulos, no así las potencias impa
res, de modo que^ el 52 término--en el desarrolld''ánterlor da el error
que se comete, y corresponde al 92 de la serle de Maclaurin.

172 111 19"? 4 » o,3 radianes
de modo que

• x ~ 0,3
• e

sen 172 11' 19", 4 » (0,3) - (0^)3 + (O^jS  ^^7 ( >8  seo^

donde ¿ 0,3

0,3 ? 0,30000000
(0f^. - 0,00002025

“ (0£p7W*0> 00000004

0,29552021
Dado que el máximo valor de sen para 0<J^<0,3 es menor

que
sen (0,3)< 1

luego el máximo valor numérico del error no puede exceder de
(£?3j8 w 0,000000002

8;
el cual solo afecta al decimal de octavo lugar. En consecuencia

sen 172 11’ 19",4 9 0,295520
es exacta hasta el decimal de sexto orden, para lo cual ha bastado uti­
lizar solo cuatro términos del desarrollo de i^ep x , es decir, solamen
te ocho términos del desarrollo de la serie de Maclaurin..

173o- Ejercicios,

Hallar cuatro términos del desarrollo de
f (x)

por la fórmula de Taylor . para-5 - 4. Utilizar este resultado para
calcular el valor de \7~4jl y estibar .-el error que se comete. Comparé se
este resultado con el que se extrae de una tabla de raíces cuadradas.

Error - 10“ ?

2) Suponiendo conocido el valor de

, , » ’.3391
hallar él de^’1 2 3 4 utilizaíj'^d cuatro términos del desarrollo de Taylor
y calcular el error que se comete,

3) Calcular el valor de utilizando 10 términos del desarrollo de §a-
claurin; calcular el error y compárese el resultado obtenido con el que
contiene una tabla.

4) Desarrollar f (x) eos x por la fórmula de Maclaurin y hallar el
valor de eos 452 calculando el error que se comete al tomar 5 térmi nns

M.m. XXXIV
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eos X e 1 - X2 4X4 - X6 i eos 45° ;\Z"2
2.' 4T “ST 2

5) Idem para f (x) - are tg x -
are tg x « x - x3+x5 - x7 x

3 5 ~7

6) Idem para f (x) w L(L+ x) y el valor de 1.2 utilizando cuatro
términos del desarrollo; su error y compárese con el valor dado por ut
tabla de logaritmo.

C (líx) s> x - x2 4 x3 (~l)n"’1. xn 4.....
2 3 4 n.

L.2 v 0,301030
*• •

17.4.~ Relaciones de Euler

En la resolución de los ejercicios 2 y'3 se hallará que»

si reemplazamos a x_ por ix? donde i es la unidad imaginaria, se
tiene:

1+ 1X4.12x2 + + i'
^7 ST 31 4l 5!

pero eos x s 1 - Jí2_j_x^_-_x6
2f 4?

sen x = x - 4. x3 - x7 i ....
3l 7F

cambiando
C o eos

a x por
x 4- i sen x

x) se obtienes

eos x « i sen x
Sumando y restando (1) y (2) se obtiene:

(1)

(2)

(3)

(4)

onocidas con el nombre de relaciones^® -g.uber que se utilizaran en laC  ______ .
integración de funciones circulares.

£.1

eos X q Q
> r «l

1______ 2.

1 sen x - e''K
_ (O-Óx



17.5.- Bibliografía.

1.- H.M. Bacon: Differential and Integral Calculas
Ed. Macgraw - Hill - (New York - 1942)

2.- M. Laboureur: Cours de Calcul
” Ed. Ch. Béranger - París - 1913

3.- F.S, Woods - F.H. Bailey - Geometría Analítica y Cálculo
Infinitesimal.
Ed. U.T.E.H.A. - México - 1952

4»- W.A. Granville: Cálculo diferencial e Integral
J' ----- Ed. U.T.E.H.A. - México - 1952

M.m. XXXIV



M.m,
42

35 Conferenc:

13.- DIFERENCIAL

Sea la función y f(x)
daremos a £ un incremento x. con lo que obtendremos un Incremento
/\y de la función f (x), es decir, que»

y + y •• f( x +Ax)
«

y aplicando en el segundo miembro, la fórmula de Taylor, obtendremos»
y ± Z\y b f (x) t x. f» (x) + (Ax )2 f” (x) +

1 2T

óy « Ax . f’(x) 4 ( W f" (x) 4
2 !

Se llama parte principal al polinomio del segundo miembro de£>y a
la expresión»

4x. f» (x)
/

que en lo sucesivo llamaremos diferencié- de y, y lo indicaremos así»

(1)

(2)

(3)

de modo que reemplazándolo en (1) obtenemos finalmente»

o bien

Si y r x
aplicando esta última expresión,resulta 

dy fi

y si hubiéramos puesto

sería dy - dx

dy s f ’ (x) dx

dy s y* dx

DEFINICION: Sollama diferencial de una función de una sola variable
a la paróte"principal del crecimiento .de la función, cuando el crecimien»
to de la variable tiende a cero9-

De (2) y (3) se puede decir que:
El diferoncial de una función es igual a la derivada de la misma

ción por el diferencial de la variable *
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N x

O

es

-e------------
Mi MV
El crecimiento de la variable

Sea y « f(x) la función cuya
Representación gráfica es la
curva c. Tomemos dos puntos
sobre ella: M. y M*, siendo t

árf-
con

la tangente en M y o( el
guio de inclinación de t
el eje de las

tgo( = —« y»
' dx

18.1.- SIGNIFICADO GEOMETRICO

A x = M,M‘ = MN “ dx

siendo  _
NT = MN tg H y’dx = dy

luego, el diferencial de la función es el segmento de ordenada de M’
comprendido entre la horizontal del punto M y la tangente a la curva en
este ültimo punto.

18,2.- CALCULO DE DIFERENCIALES

Para calcular el diferencial de una función, se halla su
derivada y se la multiplica por dx, por ello que'aquí se utilizan to­
das las reglas de derivación dadas anteriormente.

1) Diferencial de una constante:

Si y » k . . dy = O.dx « 0

2) Diferencial de una suma:
— ■ .................... i>» ■« 111 **1,1 y ■* ■ ■

Si y » u + v - w

es dy - (u’-frv* - w')dx ■ u’dx4-v’dx - w*dx a du + dv-»dw

3) Diferencial de un producto:

Si y s u .V

es dy • (u’v-f-uv’Jdx ■ vu’dx^uv’dx ■ vdu+-udv

4) Diferencial de un cociente:

Si y s-JL
v

es dv - u*v - uv’  vu’dx -uv’dx vdu - udv. • y -----------—
M.m.XXXV
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5) Diferencial de una constante por una función:

Si y a ku

es dy = ku’dx = kdu

6) Diferencial de una función de función:
1 „ „ t,,.l,RWIRI p............................................... .... ... .............................................................................

Si ya f(u) y u =^(x)

es dy = y’u.u'x.dx= y‘u.du
J

7) Diferencial de una exponencial:

Si y 3 Lx

es dy “v-dx

Si y “ ax

es dy « ax,L a,dx

Si y = ex

es dy = exdx

8) Diferencial de un logaritmo:

9) Diferencial de una potencia:

’ Si y = xn

es dy s Sx^dx

10) Diferencial de una raíz:
Si y c\yx

11) Diferencial de las funciones circulares directas:
l

Si y a sen x . dy s eos x dx

Si y a eos x . ‘. dy a - sen x dx

Si y a tg X . , dy 3 sec^ dx

12) Diferencial de las funciones circulares inversas:

Si y » are sen x . . dy ■ ...... dx
x/l-X*

wvv
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Bi dy ay « are eos x

Si tg x dy =y ■ are

18.3,- DIFERENCIAL TOTAL

f(xy) (1)Sea Z =

y dos incrementos indepen».

de Taylor para funciones de dos variables

d x2 dx'ÓyZ)x dy

(6y)2 (2)

De (1) y (2), restándolas,resulta:

7>y27)x2fcy

la expresión

(3)

y desarrollando por la fórmula
se tiene:

Daremos a x e dos incrementos indepen».
un incremento ¿\z para la variable depejj

• dx
l>x2

dX4»---£- dy

una función de dos variables.
dientes ^x y Ay, se obtendrá
diente z_¿de modo que:

es la parte principal del polinomio del segundo miembro* aue designaremos
como dífiréncíáTtotal de la función, y la indicaremos asi:

"Qy

7>x 7) y

Como Ax " dx Ay ■ dy por ser je e £ variables ifl
dependientes, se obtiene finalmente: 

dx

dz ■

M.m.XXXV
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o bien dz = dx 4 f:v dy
*** J

18,4.-  CONDICION PARA QUE UNA EXPRESION DE LA FORMA Mdx»Ndy SEA UNA

DIFERENCIAL TOTAL

Supongamos que la expresión Mdx V Ndy sea la diferencial
total de la función z = f(xy), es decir que:’

dz » Mdx-y N'úy

derivando nuevamente:

pero

16.6Bonnet

luego

ción

Como por (4), de 1863)„ es:

dz dx dy
7)      W*****x

identificando ambas expresiones, deberá ser:

18.5.-  DERIVADAS DE LAS IT'?I ONE S_IMPLICITAS

Supongamos que g venga dada en función de x por la ecua-

f(xy) " O (1)
ello significa que y -^(x) donde ^(x) se halla definida por la ecua­
ción (1). Por ejemplos’

x2 y2
a^ b^"

La condición necesaria y suficiente para que MjSx-*-Nfty
—: £>m ^N

sea una diferencial exacta es que^——;

por el lema de Osslan

es una función implícita’de y que se halla representada por una elipse
en un sistema cartesiano, Despejando a y se obtiene:fe fe"
M.m.XXXV



sin necesidad de pasar a las funcijj

la función explícita de y.
Vamos a'hallar la-Éi

nes explícitas, para alio dx

y r. + \/2^(a2 - x2
a2

y = il.\/?T7

es, entonces

hagamos z » f(xy)

sean x e y independientes o no. Por (1) es

de donde se obtiene:

siempre que

Ejemplo: Si x2-|-3xy24»y3 -1=0

hallar la
dx

"p 2 3Aquí es: f(xy) « x -f 3xy -6-y - 1
i

dz 0

(2)

M m YYYir
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M : 2 x + 3 y2
¿)X.

AXs 6 xy-4-3 y2

k
Sustituyendo en (2) se obtiene:

dy  2x i 3y2
dx ** 6xy|3y^
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36 a,Conferencia

CALCULO INTEGRAL

19,- FUNCIONES PRIMITIVAS E INTEGRALES

19.lc- FUNCIONES PRIMITIVAS;

La determinación de la función derivada f(x), habiendo s¿
do dada uña función F(x)<> llamada primitiva, e£ el problema que se plan­
tea y resuelve el edículo diferencíalo El problema inverso, vale decir,
dada la función derivada f(xj encontrar la'función primitiva F(x), es el
problema que resolverá el cálculo integral.

y cálculo diferencial y i a f(x)

calculo inte gral

En otros termino,? es:

d F(x) h f(x) dx

en donde la función F(x) suele llamarse primitiva- antidifergncia 1 o in­
tegral. do f(x) dx? y esto lo expresaremos mediante ía notación:

f
/f(x) dX

, Ejemplo: La integra?. de/x° dx. z
decimos que es F(x) - ——

4
" f ”oen efecto dix'(x)! a xú dx

- > - - 4
pero esta función derivada x' dx no solo admite la función integraUS- -—----- - 4
-•’rn atín infinitas otras que se obtienen de la anterior con solo agregar
un v.... .ln_ constante C; de modo que:

Fj.(x) s.Z_-4-C
4

Q
• es tambie'n una función'primitiva de xM dx, pué?

diF^(x)j - x® dx

De aquí’ se deduce que una función primitiva o integral da
"■ J ■. derivada.) mientras que una función derivada o^

,'elactonadas entre sí por una coas
origen a una sola función 
rigiñOrTínitas tinciones integra?
’/CJ.- 1 MVz o

u

TXXVI
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19,2»- CONSTANTE DE INTEGRACION ~ SIGNIFICADO GEOMETRICO

Las infinitas’funciones primitivas o integralés de una
función derivada difieren solo por el valor de una constante. Si F^(x)
y ^g(x) son dos funciones primitivas de una misma función derivada*
f(x) dxP serán:

> r 'i
d F, (x)j- d|F2(x)|- f (x) dx (1)

Si designamos con 

y representamos esta función en un sistema cartesiano^, obtendremos una
curva cuya tangente será:

dy d?p (x) dF- (x-)
t—»

dx dx dx
pero por (1) ess-^s? 0

dx

vale decir que lo. tangente a la curva es horiaonral y coincide con ella*
lu.egos

y » C

es decir: Y ~ ”* Go
luego, si dos funciones continuas son primitivas do la misma función di-
forenoial»' sóTo difieren en una 'cuSs'tanttu
-------- '—--------- TaiiTcií3o”exi''cuenta -ós^b, podremos escribir:

F(x) - í f (x) dx+ C

y obtendremos todas las funciones integrales posiblesP

Al escribir f (x) dx

itegrales de f (x) dx* es

X

QX

quedan implícitamente comprendidas todas las integrales do f (x) dx* es
decir sobreentendiendo*"con sus constanresj y esta función "sé suele lia
mar integral indefinida. La integral Hamaca definida se estudiara lúas

Si se representan gráficamente
las funciones primitivas en coor­
denadas cartesianas* obtendremos
una cantidad de deurvas* cuya tajj
gente genérica en un punto de coo£
donadas también genéricas viene
dada por

mar intejral_indefinida. La integra
adelante

M.m^XXXVI
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es decir dy « f (x) dx y cuya función integral: y =/f (x) dx + C da las
ecuaciones de esas curvas, *

Dando valores arbitrarios a la constante obtendremos
infinitas curvas*que tienen la misma pendiente de su tangente en pun­
tos de abscisaFeao si se exige que la curva pase por un punto
P-¡_ 5 bién determinado, las coordenadas de ese punto verifican
a la ecuación de la curva, y entonces la constante ¿puede hallarse acr
toda facilidad quedando determinada la ecuación de una sola curva de e
sa familia.

Ejemplo: La curva que pasa por el punto P £ (2/5) tiene una tangente
cuya pendiente vale 2x7

Determinar ja ecuación de esa curva,

Como = 2x
dx ..

es dy » 2x dx
e integrando resulta:

(2)

ecuación de una familia depar<ábo
lás simétricas respecto ddi
y, Dando a £ valores arbitrarios

C " 0;t ljt 2; + 3;+ —— +■ n 

se van a obtener las
guíentes:

2 ; - -----5 y = x2 t 

curvas si-

n.

de esa familia, todas parábolas iguales
te unas de las otras.

La curva que pasa por el
cada por estas coordenadas, es decir:

5 » 224 C

y solo desplazadas verticalmen-

punto dado P ? (2/5) es verif¿

C * 1

y = x2 t 1

es la ecuación de esa curva•

XXXVI
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1903.- AREA ENCERRADA POR UNA CURVA

Consideremos,en un sistema cartesiano, la gráfica de la
función continua creciente:

y « f(x) c x2

daseanos obtener el valor del área encerrada por la curva, el eje de
las x, y las dos ordenadas extremas:

x — 1 y x “ 3

Para ello dividimos el intervalo (xg - x^) en diez in­
tervalos iguales, de' nodo que:

es decir

Ax » OyKxg - X]_)

A x s 0,Ei x 2

A x * 0,2

y por I035 extremos de esos subintervalos levantamos las ordenadas co­
rree spendlentes.

Si

son las
de esos
con:

abscisas de los extremos
intervalos, designaremos

í(x0); fCx^); f(x2); - -----;f(x10)
las ordenadas respectivas.
En los puntos en que estas ordena
das cortan a la curva^ se trazan
las horizontales correspondientes
quedando dividido el recinto, en
rectángulos que por exceso y por
defecto comprenden el área busca­
da,y on donde se cumple que:

f (x ) AxZ A A < f (xn) Ax
O X

con A A se designa a un elemneto del área

fCxp A x<£ Aa< f(x2) A x

M, El, XXXVI
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resulta que:
Efectuando la suma de las áreas parciales así obtenidas,

1=0 1--1

9 10

en donde -se ha representado con A. el área
Es posible buscar el'valor

blas siguientes se los ha calculados
9 . .

s(10) = fíx^Ax
i=0

del recinto de la curva,
de estas sumas y en las ta­

lo.
S(10) k > f(x ) A x

ÍS1

X f (x) f (x) A x f(.x) f(x)Ax

1,0
1,2
M
1,6
1,8
2,0
2,2
2,4
2,6
2,8

1,00
1,44
1,96
2,56
3,24
4,00
4,84
5,76
6,76
7,84

0,200
0,288
0,392
0,512
0,648
0,800
0,968
1,152
1,352
1,568• Cú

 £\D
 CÜ t

o 
F-

5 F
J H

» H
C ’

 .)
 *) 

«a
 M 

O
 *O W

0 0
0 O

V
tf*

 CC
 0

 C
ü jMXD O 

O xO 
O

A
 Q

 loctl O ai i> l> co 0
x* 0. 

«> 
cv 

«*> 
<■> 

c* 
C» 

v»
r¿ i-I (X C0 sji 

LO 
(?- O

0,288
0,392
0,512
0,648
0.800
0,968'
1,152
1,352
1,568
i;soo

9
£ fíx^Áx ~
1=0

■7,880
10

f (xj ) Ax
1-1

9,480

7,880 < A<9,480
r ••

SI el intervalo (xq - xn).lo hubiéramos dividido en 20
partes Iguales la longitud de 0 “ cada part^ sería:

(Xo *• X-i ) ® 0,1
20 d 1

con lo que se obtendría en idéntica forma:

s(20) = 8,270 S(20) = 9,070

Si el intervalo (x„ x,) lo hubiéramos dividido en 200
O JL

partese hubiera obtenido:

s(200) s 8,6267 S(200) » 8,7067
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Si, finalmente a(x3 - x^) lo hubiéramos dividido en
2,000 partes iguales, obtendríamos:

s(2000) = 8,662167 S(2000) = 8,670167

de nodo que finalmente habremos obtenido las siguientes aproximaciones
del área buscada:

s(10) = 7,880 < A 4 5(10) 9,480

s(20) = 8,270 < A < S(20) = 9,070
s(200) = 8,6267 < A < S(-200) - 8,7067

s(2000) = 8,662167<A <3(2000) = 8,670167

donde se observa que a medida que aumenta el número de intervalos, és­
tos se hacen más pequeños, con lo cual aumenta el valor de las áreas
interiores y disminuye el de los exteriorés, acercándose ambas aun va
lor que es el área encerrada por la curva. Siempre es posible obtener
que la diferencia S(n) - s(n) se haga tan pequeña corno~se desea para lo
cual basta tomar el intervalo lo suficientemente pequeño, y en particjj
lar, cuando n — »• feo la diferencia, se hace nula y ambas sumas tien­
den a un límite común, que es el Area de la Curva; es decir que:

Lim s(n) = Lia S(n) = A

n — n—

A

con lo que podremos escribir que:
n

a Lim Z f^xi-l^/\ x “

1=1 A x Z-JjX----- tx o

n

líbX
i»l 0

en cuyo caso n ------- o Co

El razonamiento anterior es válido por cuanto la función
dada es continua y creciente, pero lo mismo sucede si la función es de­
creciente, pues en tal caso es:

X1<X2<X3<-------------------- <Xn

fCxp > f(x2) > f(x3) >-------------------- ^>f(xn)

pues f(x±) f(x^-J“

y es s(n) A S(n)

y ambas sumas tienen el mismo límite para n —> 0x0

M,naXXXVI
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1904?>- LA INTEGRAL DEFINIDA

Considérenos la gráfica de la función:

y " f(x)

que suponemos continua y crecien­
te en el intervalo

a £ x A b

xnSi x..j :<2? x£9-------- ,
son puntos interiores del interva
lo (b~a) tal quo:

Calculemos el área E f G H encerrada por la curva, las
óos ordenadas extremas para xxayx»b9yel eje de abscisas.

Si P es un punto móvil de?u eje "o^Ty su ordenada es f(x)el
área rayada en 1a figura es una función de x que designamos con A(x).

Si damos a x un incremento A x, el área A(x) adquiere un
incremefito AA(_x) representado en la figura por el área del recinto
P Q R S, Siendo f(x) una función continua creciente, el área del rectán­
gulo P_5_T_S de base Z\ x y altura f (x) es menor que Aa£x) y ésta a su
vez es menor que el área del rectángulo P Q R Ug de alvina ¿Xx-4- A x) V
base A x9 es decir que:

f(x) . Ax.^A (x) ,Z.f(x i- A x) e Ax

recta®
La igualdad corresponde para el caso que y a f(x) sea una

Siendo Ax 0, dividimos por él, obteniéndose:
f (x) < A.-Aax) f (,;4 x)

Ax
Ax ------- > 09 será :

i(x) Tdn Aa(x) Lia f(x-é- Ax)

A x —> o A x —> o
Como f(x) es una función couti’^,a. •?vC2V',.t-'. que:

ticXXz’.VT

AA(x)
Ax"

ÉA
dx
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luego A(x) es una función cuya derivada es f(x), o seaK_que-Jl(x)e-s una
Integral de la función f (x) dx, que escribire-noa-así:

Salvo una constante aditiva,, el área queda determinada por la función
/ f(x) dx; si F(x) es también una función tal que:

dF (x)
f(x)

(1)Ffx) + CA (x)

Vamos a determinar el valor de dicha constante

Cuando x = a el área E P S H se anula, luego:

A (a) - F(a)+ C = 0

C - - F (a)

y reemplazando este valor de C en (1) nos da:

A (x) = F(x) - F(a)

Si x " b es entonces:
~ F(a)

Siendo A(b) el área buscada entre e, y y como
A(x) - jf(x) dx da también del área, salvo una

constante a determinar, cuyo valor 0 = - F(a) ya se halló, podemos es­
cribir que______________________________________  

b
A - / f(x) dx - F (b) - F (a)

expresión denominada integral definida entre ¿ y i> de la función f(x).
» •
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Como a este mismo resultado se lle¡ga razonando con una

función y k f (x) continua y decreciente, concluimos' dicienAó que:
Si f'x) es una función continua en el intervalo a.^ x <• ,b-y-‘se divide
este Intervalo en n sublntervalos Ajx/ A gX9 A 3*/ A nx,
tales que sus longitudes tiendan a cero cuando el número de ellos cre¿
ca indefinidamente y llamando con j i a un punto intermedio del subin­
tervalo genérico Z\ _,x, es:

7 . /b
Lira > f( i i) A .x = / f(x) <x F(b) - F(a)

Í»1 5 1 / a

donde F(x) es una función primitiva, cuya derivada respecto a x es f(x).

Llamamos a este límite integral,definida; g y límites
inferior y superior respectivamente de esta integral; a^Tx^b es el
intervalo de integración; f(x) es la función integrante y 2 la variable
de integración.

En los cálculos corrientes se usa el símbolo siguiente:

f(x) dx " F(x)
b

- F(b) ~ F(a)
a 

para indicar a esta integral entre los límites a, y bs se podrá observar
que la misma no es ura función de 2$ como la integral indefinida, sino
que es un número, que sólo depende ae los límites de integración.

Ejemplo I: Hallar el valor de:

dx
x + 1

L (x + 1)
1

= L2 - L1 »
0

c L2 = M log 2 = 0,6931

en donde se ha indicado con

1 1
M ------------- =------------ x- 2,30259

los10 e 0,43429

al módulo de la base de los logaritmos.
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Ejemplo II; 438
Hallar el valor de:

(cose* d<x

sen0 ©< (i ~ sen2e>¿ ) d (sen íX ) *■

sen

sen w

sen c*

1J_
2

5 / xsen c¿ d(sen D< )

>0

l<iat XXXVI



2°o- CALCULO DE INTEGRALES INDEFINIDAS 

20*1.- INTEGRACION DE FUNCIONES SIMPLES

439

Las fórmulas de las derivadas,, leídas en sentido inverso^ nos
dan de inmediato una serie de integrales0-

Así se tienes

/eos x d x a sen x cfie indefinidas.

J
pues la derivada de sen x es eos -xv-

Daremos a continuación las fÓímulas de integración de las fon'
clones simples, deducidas de las foímulas de derivadas correspondían
tesc~

FORMULAS

»■) / xm dx «------ 4/ m>l ’

9)



440J’sec2 x dx a ^/(l+tg^x) dx s tg x | C

11)/  jcosec2 x dx « - cotg x f C

12) J'sec x tg x dx s sec xj C

13) f cosec x cotg x - - cosec x 4 C

14) /' dx
/ -=r~ - are sen x 4 G

j VZX 'x2

15) /’ •. dx
t'~zzzz^- - - are eos xf C/IfCís -

16) r dx
/ -*------  s are tg x 4 G «-are cotg x + C

J Jl+x2

17) /dx = x 4 C

OBSERVACION: Si
en

timo, es decir:

es una constante, puede introducirse como ‘¡cunando
el diferencial sin que por ello se modifique este ú.1

dx - d(x+a)

esto permite resolver cómodamente a integrales - simples en las cuales
aparece como por ejemplo:
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1 1

-------—-------- + c
n-1 (x4.a)n“1 

3) í dx /d(xfa)
/-------- “ -4*+,-—L (x<£a) 4> C

J x J. a J x a.

/
"2x 1 z «2x

e dx s - — le 0 (-2) dx e
2J

1 ( -2x 1 -2x
a / € d (~2x) - «• — e J* C

2 / o

20»2.- METODOS BENERALES DE INTEGRACION

Para integrar una función dada distinta a las precedentes,
se reduce la operación a transformarla en una fórmula de integra-^
ción de funciones, por intermedio de uno de los tres métodos si<¡»
guientes:

20.2Olo- ler METODO: DESCOMPOSICION EN ELEMENTOS SIMPLES

Esta' basado en la siguiente propiedad:
La integral' de una suma de funciones es igual a la suma de

Igs integrales de stfs sumandos.- 

y (u f v ~ 'w) dx -y .Udx -V y vdx -y wdx

en donde, cada una de éstas integrales sumandos es una integral más
simple. Se emplea e'ste método cuando la función a'integrar es una
suma de funciones o puede ser descompuesta en una suma.-

- ' = x * x
2 — ~ 4 ’4 x + c a — - 2x2 4«x-fe G

4 2 2

Ejemplo II: Calcular / x 1
“ a dX

/ X 4 1
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Se puede escribir: 

2

(!■ dx - 2
X+l

L (x+1) + Cx ~ a
x+l

dx

Se puede escribir:

(l+tg^) - 1 dx-»

= tg x - x r C

partes está basado en la fórmula

e inte

u v

(1)

Este método' se emplea cuándo

gi-ando
o sea

o
O O

o
o

tg2 X

osec^

d(uv) m u dv + v d u
ambos miembros se obtiene:

x-L (x+l)2 + G

El método de integración por
del diferencial de un producto:

METODO: INTEGRACION POR PARTES

Ejemplo III: Calcular

u dv « uv - / v du

x-1
------ s
Xfl

x+l - 2
-----------------  3

x+1

20oSo20- 22

1--------
x+l

la función a integrar es un pro
ducto de dos funciones, una de las cuales da una derivada conocida
de inmediato o bien puede llevarse a esa forma enseguida*-

v du

x~l dx

U dv +

2

d(x*l)

X41

(lrtg2x) dx -
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(eos. x)sen x dx g

eose

(1)

el método eos x dxnuevamente

eos x dx

x dxsen x

en (1) se obtiene:Sustituyendo est''- resultado

Ejemplo III:
Calcular

x + 2 i e^cos x

/ aSxd (sen x) « e^sen x -

- e—eos

sen x dx

sen x d (e )

U

sen

Mom* XXXVI



5 / e sen x dx - (2

sen x dx s - e eos x + 2

sen x dx a - e^cos x 4g

e2* sen x dx - —- (2
5

2x / 8x , \
e sen x - 2 / e sen x dx 1

e2* sen x - 4 Jsen x dx

sen x - eos x) 4- C

é?
sen x - eos x) + —

5

/
' e2*
e2x sen x dx - (2 sen x - eos x) 4- Cf

" 5

20.2.3.- CAMBIO DE VARIABLE

Dada

hagamos

dx

3e^ METODO;

xH

y es dx - *^'(u) du

La integral dada se transforma así: 

'(u) du

con el cambio fie variable pod?á lograrse un integrando más simple que
el dado, con lo cual, será posible aplicar los métodos anteriores.-

Este método se empleará para las integrales de la forma

en donde, haciendo (x) - u

con lo que obtendremos:

(x) dx

t^!(x) dx = du

Ejemplo I: x dxCalcular

I -

/
sen x

«— dx
eos X

hagamos cos.x s U ."o - sen x dx « du
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• / sen x /du
/ ----------  dx - ~ Lu + Cíe - „ L eos x + C

J eos X / u

luego fX dx g ■ 1 eos x 4 C

Ejemplo II? Calcular / (2x-l) (x -xfl) dx
✓ p

Siendo (2x-l) la derivada de (x -x+1)
o

hagamos u «x-x+1 ere du = (2x-l) dx

C
4

Ejemplo III

u « 1 -u rhagamos
©

♦ 6

X2

p 3
(x -x+D. (2x-l)dx

4

Calcular

. 7^Ík-i)(x2-x^1)3 dx

u4 . „3 ,U ,du ~

du -  2x dx

1 f du

h 1

dxCalcularE jer/iplo IV

du

o
dx

11 4 C
2

2
X 2

eu

-x2 ,e .xdx

I C- "x2
2

hagamos

-x:
x e o

du - -
2

du

X) INTEGRALES SIMPLES
1)‘Syljdy

M.m- XXXVI





7) / dx
/ (ex + 3 )5

otg 2<psec2 gip

(1 4- ex)2 dx

(0x2 4. 16) x ex^ dx

IQCOtg 3(pcogQC2 3^¿np

III) DITEGRAOION POR PARTES

1) / x sec2 x dx

2) /" x2 e3x dx

/' n
3) / x ex dx

4) y x3 0”x2 dx

5) f y2 eos y d'v

6) /"x3 V x2 1

J

1) 3.TCÍ tg X dX

8) are sen x dx

y,* i axc roe x dx
J r 

10) / e”* eos x dx

11) / L2x dx
/ x

>" 212) / L¿ X dx 

dx

•M^nXXXVl
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IV) INTEGRACION POR SUSTITUCION DE VARIASTES

I x2 4 16

n = S2

M n YYXVT



20.3o- INTEGRACION DE .FRACCIONES RACIONALES.

Se llama fracción racional al cociente de dos polinomios en­
teros. Veremos que se 'puede integral? una fracción racional, a condi­
ción de que se conozcan las raíces del denominador.

Sea la fracción racional de x:

RCx) - 
<x)

Supongamos que el grado de F(x) es superior o Igual al de (x). Se
podrá efectuar el cociente de F(x) por (x) y ordenar por las noten-
cias decrecientes de x0 Sea^(x) el cociente y f(x) el resto; se
podrá escribir:

F(x) ~ (x) • (x) + f (x)

el resto f(x) es de un grado inferior al divisor \ (x), es decir que:

lo que da:

con lo que el problema queda reducido a
(x) y una fracción racional f (x) ,

(x)
merador es inferior al del denominador.

integrar un polinomio entero
en 3a cual, el grado del nu-

Ejemolo I: 7 3
Calcular / x 4- 2

Siendo el grado del polinomio numerador, superior al del denominador,
al efectuar el cociente indicado, se obtiene:
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Puede observarse que para resolver el problema basta’ solo
plantear y resolver el caso de'las fracciones racionales cuyos numera­
dores son de grado inferior a sus denominadores; para ello es necesa­
rio tener en cuenta la naturaleza de las raíces del denominador, para
lo cual distinguiremos cuatro casos:

12) Raíces reales simóles,
22) Raíces reales múltiples,
32) Raíces imaginarias simpleso
42) Raíces imaginarias múltiples,

20 0 3„ 1, -> RAICES REALES SIMPLES

Sea la fracción racional

f (x)
íTxT

siendo f(x) de grado inferior a ''f (x), y esta última solo tiene raíces
reales simples, es decir, que

(x) - (x - a)(x - b) ............... (x -£)

donde a, b, , son las raíces. Se nuede descomponer la fracción
dada en otras de elementos más simales, es decir: 4

f(x) A . B . K L
'f(x) x-a x-b ' x-k x-

donde A.B.,......, K, L son coeficientes a determinar.

Esta determinación es posible, pues igualando los numeradores
de ambos miembros, se obtendrá: .
f(x) B. Ah A(x-b) ,.e.(x-£)+...,o+L(x-a)(x-b).............(x-k) | ©

Ios-dos miembros son dos polinomios de grado (m-1), que tienen m coe-
Mom. XXXVII
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ficientes; identificándolos,, se obtendrán ecuaciones 4e~primer gra­
do, que nos permiten determinar los coeficientes A, B, .K, L.

Hallados estos coeficientes, el nroblema se reduce a integrar
una suma, uno de cuyos términos es:

/ ------ ----- dx « A ¡—  a A L(x-a) + C
x - a x - a

Ejemplo I: Calcular

x dx
xS -3x *+• 2

Haciendo;

x 3

p
x - 3x 2 s 0

3+1
2 2

las raíces del denominador son:

a s 2 b « 1
• w

o
0 C Q

■xr - 3x+2 - (x - l)(x - 2)

luego es
x . A B■ xx—. - I.-.- *

* 3x -r 2 X-l x-2

o sos •*£ w A (x ** 2) *^B(x*»l)t'iiTaiCi—i ■ fcWfrT

x2 "3x+2 (x - l)(x - 2)

para lo cual es necesario que los numeradores sean iguales, es decir:

x -1.2■ r. . «"*—v J».
'■ -3 +2 X-l X-2

x s A(x~2)+ B(x - 1)

para x K í »•» 1 H A(l-2)+0 •
• < © A - - 1

para x ~ 2 0°6 2 a 0 4-B(2-l) © * • B w 2

lué-g'’ Se 'cendró:

iMome xxxyn



- -L(x-1) +2L(x-2)4'C

y haciendo
C - LK

pues C es una constante, se tiene:

= - L(x-l)4-L(x-2) 4- LK

. Z ~7~ 2 \
. • / x w (x - 2)/ -—p------------ - dx - L K ---------- —

y x -3x+2 k x - i >
i_______ _____ ___________________________________________ ________________________ ■ ■

20,3.2,- RAIALES MULTIPLES

Sea la fracción f(x) ; f (x) es de grado inferior a (x)
'p(x)

Además p (x) tiene raíces reales múltiples, es dedr, que:

Kp (x) - Am (x~a)y (x-b) (x-'t/

en donde
o< 4- •...........« 4- m

y m es el grado del uolinomio y1 (x)-*

Se descompone primeramente la fracción racional en elemen­
tos simples, para lo cual se procura determinar los coeficientes:

» A2 > ........... ,.,., j ...........  

x dx

lo cual puede hacerse,

 5 , L2 , ....... L^.'

de manera que:

f(x) A , i A2 , A1
>p(x) (x-a)^ (x-af^ (x-a)2 x-a

B n B Z? -¡ ... g g
! I ^"1 >. ,2 L 1+------ X— 4"“--- ---- SL'i— +••••»•< .+----------- p-^----------------

(x-br (x-b) (x~b) x-b

 + i -1 <...........4 .... L2 2„ 4

MolUo^CCXVIl
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La determinación de. los. coeficientes se hace posible iguala^

do los numeradores de ambos miembros, con lo cual-obtiene Un. sis­
tema do m ecuaciones que permiten hallar los valores buscados. FinaJ.
mente el problema se reduce a integrar términos de la forma:

dx •>

A1
x-a

dx

q..e se integran de inmediato, en efecto:

4- Bn(x l)2 (x-1)2

(x+1)2 (x -l)3

o o

1 K A2(x-1)3 + A1(x^1)(x-1)3+B3(x4-1)2+B2(x+1)2 (x-1)+B1(x41)2(x-1)2

M*m. XXXVII 0)
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Desarrollando el segundo miembro, ordenando por las poten

cías decrecientes de x. e igualando los coeficientes de las poten­
cias semejantes, se obtiene:

TérminoSen x^: 0 - ^1+^1

" 11 x3: O = .^4-AXB
X ¿S o

” " x2: 0 w-3A2 -

" "X 0 - 2A + 3A - B x 2B
- 1 2 2 3

" constantes: 1 <- -A_ - A * B_ - B 4. B_
X o X O

Efectuando los cálculos, se obtiene:

A- 5 -3/16 B^ a 3/16

B2 - -1/4Ag x «1/8

-1-------1-----l(x-1)4-C
4 X-l 16____________________

í dX ____ , - 3 X2 -3X - 2 _ . 3. X - 1
(x ti)2 (x-l)3” ~ 8(x+l) (x -l)2 16 x-tl

OBSERVACION: En lugar de resolver el sistema que obliga a e-
íectuar cálculos largos y laboriosos, se nuede proceder mas rápid^
mente de la siguiente maneras
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obte-En (l)p haciendo
niándase:

x - - 1 y x= 4.I se anulan algunos términos,,

Para x = -1 1 = -8 A2 ♦ A - - 1
8

" x = +1 /. 1 = 4B3 /. b3 - _2_

korivc’n'Hr a (1) so obtiene:

0 r 3 A (x -l)2 4. A (x -l)3 4. 3 A (x 4-l)(x -l)2-4-
x 1

+ 2 B(x 41) + 2B (x + 1 ) (x-l)4B (x +-D2 4-
O o o

O P
4 2 B (x41)(x-1) + 2 B (x|l) (x-1)

x X

Hagamos:
3

x — —1 . o - 12 Ap - 8 A, A - - ----
¿ 1 1 16

x=+l o = 4B3 +4B2 /. b2:~- 

horivemos a (1) por segunda voz:

2
o - 6 Ag(x -1)4 6 A1(x- 1) 4-6 A^(x 41) (x -1)4- 2 Bg 4.

4. 2 B íx-l) + 4 B_(x±l) 42B (x -1)%8 B (x4.1)(x-1)-4
<5 X X

2

hagamos:

1x -

B1

M.m,XXXVII

0-2BX8B4.8B
kV 2^ 1

= —1 16



456

Ejemplo II Calcular

4 x3 - 2 x2^ x +1
(x-2) (x 4-1 )S

4 x3 - 2 x2 + x +1 A B B
........ ................. . *** X |_ O | o

(x-2) (x+1)3 ~ x-2 (x +1)3 (x-+l)2
B.

x+1

4x^ -2x2 + x+1 - A (x+l)^-+.B (x-2 )+-B_ (x - 2 ) (x+l)+"B_ (x - 2Xx*l)^
•" X ó ó X

■ An (x3-b 3 X2-+3x+1)+B_(x-2 )+c(x2- X-2) +
— O

B^(x3-3 x-2)

Igualando los coeficicientes de las potencias semejantes^ se tiene:

^4- A1+B1

, -2 - 3 A.
(3) < -1

i 1 - 3 A^ - 3B^ - Bg 4. Bg
[ 1 = A1 - 2 B1 - 2 B2 ’ 2 B3

Resolviendo este sistema se obtienen los siguientes valos:

Aj # 1 ; B^ —3 ; B^ g —5 ; B^ g 2

La integral dada se reduce a la suma:

- L(x -2) +3 L (x+1) - 1 i 5<r+F'+7+T+0
M.m, XXXVII
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,2

OBSERVACION: (3) más cómodamente* haciejj ■Se puede resolver el sistema
do:

x - 2 27 = 27 A

-6

X s 0 . A

que- teniendo en cuenta los se reduce a-3

(4)

que se reduce a

(5)

(5) -se obtienen:De .(4) y

-5

RAICES IMAGINARIAS SIMPLES20.3,3

Sea a integrarp en

2^(n)

La fracción racional dada podrá descomponer. en la suma siguiente:

x- - -1

E2

E3

V

B1

B3 - 2

2 ="S

inferior1 a ‘
es decir*' que-.

-■ - 2 B1 + E2 -

a integrarp en donde f(x) es de grado
última tiene ralees imaginarias simple^

= -3.B
O

L (x - 2)(x.41)3 .
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para lo cual habrá que determinar los coeficientes:
pflq 5 p’p q’ 5 P(n) , q(n)

mediante un sistema de ecuaciones de primer grado.
El problema 'queda reducido a integrar una suma de términos de

la. forma

px, + q

ax 4 bx+c

Pueden presentarse los dos casos siguientes:

I) Integrales de la forma I-------- ------------- .*------------------------------------ i 2
ax + bx *c

2donde ax 4bx4c tiene raíces imaginarias,
2

Cuando las raíces del trinomio ax 4- bx 4- c son imaginarias* éste pue­
de escribirse como suma de dos cuadrados: (10,4,4) pág 251:
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Volviendo a (1) se observa que x ha sido reemplazado por (x-|- y_ - M ***' o 3
m por \J 4 ac- b2 4 ac- b2

4a2 2a

luego

• JL-/ <1*  1 1 x 4- 2a
, —----------- • ase tg --........ a ------ 1- c

y ax 4-bx-i-o a \/ 4 ac-b2 \/4 ae- b2
2a 2a

2ax 4- b

EJEMPLO: Calcular í dx
O

2x - 6x 4 5

^=r • are tg
o ;

22x - 6x + 5 - O

tiene raíces imaginarlas pues:

2b - 4 ac s 36 - 4*2.5 <f O

Se puede llevar a la forma (2) descomponiendo
nador en la forma siguiente:

el trinomio del denoml-

2x2 - 6x 4 5 - 2ÍX2- 3x4-|-^

M.m.XXXVII
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- a (x +- b)2+ C -
••a \ X *t- / —f— ...... —• •* “ ys*" ’'

( 2a a 4a¿ ,

luego
í f '
i . - . 1 I  dx

2x2 - 6x 4- 5 2 / (x- — )2 4- —
~ 2 4

en donde,, por 02) 9 es:

i dx
/ h . -------*» x are tg (2x - 3)4-c

/ 2x¿- 6xf5

II) Integrales de la forma / —J^E.zL.3—~ dx

ax ‘4- bx 4-c

2
donde axj-bx^c tiene raíces imaginarlas»

Sea la integral / q r!x
/ ax f bx f o

pongamos en evidencia la derivada del denominador, escribiendo:

px + q 5 -2- Í2ax 4 b) f q - ~2Í_
2a 2a

M.m. XXXVII



p*4- q
ax^+b 4-o

(2ax 4-b) + (q - —)
ax24- bx +c

dx s
461

dx | (q -

necesario resolver laEs

2a i b
ax24 b-t-c

a _P_
2a

Se sabe calcular la

2a

¿x para resolver el problema. Hagamos para2ax+b
ax2+bX+c

ello: 2
ax + bx+c s u
(2ax + b)dx c du

EJEMPLO: Calcular

2x2 -6.^+5 a O tiene raíces imaginarias, en efecto:

aj ¿j. c _ •
b2 - 36 - 4.2.5<0

’.x

Teniendo en cuenta que la derivada del denominador es (4x - 6) y
px j-q a 3x - 1

px + q s —2— (2ax4»b) + (q - -¿2—)
2a 2a

3x - 1 a (4x - 6) 4- _Z



Hagamos 2x2 - 6+5 •» u

o

(4x - 6) dx = du

luego /• ■ •
1~ ~ 6 dx M ¿M. a Lu + C = L(2x2-6 + 5) + C

2>?-6+5 _,/ u

y como ya se obtuvo en el ejemplo 20.3.3.1) es:

•462

e are- tg(2x - 3) + C

se tendrá finalmente

—---------dx z ^¿|j2x2 ~6 45)4-2— are tg(2x - 3)4-0
2x2-6+5 2

^Dc3>4e~ RAICES IMAGINARIAS MULTIPLES
I I MI w»*-•» n 7 ’W i> 1* ” 11 ■ 1 ■ ■ •

Sea la fracción f(x) en la cual f’(x) es de grado inferior
^(x)

a ''P(x), y esta última tiene raíces imaginarias múltiples, vale de­
cir, que:

(x) R (ax2f bx^c )C1 (a’x2+ b’x f cl )m

Se descompone la fracción dada en otras fracciones con elementos
simales, para lo cual es necesario determinar los coeficientes• /

Pm 5 qm ; Pm-l ’ a-m~l ’ P1 » ql 5 pm‘ > qm’ » •••••••-

de manera que se tiene:

_f(x) . s, £mxj-_qm__ _ , pm-l^+lm-l__ ...............P1 +2?-______ .
^■'(x) fex2 + bic)® (ax2+bx f o)®"1 (ax2+bx + c)

(a‘x2 + b* +c» )m (a’x2+b^.i-c’)m

La determinación de los coeficientes es posible, ya que basta igua­
lar los do las potencias de igual grado aara tener un sistema de e-
cuaciónes de primer grado.
Todo se reduce a saber integrar una suma de términos de la forma:

M.m. Xaa.VII
/ (ax2 +bx4-c)m

dx



Se presentan dos casos, a saber:

I) Integrales de la forma / dx
J (ax2tbf-c)ffl

donde (ax2>bfc) tiene raíces imaginarlas»

Sea ' Im = /-r—■ ........
, J (ax2+ b 4c)m

4.63

se trata de llevar Im a la forma

2
s

2

a (ax2+bx+c) en suma de dos
la siguiente manera;

4 a2 (x^_k_
2a

(ax2+bx fe)

4a2

e s 1, de
para lo cual es necesario descomponer
cuadrados, uno de los cuales

4ac -b2
4ac -

4a^

b ^2
2a

4ac - b2
4a

p (x
4ac -b¿

dz

a
7 > /

x2 4- -k-x +• -2— c a (x 4.__ £__ )2 X 4ac J b2
a a

\ /
2a 4a2

se tiene así:

hagamos ahora:

dx -

2a

2a dz

M.m.XXXVl'I



cuo reemplazando en (1) da:

Se ha conseguido llevar a In a la forma pedida,

C.'.LCULO DE ■' / d
Jm « I---------------/(I 4. z2P

Hagamos

1 ~ ( 1 f z2) - z2

Jm " ( 1 + z2 (z2 dz

J (1 + z2)a J(1 - z2)n

o bien
T„ - í__ _ / z2■ dz
Ja “ ¡ (1 + z2)u-l - Ja + z2)n

Calculemos
1 z2. dz

y (1 f z2)ra

(2)

en efecto:que podemos integrar por partes;



que nos da la siguiente fórmula de recurrencia 466-

(2m-2) Jm - (2m - 3) Jm-1 z
C(l+ s2)»-1

Haciendo en (3 sucesivamente

2,3,4, ...... m

se obtiene

m ~ 2 :

tn B 3

2J2 - 4

4 J3 “ 3 J2 *
(1+ z2)2

m - ti (2m-2)J - (2m - 3) J m a-i (l-Fz2)m~'L

que nos permite calcular sucesivamente Jg , J^ ,
conoce:

J cuando sem

J-^ - /—SL3_-_ a are tg a + C (para m ■ 2)
J l+z¿

ya que:
J° B ^^/da «s + c ' (para m E 1)

EJEMPLO; Calcular

I„ - f -------- ------------------
J (2x2-6X + 5^

O •
2x - 6x + 5 a 0 tiene raíces imaginarias, pues:

fe2 .. 4ac = 36-4.2.5<0

Es necesario llevar la integral dada a la forma

para lo cual se debe descomponer el trinomio del denominador en la
suma de dos cuadrados.^ uno de los cuales es 1; en efecto:
M.m. XXXVII



hagamos

2dx : ds

y dx ~ ...A- d-^
2

reemplazando en Io con lo que obtenemos:
o

Hemos reducido el problema a calcular:

para ello hagamos 1 « (1+ e ) - s'
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' / 2
- are tg z~ | ————

J (1+z2)2
(4)

Sustituyendo en (4) se tiene;

Finalmente sólo basta calcular:

2 ’ are tg z 4 —r—-—r,— - — are tg z 4
2( 1+z2) 2

tS2

I s 2 J B —2— -4 are tg z 4 Cte
, 2 ¿ 1 +z2

I - ------.... ,^Z3----- — 4 are tg (2x*3) 4 0^°

l-f-(2x 3)d

M.m.XXKVII

2 x- 3 • v ^te. ........... ....... . ..... ... .......  ,4 are tg (2 x- 3) 4 0
14. 4 X2 - 12x 4 9
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^2 Z ----------- .-¿í----------- ,— 4 are tg (2 x - Sj-f-G^6
2(2 x* 2 - 6 x + 5)

Integrales de la forma py-Fq -
9 tn

(a x2 4- b x 4- c)

donde a x2 4 b x -j- c tiene raíces imaginarias

Sea integrar: I ' - / p x T
a / (a x2 -f b x +-c)m

( m entero y positivo)

pongamos en evidencia la derivada del denominador:

2 ax | b

y escribamos:

p X x q ; __P_
2 a

(2 a>t + b) + q * -2—b
2 a

descomponiendo- la integral dada, resulta:

t P ¡ 2ax 4- b . - ,„ ..J-m s —— : ’—— ux
2a/ (ax2 4- t>x 4 c )n

(1)

Ya se sabe calcular la:

para calcular la primera, hagamos:
oa x 4- bx + c - u

M,moWCVII

en I) 20.3,4**
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du

■ C 3 x - 1
EJEMPLO: - Calcular I - / JZ____ _¿xr ‘------------- 2 J 2x2-5X+5)2

o
2 x ~ 6x4-5 ~ 0 tiene raícesimaginarias* púest

. - -' b2 - 4 ao - 36 - 4- . 2.5 <0

Podemos escribir: . ....

dX ¿X - ¿5 .fe..
----------- - - ----- ---------------- 4- are tg.(2x-3) 4 c

( 2X2 - 6X+5)^ 2(2x¿ - 6X+5)

M^mo^OOCV^EI



Z----------- ____________are tg(2x-3)+
2 2(2x^ - 6x+ 5) 2

3 1
4 ’TTZZ

O t>

I
2

T ' -3 4 14x - 21
^2 2 ----o ..................* +

«2X2 - 6x4-5)
-Z_arc tg (2x - 3)-f-S^e

T '
2

7 *té-b — are tg (2x»3) + 9

OBSERVACXCN: Pueden presentarse ejemplos más generales en“donde apa­
recen a Za veis raíces reales e imaginarias combinándose los cuatro
soñ aquí "estudiados; cabe'entonces aplicar simultáneamente lós cálcu­
los efectuados hasta aquíR

M,mo'WCVIl‘
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(3x2 5x) dx  - -
------------------------- “ L (x + l)(x - 1) - —i- Ct€
(x-l)(x +- 1)¿ X + 1

20.4o- INTEGRACION DE FUNCIONES CIRCULARES

20.4.1.- Integrales de la forma R (sen xf eos x, tg x) dx

Sea integrar I a^R (sen x, eos x, tg x) dx

siendo R un?. fracción racional.-

T-Tqc? orno

tg — ■* t
2

x H

dx g

2 are tg t
2 dt
14- t2 

luego sor-5; - -
2 t ' :. 1 - t2 ' ? ’ ' 2 t

son x - • eos x 3 —-—* ; tg x e ----- - —
l-J-t2 1 + t2 1 - t2
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sen x K 2 sen -2L eos Ji­

para lo cual bastará poner:

güe conduce a integrar una función racional de t.

EJEMPLO; Calcular

haciendo

o os x j^-

COS x 3

MBmcXXXVII
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20.4.2.- INTEGRALES DE LA FORMA;

í 2 2
I R (sen sen x. eos x scos xftgx) dx

Sea integrar: A 2 2
I 5 jR (sen x„ sel x, eos x, eos x0 tg x) dx 

M.m.XXXVII
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siendo R una fracción racional.

S© coloca:

tg x - t ♦*. x - are tg t

o Q
Sq expresa a sen x, sen x# eos x? eos x y tg x en función de tg xp
con lo que se tiene:

cos2x 3 •1 , 1
1 + tg2 x 1+t2

tg x « t

con lo quo se reduce a integrar una fracción racional de t*~

EJEMPLO: Calcular: I 3X

Hagamos tx s t .*• x g are tg t
dx - —-t.*

14* tá

Mim.XXXVII
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como
t4 = (t24 i)(t2~i) -¡-i

20,,4s..3a" Integrales do la forma:

f ... p -i f 2
/ R (eos* xpsen x) eos x dx y |R (sen x9cos x)sen x dx

I) Sea integrar: I

siendo R una. fracción

Se coloca:

sen x - t

-^R (eos sen x) eos x dx

racional,,-

o , eos x dx - dt

O
í> o 2sen x 9 son :£) d (sen x)

Mom..XXXV'IJ
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I ~ ,^R (1 - t2p t) dt

quedando por integrar una fracción racional de t_ .
II) Sea a integrar: I- /R (sen2x,cos x) sen x dx

siendo R una fracción racional hacemos:

eos x- t .*, - sen x dx ; dt

Q
• 9

f 2
i - _yR cos x 9 cos á (°os

I - - /R (1 - t2 p t) dt

lo que se reduce a integrar una fracción racional de t.
EJEMPLO: I) Calcular I -jsen2x cos3x dx

 2 3 f 2 2
I sen x cos x dx - /sen x cos x cos x dx -

sen2x (l-sen2x ) d (sen x)

hacemos sen x - t • . d (sen x)"<

I r. /sen2x cos3x dx - g.^x > S9n^ i c
J - 3 5 + C

M.m., XXXVII
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EJEMPLO II) C a. le v.la r :

I

veos

hacornos eos x - t

1áú I dt

dt
u

egrales de la f arma:o

Integración de

JSea meos

entero y positivo,-

.-.3u

eos- x ebe , siendo

d

O
o c

/ ni/ sen x ox ;

• 3 .rg x dx

í serPx

eos X

• p— seo x -I- L (eos x) + C
2

1-t¿

/ sen

T A m .I ~ / sen x ex

sen x dx
eos x

■ ' ÉL.- _i1 t “ 2 t2

eos x

2sen x

I eos
i —

m

Mom¿XXX\^II
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Se expresan sen x y cosmx_
eos x ; para^ ello K^gamos:

-6OC1Q. £une lwv>ff 13-X) ea les de ^gQQ _x y

i sen x - ueos x

i sen x - veos x

eos sen xx
212

2

m-2

para m par

m-2m-2

(21)
para m impar

EJEMPLO I) Calcular:

x dx

2x1 - eosComo
2

1 4. eos 2x
2

meos x

2
sen x

2sen

um

2eos x dx

m . m

, m-2
(u

m
(u-v)

m i

m - 1sen x - -----r,
(2i)m

2eos x -

1
(2i)m

m, m m. -j- - --------- uv
1

2m¿ k

I J

Z1 / 1 / 1I - _ ' ( 1- eos 2x) dx x / dx------ / eos 2x dx
2 J 2 J 2 J

1
2

M.m.XXXVII
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w

Ti 1" —x “ -±_ sen 2x + C
2 4 

1 1" ---- x h------- sen 2x + C
2 4

sen x eos x) -f- C

T -4-
“— ( x + sen x eos x; ■+ C

2

EJEMPLO IJ) Calcular:

Se ha visto en llo4o~ págo 268p ej.io y 11 que:

sen 3x - 3 sen x - 4 sen xW» 

3eos 3x - 4 eos x * 3 eos x

3 1sen x ~_( 3 sen x - sen 3x)
4

3 ■' 3
eos x - i- (eos x + 3 eos x)

4

.-XXXVII
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Integrando se obtiene:

I “ JL eos 3x "JL eos x -f- 0
■ 12 4

!

1 3J ~ sen 3x -f- — sen x-+ C
~ 12 4

1____________________________________________________________________ _ ______  

o

II) Integración de. / senmx dx y jvos10, x dx para m entero^

positivo o negativo^ pero par»

Con lo mVO esde integral ja reduce una fracción racional de t»-

M0moXXXVII
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EJEMPLO;
I = / -

J sen4x

1I - - ■ + c

Integración de / serAc dxIII)

= thacemos eos x

dx = dt- sen x
O

2
dtx

2 ,eos x dx para m ente-

o sen

__ 1__
3 tg3x

toq positivo o negativo?, pero impar
á) Sea integrar I» / senm x dx

I - /sen

M^m,XXXVII
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(múltiplo de 2)

hacemos x - tsen

eos

que es una integral análoga

EJEMPLO: Calcular

hagamos

O

IV)

m par

Se hace

cotgmx dx

m ,eos X dx

1~ Caso:

x - are tg t

Ix - dt
, .2

tg x = t

sen x - t eos x dx - dt

b) Sea integrar

com lo que se reduce a integrar una fracclonal de t „ núes
es entero, ya que m-1- 2 (múltiplo de 2),

a la anterior
Z* Q

J - / eos x dx

m-1eos x eos

2 ,eos x » eos x dx

m-1
2 dt

J - sen x .
3

Integración

I

x dx - dt

I

dt
.3

t2 dt ; t - ---- -  -f C
3

t2)dt

, 2 .
(1 - sen x) cós x dx

Mom.XXXVII
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EJEMPLO; Calcular I- j tg^x dx

--------- ----- -r t - are tg t ,+.C
5 3

1 - i tg6 x ÓX = 1 tg5X - A tg3X -t tg X - X -r C
/ "5 3

2^~ Caso; m Impar

Se hace eos x - t si m / 0

sen x s t si m <■ 0

EJEMPLO: Calcular
T / dxj-tt -----------
J tg3x

m <L 0
Q

□ • sen x - t eos x dx * dt

M ™ YYYVTT
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t ... Z dx _ ¡. cos3x , Zeos2 x
- / 7 ó" - / ’’ -----c /-----------------5----  003 x dx x
_/' tg x y serrx / sen3 x

20o4,5q- EJERCICIO^.J_ n X
Z'- Q T/ q

X) sen x dx - '3 cos° x - eos x + 0

'o 14
2) / sen 6x eos 6x dx - sen 6x 4-C

/ <. 24

4) ( co,?.,x.. dx Z ?osecx - JL oosec3x+-C
y sen4x 3

X

X /' 5 ' 23 1 5 . C
5) / sen x dx - - eos x 4—eos x - cosMx 4 C

/ 3 5

''' 3 1 •• 26) / tg x dx = _ tg x 4 L eos x 4- C
/ 2

McmeXXXVII
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7) / cotg3 — dx Z - JL cotg2 ~- 3L sen JL.4.C
! 3 2 3 3

8) y cotg' 2x coses 2x dx -3- cosec 2x - i. coses2 2x±C
7 "2 6

tg4 3 \p - 2. tg2 3 kf? 4. i L sec 3^

3

X ! 59) / tg

sen Y
eos4 'f
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Conferencia 38

21,- INTEGRALES IMPROPIAS 

21,1,- INTEGRALES LE FUNCIONES CON PUNTOS EN EL INFINITO

21/1,1.- INTRODUCCION.

Al estudiar la integral definida,, se admitió que
la función a integrar era continua y se mantenía finita entre los lí­
mites de integración, Sin embargo? existen funciones que no cumplen
estas condiciones y cuya integración es necesario efectuar por presen­
tarse en variados e importantes problemas del Análisisp de Geometría^
do Flsicap de Estadística^ etc,-

Veainos como se presentan algunos casosp donde se
puede arreciar la necesidad de ampliar la definición de la integral
finida qve ya conocemos,-

Ejemplo 1: Calcular el valor d© la integral;

Lo función

nos da una hipérbola equiláte­
ra que tiene por asíntotas a
los ejes cartesianos: para xxo^
se obtiene el pronto de la
curva que so aleja al infinito
de le misma o La integra], pe­
dida repregunta la cuadratura
del arco AB^; dicho arco es
ilimitado y su área? entre 0 y
l<s no se sabe de antemano si
ha de ser finita
Si en lugar de la integral da-
dap se considera la siguiente:

Figura NS1

donde 0 -< CX <. i
entonces el"1" tiene significado preciso en el in^ervcilc p 1)P en don
de la función os cunLiana y rJniiap y representa el área rayada de la
figura NQ'l , En efcctOp
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poro,, para cX —► 0 es:

Lím I* - Lím

p< —•0 <x.-»0

La integral,, en este caso„ no tiene significado.-

Ejemplo 2: Calcular el valor de la integral:

eos T¿
--------x

La función a integrar se hace infinita para x o9 mientras que se
mantiene finita y continua en el intervalo (<X 9~1) p siendo O X 1;
en consecuencia tiene significado la integral

d/JL)=-^sen2L
7] / 2x l 2x / 7T 2x

2 /. Tt \-------- ( 1 - sen - t
K < 2<X/

f 2x
y es Lím T = lím J eos —— dx z no oxiste

/ex x2
<X O _♦ o

Tampoco en este caso tiene significado la integral.—

Ejemplo 3: Calcular el valor de la integral:

M.m.XXXVIII
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Como en los casos anteriores,, la función, y a i es infinita para

X = 0 p manteniéndose en cambio finita para el intervalo (oí pl) sien 

do además continua; en donde 04^1 , Calculemos entonces la in­

tegral

donde surge que es natural tomar como valor de la integral dada el va
lor 2P es decirp admitir que:

con lo que se a segurap oara esta integral^ un valor finito^ del cual
carecen las dos anteriores,-

Teniendo presente las observaciones anteriores,, vamos a arj
mitir las siguientes definiciones:

21.1.2.- DEFINICIONESe-

Definición '¿: Sea la

------- ----------------------------------------------------C--------------------O—

a b-b
«

Figura NQ 2

(b- b); la integral

función y - f(x) « continua en el
intervalo (a? b-£)p y que presenta
una singularidad en el extremo bflya
que en él se hace infinita. Supondrá
mos que la función dada es limitada
e integrable en todo el intervalo
(apb-¿,)n donde ¿ > o es un número
arbitrariamente pequeño,, perop la fun
ción no es integrable en el intervalo

/W
¿ ) = / f(x)dx

existe cualquiera sea el valor de U. y es una función de í. • Sj existe
el limite J(^) p dicho limite se llamará la integral definida genera—

lizadá^o impropia en el intervalo (a,b)y se indicará con la notación
siguiente;
M.m.XXXVIII
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EJEMPLOí Calcular la

La función a integrar- toma valeros infinitos para x^l Calculemos
para ello la integral;

“ are ser;, x

/»
F •

2 are

Esta integral representa ol área. ra­
yada de la figura Na3; jj más bienn?<-a
cuadratura del a .o ' AM o Tomemos

luego,•> por definición es:

LEF1NICI0M II? Supongamos ahora que se da 1? función en el la
torva lo Cop'ÉOp con excepción del extremo a <,
Sea entonces f(x) limitada en todo el intervalo y en cambio •
no lo sea en el intervalo (apa+ ¿ ) c Para xaa .La función puede sor

a a + b
r--------------- -------------------------------------- — ----------

Figura N24

infinita o Haciendo
b
f(x)dx

se llamará intograJ.

Mem-XXXVIII

generalizada o impropia de La función dada al:
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si existe,, es declr„ que:

EJEMPLO: Calcular la integral:

la función a integrar
f(x) z

(x-a.)n

donde n es real y positivo,, para xK a
función’se hace infinita de orden n ,

Considerando el intervalo
definida. en ólp y es:

tiene un punto impropio^ y la
(a-i-i „b) la integral se halla

(x-a)

paran

log - log (b-a) -log para n s 1

Tomando limites para —* 0 se tiene:

para n <1 es: <
1 1-n

L£m I s ------ (b-a)
¿ o 1-n

Lím I o*

1 intervalo (asb) paraintegrable en p"1APnoiU
se tiene:Para este caso

b 1-n

(x-a)11 "a

para na? 1 es:

n 19 mientras lo es para

2— (b-a)
1-n

M^X^YVTTT
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Finalmente podemos poner que:

dx
(x-a)1^

1
1-n

(b-a)

definición III: Estando definida la función f(x) en el intervalo
(afbJ, existe en-el mismo un punto c, llamado punto singular o tal ■_ i
que, mientras f(x) se halla limitada en los intervalos (a,c-£ ) y

(c f pb) donde £_> o y £-j_ > 0
q C C 4-¿ *b----- o------------ „ .o-—<■>------g--------- o---- son arbitrariamente pequeños, no es­

tá limitada en el intervalo
Figura N°5 c+£1>

En la generalidad de los casos, es c un punto donde la función adquifl
re valor infinito. Si colocamos:

? /c-L b
J ) z / f(x)dx-h í f(x)dx

a /c

y existe el Lím J( <,
¿ > o
ti-* 0

tendiendo £ —o y —■*» o,, independientemente uno del otro,, se
llama a este' límite, la ■‘‘integral definida impropia de f(x) en el in­
tervalo (a,b). ■

Podremos escribir entonces que:

Si el límite no existe, o existe solo uno de ellos« no
existe la integral» En el caso particular de que £ - y exisre el

Lím. / / f(x)dx t i f(x)dx

este límite es llamado por Cauchy con el nombre de: valor principal de
la integral,

M.m.XXXVIII
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EJEMPLO 1: Calcular el valor de 19 integral?

un razonamiento poco cuidadoso conducirla al siguiente cálculo?

pero esto es absurdo^ puesp para cualquier valor de x es siempre

1
( i 'i2(x-1)

y si la integral existep debe ser positiva. Debemos observar que para
x - 1. el integrando es discontinuo,, de manera que para x------ -1 es el

La integral dada no existe,, de acuerdo con la definición^ no importa
cual sea el valor,, finito o no, de la segunda integral de la suma.
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EJEMPLO 2: Calcular el valor de la Integral:

para ---- *• 0 es Llm ----- - Z OO
-2<x2

ninguna de las integrales de la derecha existen* luego la

no tiene significado.
Geométricamente* pue^e verse que las áreas rayadas entre 1 y1

y entre CXy 1P no tienen limites finitos* en consecuencia* no pu¿fi
de hacerse su suma,

EJEMPLO 3: Calcular el valor de la integral:

M.m.XXXVIII
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teé) - 2. r

FIGURA N2 8

f(x) dx

la definición.
siguientes;

i partes se satisface la condición de
cuando existen las integrales impropias

en Cada osa de cuyai
TIIf es decir; <___

aoejooteavw GI'»1

. ---- n--
C¡

ntervalo (a,Id) un número fi*
-- en los cuales la funciónniio de puntos singulares

toma valores infinitos,, 7
íntúrvalo (a$b) en x partes
modo tal que se tenga;

f(x) dx; / f(x)
./ 1 ■

/b , .
f(x) dx será la suma de las integrales

DKF.TNUQIp^IVs La función f(x) admite en
S 1? ,,,,,, e y 'v>y WI1 XU ü CU.dJ.US d.ü X IXX1CJ.UX1
La integral impropia existe cuando se divide el

mediante los puntos aj, ag»»»» •«<*&£«.! de

impropia /
‘ / a

(x) dx

reíales anteriores*

La elección de los puntos a<, que satisfacen a laís. desigualdades
es indiferente y puedo hacerse de tos modos más variados»

D3FIN.ICI0N y: Supongamos que la función f(x) sea continua en el Ínter®
va’íó a < x <b y tome valores infinitos en los extremé.? ñel intervalo
dado9 es decir, cuando



wo

x —— ~-b y x ----- > a*

Si existe el Límite

Límt. QX » I

« —* a+

f b ’
existe en consecuancia la / f(x) dx

j a

Calcular el í-alor de la integral:

Geométricamente interpretada, esta integral representa el área
reyadn ovando el límite izquierdo se aceros a x s «1 por la izquierda
y a x s 1 porcia derecha.®
OBSERVACION: Eátas integrales, así definidas, han sido llamadas iptegr£
afis definidas singulares per Crvachy, y bajo esta denominación son trata
dafT por "varios" ancore s""co;no SXXfiSáJ&iMs Lezione di Analisi Infinite sj,
maísg Vola II» lr¿u parte, VT, Capc55

21» 2,- INTEGRALES CON LIMITES INFIIÍITOS
% G

2'lí,2Ole INTRODUCCION

Cvísndo se estableció la definición de la integral" definida, se
hizo la hipótesis esencial <e que el. intervalo de integración, dentro
del cual se daba la función, era li,^.ta^Q.¿ y nada se sabía cuando dicho
intervalo era. InfinitQ,, Veremos ahora la xorma de extender este concep»
to de integral"definidn para dichos límites»

M - ííit XXXI. 111
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21.2.2.-  DEFINICIONES
1 1 1 “ — ■■ II ■ I II» I

Definiciónl: Tengamos una funcióiL_f(x) finita y continúa
en el intervalo (a, vale decir, que f(x) tiene por-límite aun
número y ,__cuando ¡..xj crece indefinidamente, si, fijado un número j >0»
arbitrariamente pequeño, existe un valor de x, tal que para todo

I x I Xq el correspondiente valor de f(x) difiere de $, en valor a¿
soluto, en menos de , es decir que

£+ U(-) i

Fijemos un punto ¿ del intervalo
(a, y consideremos la integral

FJGUROL. 10 / f(x)' ax
y a

si existe y es finito el límite de dicha integral para b
se adopta a tal límite como valor de la integral y se escribe:

 

si por el contrario, el límite no existe oes infinito, se dice que
f(x) no es integrable en el intervalo (a, ).<=

Definición II: Si f(x) es continua y finita, en el inter­
valo ( fijado un punto cualquiera a<b? si

existe y es finito el límite de la íq.
- o® 3 d tegral Zb

________ 0---------------- f f(x) dx para a—*
el

FIGURA NQ 11 se toma por definición:

como valor de la integral singular."

Definio 1 ónlZI3i la función f(x) está definida en el in­
tervalo ( - «3 a /* f(x) en el intervalo (a,b) contenido

■«o ó b /a en el anterior, tiene un valor f.1 ni«
<--------------------- s—.--------------------- to? y si GXiste y es finito el límite

■ FIGURA No 12 de dicha integral cuando a —*«.©«
y b —se tomará a dicho valor como el cox^respondiente a la in­
tegral singular o impropia, es deMr^ sera:
M TY1 YYY'7TTT_
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21.2.3.»  OBSERVACION

Las integrales así definidas suelen ser llamadas integra
les singulares, impropias o infinitas.

Además se suele decir que si el
, + c/>

Lím f f(x) dx x Lím F (t)
/a *---- > * 00

a) si existe y es tal que el Lím F(t) a K, siendo K un número finito ,
se dice que la integral converge,

b) si no existe, decimos que la integral no existe,
o) si el Lím F(p) s "£ O^decirnos que la integral diverge

t—>4.00 ■
def inidamente hacia - 4.

d) si F(t) no converge ni diverge definidamente hacia - 00 decimos que
la integral diverge indefinidamente.-

Ejemplo 1: .
-------------------------------------------- .

/ e’x dx 3 Lím/ e“x dx= Lím (l-e“x)« 1/o 7 o
t —> 4 t —* ¿ <*©

la integral converge hacia el valor 1,

Ejemplo 2:

la integral diverge definidamente hacia + eX2 .

M.m.XXXVlII ■ ______
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- x eos x + sen x

EJe.nipl.o_l: Sea la integral

expresión paesta

Lím

b
FIGURA NQ 13 .

dx

la

-be

Ejemplo 2:

Calcular el valor

luego, la integral propuesta no existe

21.2.4.- EJEMPLOS EXPLICATIVOS

La función a integrar, es finita y cuntí nua en el intervalo
(O, -+• Oó )‘y su gráfica, en un sistema cartesiano, viene dada en la 4.
gura N2 14. Tomando b > O ,

para.x = -4- , las funciones sen x V eos x cambian infinitas veces
de signo y sus integrales no tienen sentido entre los límites(27T,+ <44
la integral es indefinidamente divergente.

e’x

en un sistema cartesiano, 'vxcuc
existe la integral dada en el intervalo

( 0,b) y su valor es:
<b " ..

J e~x dx=
-XQ

una función de b .
Tomando límites de
ra b —> •+- « es:

O 1 > x \
Tomando un punto b interior al intervalo (O, 4- oO), existe

b
- log (1 -4- b)

O

/b x "
Lím / e dxZ

/O

= 1

dx

= log (1 + x)

dx
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EJEMPLO 3:

Estudiar el comportamiento de la integral:

para  

?.) Supongamos que 

b 1
1-na

b) Supongamos que es:

b
log b - log ax

a

4- OO resultaTomando b haciendo tender

1-n1
Llm para 

1-n

-n para 
Liin ■ 1-n k

4 OO

Llm (log b- log a) = n = 1paraoc

en el inter-

nx

1-n
a

1-n
-a

1-n
b

be aquí

va lo (aP i- oQ) solo cuando

para b> 0 es

1-nx
1-n

n -1 ; para 

/b dx
-4

/ - log
a

se deduce que la función -i— es solo integrable

y en tal caso es

1 \l-n\ a
a

b

oo
dx
xn

dx
1-n

Mom,XXXVIII
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21.3. INTEGRAL DE LA CURVA NORMAL DE LA PROBABILIDAD

21.3.1.-  LEY DE LAPLACE - GAUSS. -

Midiendo remetidas veces una magnitud X y cuidando de
obtener la máxima exactitud en cada medida, llegaremos sin embar
go a constatar que cada operación conduce a resultados discordan
tes, es decir, que cada determinación hecha:

*2, ’ — halla afectada de error.

Si el verdadero valor de * de la magnitud JX: , que se
mide, fuese conocido, los verdaderos errores cometidos serían:

x— xji $ x» Xr>; x- Xg.; ............. x - x¿

En la mayor parte de los casos, x es desconocido, ra­
zón por la cual se adopta a:

k. S -i- ( X¡l+x^-t-,c.,,+ X)í()

los errores más probables que se cometen.-

Los errores cometidos en la’medición de x , pueden ser:

a) constantes o sistemáticos^ que pueden apreciarse a priori,
b) accidentales, que son variables a cada operación,-

El problema que se plantea de inmediato es la determi
nación de- la ley matemática que nos de'la forma de como se van
distribuyendo los errores accidentales.

2
y - k- e-

(1). .
dónde k es una constante que enseguida deduciremos Laplace la‘
dedujo razonando desde el punto de vista de las probabilidades
y Gauss dentro de la teoría de los errores.-

Matemáticos insignes, tales como Euler, Bernoulli, La-
grange, y Laplace efectuaron hipótesis más o menos felices, lo -
mismo cue Gaus^, que dedujo de c-llas-una ley siqple, en base a
un postulado cue lo condujo a una función conocida generalmente
con el nombre de Ley do Laplace - Gauss, cuya expresión es:



501

21*3. 2 INTEGRAL DE LAPLACE - GAUSS

La curva normal de la probabilidad es simédTrijoa r«nspe«to~d>e¿L e je 2,
y. además asintótlca respecto del eje x# Como la suxraT'-de todas la.^pa?o ha­
bilidades de que se produzca un. error^«aj>cjjisxLtal-es la certexa# sé '■beix—
drá que:

e-x^8 dxsl
k 77^7“ (2)

J e 2 dxy -o?
El denominador de la expresión (2) representa el área encerrada per

la curva (1) y el eje de las x , variando las abscisas de -oí? a + otf. El
cálculo de este denominador nos conduce al estudio de la integral impropií

z s /** ^e-^2 dt
& (1*)

Para obtener el valor de esta integral haremos uso del método de Chai
wenet,

Hagamos por consiguiente:
A=/°?-t2 dt (2')

^0
y puesto que la integral definida es función de los limites, tendremos
que también:

-v2A =/^ e dv
Multiplicando estas dos expresiones entre si y siendo las variables

t y y también independientes entre sí, será

A = f / e T v ' dt , dv
Jo

Pongamos v z t.u
considerando a t como constante con respecto a y, tendremos
y la integración con respecto S $uqueda así sustituida por aquella con
respecto a jj, luego será:

Como ijy t son independientes entre sí, en la segunda integral po­
demos considerar a constante e integrar con respecto a t_* En los lí­
mites tendremos una función de ij : integrando ahora con respecto a esta
variable y limitando, tendremos el valor numérico de A. He aquí el cálcij
lo:

M.m.
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e
0

s

Dado que:

are tg u
o. 2

' -i? (14-u2) o*
e

•t. dt = 1___
2(1+u2

2

la (2*) se transforma ahora en:

A

y por consiguiente es:

dt

\C*

Otra forma de resolverla es pasando a coctónadas polares,
mediante las fórmulas de transformación:

siendo J el jacobiano de esa transíormación»-

la (3) se convierte en:

M.m.
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Cabe advertir que se han cambiado las variables t y y por
las e Resolviendo la primera integral se obtieneJZ7T, y en la
segunda integral resulta:

A2 = ¿tí JL. «
2

A« VlT

Es decir, tendríamos finalmente:

de la Ley de Laplace - Gauss,-como expresión

OBSERVACION:

Habiéndonos limitado solamente al estudio de las integra­
les impropias, no entramos en la discusión de las importantes prcjbie
dades de esta curva, que llena un capítulo importante de la Estadís­
tica y del Cálculo de errores, además de las aplicaciones a la ley
normal de distribución de frecuencias y otras aplicaciones a la Geo­
desia y a la teoría cinética de los gases, que con la discusión de
la ley de Maxwell, sería muy largo para exponer y caería fuera de -
los limites previamente impuestos a este trabajo. Un estudio más cog
pleto puede verse en los tratados que se indican en la bibliografía
referente al Cálculo de las probabilidades y a la Estadística.-

21.4.1.-  Cálculo de la integral »/
•>0

21.4, INTEGRALES DE LAPLACE - APLICACIONES AL CALCULO DE LAS PR0BABI

(para n entero y positivo)
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,.2n-l (-2x) dx B

la integral pedidave. a permitir calculardefórmula
en

reducción cue nos

Un caso particular de esta integral es esta otra:
I = yd*-h2x2 x2. Sx
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hacemos la sustitución siguiente: hx« t

que es del tipo de la estudiada para n = 1, en consecuencia, en la ej
pre sión

. J2n - 2n-l , I2n_2 .
2

aplicada para este caso da:

Ig 5¡ 1 In e 1 í e <Jx a 1 * V TT ■ V.7T'
2 2 I 2*2 4

-^0
I g 

4h3

Aparece esta integral al hacer el estudio del error stan­
dard» cuya expresión allí es:

i- = „ i
V n ^3

21.4,2,-  Cálculo de la integral

para n entero y positivo.-

Integrando por partes,

x2 2n+l

T2nfl x2n ¿x

resulta:

(~2x) dx ■
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Es decir, que:

I2n +1 = I2n-1
2

fórnula de reducción que nos peralte calcular la integral pedida;
en efecto:

0
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6.4.2

.n
2n + 5- 2

a* = 0

- o

sL guíenteel

I

<x

2h O

I

n‘-

a (-h2x2) a

Esta integral
en la forma siguiente:

de esta integral es

2n*l , ¿x = 2?n 2(n-2)

,H2 2e-h x

-X2
!_• e
2

0
v»2 2 o

e"n x (-2h¿x) dx

2h¿
aparece en el cálculo del error promedio

dx5 n‘■ *—
2

2n +1 dx .1.2.3

2x2x dx

1
2h2 2h

Un caso particular



508

_1_
2i?
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400 Conferencia

21.5.- INTEGRALES DE EULER

2105.1,- Generalización del concepto de factorial

Definición: El producto de los n primeros números naturales se lo cono­
ce cón el hombre de factorial de n y se abrevia su escritura con la si­
guiente notación: “ ...

(1)ni = n(n-l)(n-2) 3.2.1

De aquí se deduce queí

n¡ = n(n-l),’

la cual es válida para todo el valor de n positivo. Si n=0, de (2) re­
sulta:

1» = 1.01 c i

y para que sea válida esta relación admitimos que:

0J - 1

Tomada la función y s ni sobre un gráfico cartesiano, se
obviene una gráfica puntual como puede verse en la figura n2 14, solo

i I válida para valores de n> 0 que varían
en forma discreta. El problema que ah£
ra se plantea es ver si existe una cu£
va continua que pase por’tales puntos
cuando n = 0,1,2,3,  y que propox
cione una serie continua de valores p¿
ra n no entero.
Considerando para ello la integral:
/x*v 'xdx e integrándola por partes,se
obtiene:

-4--------------- > ■■■ .............. ............

3 4 n
y/xHe^dx - -yb^dCe”31) -

O-

Elegimos los límites dé integración de modo que se anule
el primer tdrmino del segundo miembro. Para todo valor de n>0, sin ne­
cesidad de ser entero, sucede que;
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aplicando a esta última expresión la regla de L’Hopital n veces, resul
ta:

Lira xn,e’"x - Lfm 3,2,1,  q
X------>4co " /—>+oo ex

c-o z’ OQ
xne"xdx . n/ x*"1.

7 O
e’x.dx (n>0) (4)

comparando la expresión (4) con la (2), se observa la similitud en sus
expresiones. Designando ahora con

7” (n4-l) - / xI1e"xdx
reo. '0

y con T(n) = L xnwl,e"xdx

se tiene en la (4) que:
T(n4-1) s nT(n) (5)

que constituye una generalización de la expresión (2), válida no solo
para valores naturales de n, sino aún más, para valores de n>- O no eij
teros,, ---------

Esta expresión
T(n) =/” xn“1,e"xdx

se la conoce con el nombre de función gamma de Euler.

21,5,2,- Fünoiones de Euler.

Legendre A,M,(1752-1833) ha dado el nombre de integral
de Euler de primera Especie a la^expresión:

B(m,n) = f xn \(l-x)n ^.dx

/°
tambián conocida con el nombre de función beta.

Con el nombre de integral eulerlana de segunda especie
o función gaxflgft se designa a la' expresión:

..." ” zoo-
> (n) - / xn“3-,e“xdx (n > O)

yo
Ambas integrales intervienen en importantes cuestiones

de la Tácnica y de la Estadística que Justifican su estudio detallado:
solo haremos aquí una exposición didáctica, matizada con algunas apl£
caciones, ya que un estudio detallado requeriría un espacio mayor.

M.m.XL
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21,5,3,- Función Gamma;

7 (n) - / xn“1,e’’x.dx (n > 0) (6)

Veamos si esta integral converge, para lo cual aplica­
remos el criterio de convergencia dado por el teorema 5,2, pág, . 29,
Si elegimos v_= 2, se tendrá el límite

Lím xv,f(x) ~ Lím xvoe~x,xn“^- « Lím e”x,xv + n-l » o
x —* ■ v- oc x---- > 4-co x-----*■ 4- oo

"**Xpues la exponencial e tiende a cero ma's rápidamente que cualquier
potencia de _x, para nJ>0; por otra parte, dado que tal límite conduce a
una^forma indeterminada EE?_ ; la aplicación reiterada de la regla de
L’Hopital (v -y- n-Dvecesy0 da un límite cero, Siendo v_>l, el teorema
citado nos permite asegurar que la integral, dada es convergente,

Calculemos su valor; "para elí o?“irit egrand o por' parte s , r e
sulta:

fórmula de recurrencia j lanada ecuación_funci_onal de la fuñeión_gamma,
que nos permite escribir;
T (n) » (n-l)(n~2) T" (n-2) »■ (n-l)(n-2) 3,2,1,7" (1)

pero por (6) es; T (i) i

T(n) - (n-l)(n-2j 3,2,1,

ecir ---------------
7(n) - (n-l)J (8)

para n positivo y entero.

Utilizando cualquier medio de integración, por ejemplo,
el desenrollo en serie, se calculan los valonas áeT(n) para todos los
correspondientes de n comprendidos entre (1 y 2^ tal como lo ha hecho
BoO.Pierce: A Shcrt Tabla of Integráis,, pag, 140; se podrá calcular
con el auxilió"dé' la ecuación funcional de'recurrencia, los valores de
la función gamma en el intervalo inmediato^ 2< n ^3, y a su. vez, cono­
cidos éstos, los de la integral en el intervalo 3<n^4, y así sucesi­
vamente.
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Queda por definir la función Y (n) para valores negati­
vos de n, La ecuación funcional de recurrencia (7) nos permite escri­
bir: “

T (n) = ¿-(n*1) (9)
n

la fórmala (9) carece de significado cuando n—»0, pues el

Lím T(n) = +«<»
n---- ► 0'**

Lím T(n) h  oq

n 0“

de-lo'que deducimos que la función gamma es discontinua en el punto
(o/o). -----------------------------------------------—

Si un número _n, comprendido en el intervalo -1 Z»n Z.0tse
lo sustituye en la (9), el segundo miembro da el valorT(-n)f puds,-pg
ra n<0 y n>-l ocurre que n 4~1 se halla en el intervalo positivo(0/l)
en el cual los valores deT(n) son'conocidos. Si por ejemplo es

n = —L n+1 «=JL
2 2

por consiguiente T(-i) =I<k- - aT(i)
-1 2

2
Si n c - 0,9 s?rá n-|-l = 0,1

T (-0,9) =
X-/

De esta manera se calculan los valores de ~T(n) para
-l<n < 0; conocidos-éstos, con la ecuación fungional de récürrencia(9)
se calculará de la misma manera los valores deV(n) para -2<n <-l, y
así sucesivamente, -r--

Para n “ -1, -2, -3? ,,,,. , la función | (n) toma valores
infinitos como puede verse en la figura ns 15, r~*“

M.m. XL
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Ejemplo 1:

Calcular el valor deT(3,6)

T (3,6)=2,6T(296)=2,6.i,6T(i,6)

por la fórmula (7):

log.T (3,6)-loge 2,6 -plog.1,6 •+
+ log.T (1,6) de las ta,

blas de Pierce,

l^n^2 se obtiene:

log.T (1,6) = 1,9511

log,T(3,6)-0,4150 -F 0,2041 + 1,9511

log.T (3,6) a 0,5702

T(3,6) s 3,717

2:

Calcular el valor de T(0,5)

Por la expresión(9):
T(0,5) - T-íllÉl u 2 T (1,5)

0,5

T(l,5) = 0,8862 (Tablas de Pierce)

T(0p5) = 2. 0,8862 * 1,772

Ejemplo 3:

Calcular el valor de T(0,5)

Por la expresión (9)
T (-0,5)=^—= - 2T(0,5)= -4T(1,5)

’ (Ej, 9)

T(0-0,5) = - 4.0,8862 = - 3,545
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21,5,4.- Cálculo de T(i)
j j aMa^m -r

pasando ahora a coordenadas polares:

es el Jacobiano de la transformación.

M.m.XL
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21,5.5,- Extensión del factorial a los números racionales

De la fórmula (8) :

Y(n) a (n-1)¡

y si n «* 1, resulta: T(1) s oj = 1

de modo que si se logra calcular LIA J, mediante la ecuación funcional c
recurrencia.(9), se podrá calen '2
lar siendo m_y_n números enteros.

Cálculo del | ¿ p

Por definición de función gamma es»

o
Si hacemos x = y es dx=-?ydy

Dado que la integral definida (propia o impropia) es fi
alón de los límites de integración, se puede escribir que:

(i) * 8 Q*’a2»z2*dz
e"z2,z2,dz y^?e~Jr2,y2.dy

((i)1)2S4270"’(52+y°2>:ys;^d-ay

pasando a coordenadas polares, mediante la transformación
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M. n, XL
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Aplicando la fórmula (9) de recurrencia, se obtiene:

2

21,5.6.- APLICACIONES DE LA FUNCION GAMMA

a) Cálculo de integrales trigonométricas

2 2m-l’ 2n-l' *
eos 0 . sen 0 » d9

para m -> o y n o

Aplicando la definición de función gamma, es:
<2 f 1

m-1 -s ’ / n-1 -T '
S e dS, / t . e , d t

"/o

(1)

M-m. XL
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S = ds 2x dxs

t -«a dt 2y dyn

resulta:

2 y dy

2m~l 2n~l
dx dy

la transformaciónpasando a coordenadas polares con

eosx

2n-l 2n~l
eos

2n-l

y2

X2

2n~l
e“

2n-l
2x

ir2

haciendo

se obtiene:

2m4> 2n-2

Mon.XL
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para n >■ - 1

Si en la integral anterior hacemos la siguiente sustitución:

2m-l- n 2n-l« 0

será
m s n4-l y n -

obtenemos en (2):

podrá escribir:

n> - 1

/ e a 9 .
2Tfi+i)l o ff

para n * 1

y por razones de simetría^ también se

para

pues bastará cambiar 2n-l por n y 2ra-l por 0,-

Si _n es número entero par, la' aplicación reiterada de la ecuación
fundaneiPcal de recurrencia (7), nos permite escribir:

M.n,XL
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T~ ( n 21 ) , /~ÍT - ( n-1) (n-3) 1 II

-p ( n. +1 2 n ( n-2 ) ................2 * 2

Si n es número entero impar, haciendo el misno razonamiento, se
obtiene:

T . W = -gá1,J¥L-.... :4Tlt) /fr
p(f*D 2 .......4T(i) 2

De modo que si n es par:

n es impar

T'W. (n-1) (n-3) 2

P(f+1)' n,n-2) 1

b) FORMULA DE WALLIS.-

Siendo en el primer cuadrante

para
2

M.w.XL_________________________



521

■ es válida la expresión

2n ■+ 1 2n 2n-l
♦  sen O sen ü sen A

IL 2?. 2Z
(2 2n+l (2 2n / 2~ 2n-l
/ sen 0,d 0 / sen v d 6 < / sen 0 d U

' 0 Z)

y teniendo en cuenta las expresiones (3) y (4) anteriores, resulta:

2n (2n-2).f..¿ 4»2 (2n-l)(2n-3).,tti3»l < (2n-2)(2n-4)4., ü4t2
(2n 4-l)(2n-l). .5*3 2n(2n-2),.. 4.2 "** (2n-l) (2n-3). .. . .5.3

2¿2«4,4¿ ...,j 2n.2n ✓ H ✓ 2;2i4;4;
1.3.3.5.5. (2n*»l)(2ntl)x 2 1.3,3.5.5.........

(2n-2) 2n
(2n-l)(2n-l)

—n Lita 2.3.4.4. 2n«—2n-------
2 n —> 00 1,3.3.5.5.... .. .,.(2n-l)(2n-l) (5)

que se denomina Fórmula de Wallis.-

c) Longitud de la Leían!scata
• 4

• • • •. Se. la encuentra por primera vez enun célebre artículo publi
cado en Acta eruditorum de septiembre de 1694 por Jacobo Bernoulli.
Fué el conde de Fagnano quien se ocupó antes que ninguno, en 1750, de
su rectificación, conduciendo su estudio, a la consideración de las -
funciones elípticas que aparecieron por este motivo en el campo del -
Análisis, Durante mucho tiempo quedó ignorado el hecho de que la lea
niscata de Bernoulli es un caso especial de la curva de Cassini y su
identidad fue" probada por primera vez publicamente, por G, Saladini
en 1806, pero tal demostración quedó ignorada, hasta que venticuatro
años más tarde fue' adverdida tal identidad por Pedro Ferroni'en su -
obra titulada-Theoria exponentialium, log, et trig, sublimis. (Fi-
renza, 1782).-

M.m.XL
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Un elemento ds del arco de lenniscata viene dado por:

2
as = y (d

(dP)2 = a2 'sen2 2 (d @ )2
•____________ eos 2 Q____

ds e\/¿R22.9 ■ a2cog 20. d 0
y eos 2 q

/• 2 ..
ds n a\ /sen 2 0 s 2<L) 0 „ &

y o o s 2 g ■

designando con L. a la longitud total de la curva, es:

♦

« • L = a Vrr. T(i)
T(H

como T(n) = l.T(n+1)
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T (D.Bf) ; 4T/mi 4 —)
4

y utilizando la tabla de Plerce resalta:

d) Aplicación a un problema do la Dinámica.-

Sea una partícula de nasa m aniñada de un movimiento rec-
. p tilíneo bajo la acción de una fuerza atractiva

0 > . cuya intensidad es inversamente proporcional a
• £ la distancia entre la posición de la ^articula

y el centro de atracción.
 

' La ecuación de ese movimiento se obtiene
Fig. N2 17 de la definición de fuerza, según la ley de

Newton. Sea 0. el centro de atracción y A la
partícula, e indiquemos con _y la distancia que los separa y con Jp -
la fuerza atractiva; se obtiene por la ley citada: ó

. jfy _ _ j£

dt2“ ’ y

d2y - a
~dt2 " " “

en donde se ha hecho &  k
m

es una ecuación no lineal del tipo:
p

_ÍX « F(y)
at2



que se resuelve multiplicando ambos miembros por 2 :
en efecto: dt

o
. 24Z--AX 2_AL;A

aT dt2 dt y

d / dy \
dt \ dt /

2a d / n \■át V10g 7 /

integrando con respecto a t da:

«) = - 2a log y 4- c

Si la velocidad de la partícula es cero cuando y - y0 f es:

♦
0 a - 2a log y0 + c . . c ■ 2a log y0

2 / \y es: / dy \ e 2a [ log. y0 - log y)
V dt /

r>)2c 2a iog4

dt
y 2 a log y0

y

se ha colocado el signo negativo delante de la raíz cuadrada de
bido a que ¿.es una función decreciente de t.

dt = - . -^.-dy—__ - dy
-/2 a log-^- -/2a. /log

y es y - y0 e
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partícula alcance el centro de atracción^ resulta y
Si designamos ahora con T al tiempo necesario para que la

■ o y en (1) es:

y aquella integral se transforma en esta otra:

0 « y0 e

21,5,7,- FUNCION BETA

hacemos
I

si

Si en la. expresión (2), NQ 6, a)y páge 65:

/2~ . 2m-l" 2n-l ~p hp
j eos 0 , sen 0 d 0 a i. (m),l (n)

Jq . ¿yCm-f-n)
2 . ",

eos 0 h x . , -2 eos 0 sen0d0 - dx

si

9 v 0 es eos G«1 ,, xsl

(1)
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se obtiene otra función de Euler conocida con el nombre de Función
Beta o integral de Euler de primera especie, que se acostumbra a -
indicar asi:

n-1
dx (2)

de modo que la expresión anterior:

J3 (m,n) ¿ (m),"]"1 (n)
*T2 (m-t-n)

nos da una relación entre las funciones beta y gamma que nos permite
calcular a una función de la otra.

Esta‘'última expresiozn (3) se conoce con el nombre de ecua­
ción de Jacob!,-

EJEMPLO

Calcular el valor de la integral

o

Esta integral no es úás que
la función beta siguiente:

¿ 3
5(l-x) nx dx

la integral representada por

T (4>.T (f)
T(4)

pero, por la ecuación funcional de recurrencia es:
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a) CALCULO DE LA FUNCION BETA POR FACTORIALES

xórmla de recurrencia que nos permite escribir:

'(mtn)x H"1 • ~H> (m + 1, n-1)
m

"K (mtl, n-1) s n-2 . n-2)
m+1 '

IB (m+2, n-2) g n-3 . „jg <m + 3? n~3)
m<2

«r: lw «■« m r.« «•=» ““ '• '"•*

-r> , s 9 /1 m + ir-2JA (m-t-n-2$2) - -------á---- í ;; dx
E 4- n-2 /■ ■
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Sumando miembro a miembro se obtiene:

£ (o,n) (n-1) (n-2) (n-3)-------------- 2 Zl x n+n-2 dx
< m(m+l) (m+2)------(m-+n-2) /

>0/ ¡

/.B (m9n)  (n-1)(n-2) (n-3) —------- - ----------- 2

m(nH-l) (m+2) ——(m+n-2) (m+n-1)

multiplicando y dividiendo por (m-l)j es:

(m,n) m (n-1) (n-2) (n-3)---- ——2 (m-1) 
m (m-^-1) (m-+*2) ————(m+n-1) • (m-1) I

£ (m,n) - .í-1*!

(m+n-1) [.
(5)

Teniendo en cuenta que:

T”’ (m) - (m - 1) {

~P (n) » (m - 1) { 

(m+n) st (m i-n-1) ¡

la expresión (5) podría haberse obtenido directamente de la (3).
II
f’ Distintas expresione,s_de la función beta.-

i si en la expresión

¡n YT.
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zl m~l n-1

(m,n) n / x (1-x) dx
7 >o

I) hacemos

x k 3 + ~5~
o

dx - d 3

resulta para

x M 0

x - 1 6 =

M-. ffi. XL
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III) haciendo

>- n sen G . . dx ; 2 sen 0 eos ©a e

Expresión ya hallad;? en (2),pág. 65, y cuya comparación
con ésta conduce a la fórra.’l:' (3), pág, 73.-

Mom. XL



531.-
M.m.
Conferencia NQ41

c) Aplicaciones ele las funciones beta y gamma a la ESTADISTICA

I) Valor más probable en la probabilidad de las hipótesis

Supongamos que en n experiencias„ un suceso,, de probabilidad descono­
cida pero que suponemos constante en cada prueba« es x y su probabi-
lidaa opuesta es (1 - x ) ; se tendrá que la probabilidad para que en las
n pruebas se haya verificado v veces el suceso es0 según el esquema de
^ernoulli: ~ *

c/ . (l-z)n"v = / * ) xv. (l-x)n"T

Si con UJ (x) representamos la probabilidad que ella sea x „ su proba­
bilidad-elemental,, aplicando la fórmula de Beyes,, se tendrá que la pr,Q
habilidad P (x) para que el suceso se deba a una probabilidad elemen­
tal comprendida entre x y x 4- dx „ será:

Si admitimos que la probabilidad W (x) sea constante,, simplificando
la expresión anterior se tiene:

P <x)

pero
n--v

(1-x) dx = B (v -+* 19 n- v+-l)

representando con B a la función beta de Euler:

pero
(pág.73)

que aplicada a nuestro caso da:
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B(v + l9n-v 4-1)

luego en (1) se tiene:

P(x) i (n+2)

siendo P(x) una función de los valores de x 9 tomará el valor máximo
cuando P*(x)= o 9 vale decir:

PsCx) - •r» v.xv-1(i-x)n-T-xv(n-v)(l-x)n-v-1

como
~p' (n + 2)

T! (v -t l)y'l(n-v + 1)

v-l,_ vn«v v , ,n-v-l nes vcx (1-x) -x oín-vAl-x; 2 0

El cálculo se simplifica haciendo la siguiente transformación:

n-v
P‘(x) 0

P' (x) = P(x) Z 0

O o

luego es:

x x —-—
n

v n-v
x “1-x
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ke aquí. deducimos que el valer más problable de la probabilidad busca-. '
.di P(x) es el valor dado oor su frecuencia ya que-Y.es simplemente la
frecuencia dgi suceso. n
OBSERVACION:

El resultado anterior solo es posible observarlo cuando se
su nono que g; (x) - constante ,

II) ESQUEMA BEL CONTAGIO O ESQUEMA DE POLYA

El esquema de Polya se obtiene de la siguiente manera:
Consideremos una' urna que contenga en el comienzo del ensayo N bolas#
de las cuales Np son negras y Nq son blancas.
Efectuamos extracciones suc e si va s de la urna# con la precaución de a-
gregar# después de cada extracción# en reemplazo de la bola extraída#
1/+' bolas del mismo color que la extraída. Con ¿S indicaremos a un
número entero positivo# nulo o negativo# que se conoce con el nombre
de orden del contagio.

bi - O obtenemos el esquema clásico de Bernoulli; y si
/\_ - - 1# obtenemos' el esquema de las pruebas repetidas sin reposición
Él esquema de Polya contiene a los dos casos anteriores como casos pax
ticulares. Se la conoce con el nombre de esquema del contagio# por cuan
to# si z\ > O # la extracción de una bola de un cierto color favorece
la obtencTóñ de otras bolas del mismo color en las extracciones siguiqa
tes# vale decir# la verificación de un suceso es contagioso de una prtjg
ba a la siguiente,,
Si en cambie es zb < O # el suceso contrario queda favorecido en la

■ tro c c j ó>n siguiente,
Ejemplos de tal distribución estadística# se presenta en:

a) La expulsión de un jefe de oficina provoca la salida de todo
el personal de la misma;

b) La a pa rición de un caso mortal de una, enfermedad contagiosa
en una población# favorece la aparición de nuevos casos;

c) La declaración de un incendio en un grupo de viviendas favo­
rece la extensión del mismo a todo el conjunto.

La probabilidad de que se produzca la extracción de v bolas #
negras y (n-v) bolas blancas# en un determinado orden# ñor ejemplo#

el siguiente:

b ,b, b.o................ b

n-v

la designamos con pn#v y ello se verifica de maneras distintas.
La probabilidad. d° sacar bola negra en la primera extracción es:

Np
N

v<_ 4ficado el
bolas negras#
c i 6n# N 4-'A
Nq blancas.

suceso# bola negra# reuondríamos a ésta acompañada confb
con lo que obtendremos# antes de hacer la segunda extrae-
bol «s en la urna# de las cuales# Np ■$- & son negras y

Mein-.. XLI.
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La probabilidad de sacar bola negra en la segunda extracción es:

Np + A
N+- A

y al sacarla, la repondríamos con Z\ bolas negras, con lo cual la urna
contendrá N + 2 A bolas, y entre ellas, habrá ' Np-t- 2 A negras y
Nq blancas.

Así sucesivamente, la probabilidad de sacar bola negra en la v-?6-
slma extracción será:

Pv “

Si a. partir de la v-6sima extracción, debemos sacar bola blanca,
como la urna contiene N y bolas, por haberse verificado el suc^
so anterior, la probabilidad de sacar bola blanca es:

P'l
Nq

N + v A

Si el suceso se ha verificado, debemos agregar A bolas blancas,
con lo cual la urna contendrá N + (v +1) A bolas, de las cuales Np+vZ

son negras y Nq + A son blancas, Al obtener nuevamente bola
blanca, en la extracción siguiente es:

Nq-f¿\

Así sucesivamente, en la extracción (n-v)ósima, en la cual se vueJL
ve a verificar el suceso, resultará que:

P*
n-v

Nq + (n-v-1)A

N +- (n-1) A

_vComo el suceso puede realizarse de Cn formas distintas, todas e«*
lias con la misma probabilidad, aplicando el principio de las probabi­
lidades compuestas, resulta que:

M-m. XLI
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Pn v CV Np NP + ó Np f 2 A
N N + A N + 2 A

Np 4- (v-1) A
N (v-l)A*

Nq

N4- v-e»

Nq + A

n + (v i-i) a

Nq -|- (n - v - 1) Ai

N+(n-l) A
(1)

Si con - _37.„ designamos al contagio relativo „ la (1) puede tranj£
N

formarse dividiendo por N:

cv P p 4- Ó p 1-2 8
ü* '1 * 1+ 5 14-2 ¿

P4-(v*-l) 8 . q . q4»8
l + (v-l)¿ l + v8 l + (v*l)S

por t) es:dividiendo ahora

1
designemos

con lo cual obtenemos que:

O

Pnpv = Cn

Pnnv =

1/ótl 1/8 + 2

Pa----- q
5 8
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4 (n- v -1) 

+(n -1)
(2)

pero

Sustituyendo estos valores en (2), es:

v ~Tt (X + v)T (y¿+n-v) 7 (¿)

o4 ^ndo

\ \ p q p + q , i >
A fv+ítl n-v *. 4A-I " = —— l-p— 4-n = ----- ------- 4- n z — +n^4n

y ó 6 o b

y también„ recordando que por la expresión (3) de 21.5,7.-

B (mpn) "T* (m) "P (n)

~p (n + n)
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aplicada a este caso resulta:

n

es decir que:

--Í

y si ponemos

v’ (n-v)*

resulta :

INTEGRAL DE DIRICHLET21.6.-

21.6.1.- DEFINICION

Una integral impropia convergentep útil en muchas aplicada
nes,; es la:

que ha sido estudiada por Dirichletp P.G.L. (1805-1859) en el Cpelle’s
Journ* vol, XVII.-

I

* • i
21.6.2^- VALOR DE LA INTEGRAL

Consideremos la integral seníyjú y calculQmos la ¿tariva-
o x

bajo el signo de integral,, para x constante,, con respecto a y; se
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tiene:

C •x
J & eos (y x )dx

**x
d(sen yx ) - Q, sen yx

sen(yx) d(^ ) - & - sen yx
y

eos (yx) dx

y sen (yx) - eos (yx)

| y sen(yx)- eos (yx)
o

2
y

C cos(yx) dx -  

( n~xC cos(yx) dx j; Lím
o

-x y sen (yx) - eos (yx)
:_------------ 2----- --------

y

Jxcos(yx)dx
""X ""X

6'Xcos (yz)dz - £ sen(yx) -g cos(yx ) _ 1

7 y2 y2- 

pero la integral dada es:

M.nuXLr.
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y si en ella hacemos: tendremos:

que para y--------j- nos da :

luego es:
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-APENDICE 5^3

!•- -MEDIA O PROMEDIO-

1,1.- DEFINICION Y CALCULO,-

La media artimética, medi<, o promedio de un grupo de ob­

servaciones se define como la suma de los valores observados divi­

dida por su número.-

Sea jq. el número de los valores observados

xl> la media x es:

(1)

Ejemplo: El peso, en gramos, de 9 trozos de alambre de cobre, de

igual longitud es:

18,457} 18,434; 18,444; 18,461; 18,453; 18,447; 18,452; 18,440;

18,443;

El promedio, o media aritmética es:

X w 18,457 + 18,434 » + 18,443 j 166,031 = 18,4479

9 9

X g 18,4479 | (2)

Su cálculo se facilita al elegir un origen conveniente de cálculo,

y leer luego los valores observados como suma de este origen y una

diferencia. Así tomando como origen de cálculo 18,450 en el ejemplo-

anterior, el cálculo de la media toma la forma:

0,007-0,016- - 0,007
X - 18,450----------------------- ---------------------------= 18,450  0,019 =

9

X = 18,4479
* c

M.m.



Este modo de operar? implica admitir que cualquier -valor observado

x¿, puede escribirse así: 

y es

(3)

y designando con v? al promedio de las diferencias

Vi s X-i - a

resulta

x s a -k v j (4)

Cuando el número de observaciones es grande, este método

no es cómodo y solamente se usa cuando el origen de cálculo es simple

y las diferencias pueden calcuL'.rso mentalmente; de lo contrario,con

suponer? que dentro de cada intervalo? los valores se disponen segÉL.

una progresión aritmética? hipótesis tanto más plausible cuando menore

viene agrupar.dí^s valores x,, ,x2? x3? »e.co? xn en n¡ clases en cuyos

puntos medios: t,, t ? «e□«• ta de los intervalos de igual longitud

A t, se agrupan el número de observaciones contenidas en el interva-

lo com3ideradoe' Designamos con aj el número de observaciones conteni-

das en el intervalo de punto medio t . Al hacer esta admisión, importa

sean Jas amplitudes de los intervalos adoptadoso La suma aj de los va­

lores obs^'uA.^^s °’1 ■í^tevvaJo j-ésimo es aproximadamente igual a

a. x
c U

ií.m* XLI
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es decir»

cuando- J, intervalo genérico de clase, es pequeño,
se hace grande, y en tal caso, la diferencia entre x y t 

su número
se hace

despreciable. Haciendo en ($):

es a3-V ’ a3 + T5 ’ «j

3*1

y dividiendo por _n> resulta:

C6)



En el cálculo, so acostumbra a elegir a como uno de

los valores i y a igual a longitud de los intervalos de clase.-

Ejemplo» Distribución de 500 remaches de acuerdo al diámetro de la

cabeza, agrupado^ en clases de igual longitud.-

LONGITUD DEL INTERVALO; 0,05 m m.

Punto Número cb tB 13, 07*0,05w» t© 13 y 42 4» Oj 05w*

medio remaches w* w’.a v" x/la
t a •9 «• «■

13,07 1 0 0 -7 -7

13,12 4 1 4 -6 «•24

13,17 4 8 -5 -20

13,22 18 3 54 -72

13,27 38 4 152 -3 -114

13,32 56 5 280 -2 -na

13,37 69 6 414 -1 —69

13,42 96 7 672 0 ! 0/
' 13 j^7 72 8 576 1 72

13,52 68 9 612 2 136

13,57 41 10 410 ■ 3 123

13,62 18 11 198 4 72

13#67 JL2 12 144 5 60

13,72 2 13 26 6 jis

13,77 1 14 14 7 ■ 7

' E 500 •• 3,564 •é 64

Media w 7,128 «N» 0,128
T 1.V V t . 13, 07 4- 0,05 x 7,128 a 13,4264

___ i - 13,42 4- O,Of> X 0,128 - 13,4264

Anuí <ifi ha elecido i do modo tal que»



* 13^07 j
5^7

y

es decir que:
13.07

para el primer caso:
14

a. -ix O + 2 X 13 + 1X 14 a 3564

a.
(-6) +

luego

64
500

luego tendremos que¿

tX n

tX ?

MATEMATICAESPERANZA1.2

xl> x2» x3>

con probabilidades respectivas:

plí p2? p3, n

0,05

0,128

13,07 +

0,05 X 0,128 » 13,4264

y para el segundo:

Consideremos una variable casual x capaz de asumir los si
guíentes valores:

>xn

0,05 X 7,128 » 13,4264

3564
 - 7,128

500

= (-7),(-6),(-5), .......5,6,7,

— 0,1,2,3,

M.m. Xlil



(1)

ci+g
se 11 aína esp.e r an.za ^matgmáti c a de la variable x, y se la representa por
E(x)| a la suma de los productos de los valores de x por sus respecti-»
vas probabilidades« ____ ~n--------

1»1
E(x) *• x^p^-t- ^2^*^

EJEMPLO I: Con un dado perfecto se obtiene: X
X1 x2
1 2

con probabilidades

X3 x4 X5
3 4 5

respectivas:

6 puntos
6

P1 P2 Po P, P3 4 5 P6

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
•

' - V- ..1,2,3E(x) s\ x^pj----- 1— + —
/L 1 1 6 6 6

1/6

4 5 6 _ 214--- -b ---- ----------------
6 6 6 6

E(x) .

EJEMPLO TI: Se arroja un dado perfecto 15 veces j¿ obtenerlos-
guíente sEfrecuencíap:

las si-

Número de
puntos :x.£

Fre cuencdas
absolutas

Frecuencias
relativas

1 2 2/15
2 3 3/15
3 2 2/15
4 3 3/15
5 3 3/15
6 2 2/15

Total 15 1

 " l(2) + 2(3) + 3(2)+4(3)+5(3) + 6(2)
Media 5? » ——---------------------------------------------------

15

? f @6 7
’ 2 “2

Si aumentáramos el número de jugadas, este valor obtenido para
la media, se aproximaría cada vez más a la esperanza matemática

B(x) -i

M.ra. XLI
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Consideremos el significado intuitivo de la esperanza matenáti

ca, Supongamos que una operación se ha efectuado n veces y que el suce­
so x aparece n^ veces, de modo.que:

& + ^2 +- Hg + «,«.. + — n

La media o promedio de las veces que aparece x en las n opera­
ciones es:

x niyih^2*<<<<■*■~
n

S + .............. ....  3ízk
n n n

donde n:I-_ es. la frecuencia relativa de la presentación de x, en las n
*71 ~ x

operaciones.
Cuando el número n de veces aumenta, la frecuencia relativa ni

n
tiende a identificarse con la probabilidaddel suceso x^, de modo
que la‘ X tiende a coincidir don la esperanza matemática de x; es decir
con E(x) antes definida.

%

1.3.- MEDIA ARITMETICA DE VARIABLES ALEATORIAS

La media aritmética 3? de una variable aleatoria discontinua x,
se ha definido en 1,1. y viene dada por la expresión: 

i— - C<>

(1)

donde p(x¿) ¿ ni es la frecuencia relativa con que se presenta el suce-
n

so x.t en la población.
1 .• Si la variable aleatoria x es continua? la media viene dadapoy

. /x p(x)dx
X - : E(x) (2)• -r 4--00

i p(x)dx
- oo

donde p(x)dx es también la frecuencia del suceso X£ en la población.

LI
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Esta definición de la media coincide con la definición de cen­

tro de gravedad dada en mecánica»
Puede ser interpretada a 7 como el valor medio de un infinito •

numero de observaciones en la población. • ‘
Comparando lo dicho en 1,2.) con lo de 1.3.) se observa que»

La media aritmética de un cúmero infinito de observaciones es
la esperanza matemática de la .-variable aleatoria que define ese suceso.

Para • observaciones limitadas se verifica que

X E(x)

como se vió en el ejemplo II de 1.2.).

20- VARIANZA

DEFINICION Y CALCULO

La media nos proporciona una información acerca de la magnitud
de las observaciones. Las desviaciones de las mismas con respecto a esa
media, dadas por:

media. Con
por la eirora

la cual, bajo ciertas condiciones, nos da la mejor descripción de la va­
riación de las observaciones contenidas en un solo número. La raíz cua­
drada de la varianza se denomina desviación típica o desviación standard.

Por lo general es laborioso el cálculo de’

E<X1 - «2
i=l

para abreviarlo, observemos que:

(1)

V 2£(^-7)
. i=l__________
n - 1

; x2 - x ; x3 - x ;  ; xn - x

dan las dispersiones de las observaciones con respecto a la
dichas n'desviaciones calcularemos la varianza S definida
sión:



pero

n
2 x.nx+nx2 : ¿x^ -2rf?2 + nx2

i=l

551

n

n n

- É x\ -152

i*l

(2)

EJEMPLO? Arrojando un solo dado, tendremos:

Análogamente, como en el cálculo de la media aritmática, áste
se facilita utilizando un origen a. conveniente, de modo que:

x = a+v.^

M.m. XLI
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• • X^ - X - V. - V

pues, segán (4) de 1„1 es:

x = a+v

552

Hagamos en (2):
n

xi

2

cuadra-

la (2) adopta la■1 - ■ " • •
(3)

con lo que obtenemos en (1)

(4)

Como

n2 2es

SSluego
2
x

SSDV --A.

1*1
n

Sx

es decir, abreviamos con

SSD

Assv =
-A.

/ ,vvi
i~l

1-1
n '•

1=1

S : SSx x

n
É<xi

1=1

y SSD a la suma, suma de }.os
X

dos’y suma de los cuadrados de las desviaciones con respecto a
forma siguiente:

Sv2
n

X = Vj

■j2 SSD
n-1

dia» Con estas convenciones.

SSD - SS - —
n

Se elige por lo corniín un origen a de modo tal que sea fácil
c rápidamente los desvíos (x¿ -a), con lo que SSV resulta más
fácil de calcular que SS„,

EJEMPLO: Distribución de 9 trozos de alambre de cobre de igual longi­
tud dado su peso en gramos»

M.m. XLI
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X v - x-18,450

18,457
18,434
18,444
18,461
18,453
18,447
18,452
18,440
18,443

.......-

£-C£><0r-lCO
CQ

CQ
O

O
o

h
o

h
o

o
q

h
o

:

ooooooooo
;

oooooooooi
1 

S 
111

S
SS2

11
SSD
cr2

-0,019
0,000633
0,0000401

0,0005929
0,00007411
0,00861
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