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MOESTREO SIMPLE AL AZAR

En'las apllcací&nes prácticas deo la teoría de las Muestras,
debe tratarse, en generaljcon ''poblaciones” o "universos" finitos que
constan (o se definen como estando constituidos) de un número N de in
dividuos o unidades.

Si las unidades se distinguen entre sí (si se las ha numera
do o se ha asociado a cada una un símbolo que la particularice),e*  na
mero de grupos distintos de n unidades que pueden formarse con ios e-
lementos de la población es:

CN  N(N-l).,,.(N-n ti). NI
e “ n¡ " ni (N-n)I (1)

Esta fórmula, como se sabe, dá el número de grupos (de com­
binaciones) diferentes que pueden formarse eligiendo n de entre N ob­
jetos distintos- dados, cuando ¿)e consideran como diferentes dos gru-
por—que--difieren en ai menos uno de los elementos que lo integran.

Así, si se tiene una población constituida por 5 unidades
(N a 5)que se distinguen asignándoles respectivamente los números 1,2,
3,4,5, los grupos posibles de extensión n s 3 serán en número de:

Í5\ - 10
\ 3 ) 3x2x1 

a saber:

124 125

234 235 245

134 135 145

345



„ ±. tt^a<^aJ?í10 grupos de rj tomados de los N constituye una
"muestra” posible obtenida de la población.

>■ 4. e3emPl°$ cuando decimos que se ha obtenido la
muestra 123, significamos que ella está constituida por las unida-

do.j de^la pOD_aclo’!, que tienen asignados esos números, tomados en el
orden uado o en cualquier otro que pueda obtenerse permitiéndolos de
todos los modos posib3.es entre sí.

Afortunadamente no es nunca necesario calcular ni escribir
el numero.de muestras diferentes que son posibles: sólo importa, pa­
ra fines teóricos, conocer ese número expresado simbólicamente en la
forma dada en (1)

El_^tuestrepsimple al_azar es aquel método de selección de
la muestra de extensión n de la población de N que asigna a cada una
de las [ ) que son posibles la misma probabilidad de sur elegida.

Como la suma de estas probabilidades todas iguales debe ser
1, se sigue que la probabilidad de selección es:

___________ni__________

N(N-l) . teoo(N-n+ 1) (2)

Cuál es el modelo operatorio equivalente al maestreo simple
al azar? Supongamos tener uña urna que contiene N bolillas práctica
mente idénticas numeradas de 1 a N, de la cual, a ciegas y mezclando
cuidadosamente el contenido al cabo de cada operación, se realizan n
extracciones sucesivas, sin reponer la bolilla obtenida en cada caso.
El resultado de este experimento será la obtención de un grupo de n
bolillas (la muestra) que presentarán los números

X1 ° *e•° ^n

representando c&n yn el número obtenido en la primera prueba, que
puede ser nao cualquiera entre 1 y N: y2. el obtenido en la segunda
prueba, que será distinto del y^ , eíc.erc. En cada paso de este ex
perimentCo todas las bolillas que permanecen en la urna tienen lamia
na probabilidad de ser extraídas en la siguiente tirada para entrar a
formar parte de la muestras Esta probabilidad es:

y (N-k +1)

siendo el denominador el número de bolillas contenidas en la urna ál
momento de realizar la k-ésima extracción. Se sigue de aquí que, la
probabilidad de obtener n bolillas determinadas en un cierto orden
también determinado, es:

posib3.es
numero.de


3

111 1
~N ' ’ (N-í) ’ (^) 

¡eJ%r^eílenaque%e<’p?¡3ÍñteH e£1Ua3 d9t0™i'Mdas cualquiera

ñ¡
N( N-l) .... “ 7Ñ-~n - 1)

es decir, la (2).

Es interesante observar que, en el maestreo simple al azar,
la probabilidad de que una bolilla determinada (una unidad especifi­
ca de la población que se somete al muestreo) sea obtenida en una
cierta extracción (p,e« la r - ésima), es la misma que la probabili
dad de obtenerla en la primera, a saber, 1/N, En efecto,la probabili
dad de obtener una cierta bolilla en la r- ésima prueba es igual ala
probabilidad de que no haya aparecido en ninguna de las r - 1 prue­
bas precedentes, multiplicada por la probabilidad de que lo haga en
la r - ésima, o sea:

N-l N-2 ^-Tj-l x 1 - _1_
N * N-l N-r< 2 N-Tt'l" N

De aquí se sigue inmediatamente que: en el muestreo simple
al azar, la probabilidad de que una determinada unidáT~de la_pobía-'
éí'óñ aparézca incluida en la' muestra es la’ misma para todaslas ~ uni­
dades' qué’iñté¿rán dicha población e Igual" a ñ/N. En efecto, la pré-
babflfúadde que una unidad detérmiñada'aparézca incluida en la mués,
tra es la suma de las probabilidades de que se la obtenga en la la.,
o en la 2a. ..... o en la n-ésima extracción.

El anterior resultado se ha usado a veces para caracteri­
za» al "muestreo simple al azar”. Sin embargo, esta propiedad no e¿
pecifioa totalmente a este método de selección pues, como veremos
más adelante,en el método denominado de "muestreo sistemático”, tajj
bién cada unidad de la población tiene la misma probabilidad de ser
incluid? en la muestra, aón cuando cada una de ellas no tiene la mij
ma probabilidad de selección en la primera prueba, como ocurre en
el muestreo simple al azar.

M.t.o.l ft v
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PR.QC^IMI.E^.OJPRACTIC_O_ PARA-LA SELECCION DE UNA MUESTRA SIMPLE AL

AZAR.__USO DE LAS TABLAS DE NUMEROS AL AZAR.

Si bien el modelo de la "urna ideal" os apropiado y útil pa
ra la descripción de cómo se opera en el muestreo simple al azar
- aunque utilizable -no es ciertamente práctico como mecanismo real
para la selección de las unidades de la población que constituirán
la muestra a estudiarse.

El procedimiento práctico para la selección de una muestra
simple al azar de extensión N de una población que consta de N uni-
dadesB es la utilización de una cualquiera de las varias tablas de
números al azar que se han publicado (Tippet9 Babington9 Smith p
Flsher y Yates)9 para lo cual!

I2.- Se asocia a cada una de las N unidades de la pobla­
ción uno de los números déla N„ es decir^se listan
las unidades que integran la población y se las nu­
mera consecutivamente.

22,- Se eligen N números diferentes de la tabla de núme­
ros al azar

■32.- Se toman como constituyentes de la muestra aquellas
N unidades de la población que tienen asignados nú

meros iguales a los obtenidos en el 22 paso.

A continuación se reproduce parte de la tabla de números al
azar preparada por Tippet

M.t.p„I a V



PARTE DE UNA TABLA DE NUMEROS AL AZAR 

(Tomada de L.H.C. Tlppg-t; "Random Sampling Numbers")

COLUMNAS

Fila 1—4 5 - 8 9-12 13-16 17-20 21-24 25-28 29-32

1 1089 8719
2 9385 7902
3 6984 8660
4 0052 1007
5 5736 9249

6 1501 5988
7 5372 6212
8 4677 3280
9 7856 2562

10 4936 2701

11 7315 0454
5098 8457

13 0741 5030
14 7357 8286
15 1310 3324

16 8726 2655
17 0599 9464
18 3442 4177
19 0793 2908
20 6390 3064

21 7278 7667
22 4658 9377
23 4898 8746
24 6954. 6766
25 5911 3213

26 3272 9820
27 5512 8981
28 7360 5698
29 7691 7658
30 8197 3686

31 2179 2056
32 4335 7878
33 2996 3220
34 7390 1400
35 3146 6354

36 1143 5988
37 6867 9449
38 0423 0308
39 1220 0792
40 0602 4920

9542 2259 0384
9902 1726 8340
3893 6772 5700
1679 2548 9281
6809 5204. 4007

7421 2937 8019
2583 3099 5642
0729 8112 6422
8457 ' 8974 4460
2630 4252 5596

8995 0492 0604.
6082 6667 5286
0842 4320 2403
3267 4637 4620
3790 0126 5070

1527 1052 5195
4486 0104 5588
6554 3555 7385
4638 6076 1506
1555 7487 6841

1427 7533 2770
0004 3916 9183
9396 8608 7086
9663 9853 7387
2825 3825 9158

9278 1527 8392
9041 1027 5373
4785 2755 7856
4800 5153 9189
5965 3476 3083

7926 1467 8548
0526 9327 6831
6922 0539 6142
9149 7909 1531
4403 9799 7302

0064 6823 3093
0808 8093 0941
5871 5691 7660
0484 0278 9416
5730 2019 8514

2346 4624 9295
1105 6299 4638
4523 7800 0102
5075 8037 3648
3703 1079 1855

1257 1672 1800
7137 4343 2082
7283 3769 5997
1778 5312 2827
8646 2854 1221

4924 2990 6230
6000 8136 1074
1913 2734 7151
9960 5325 7420
8155 2370 0864

1896 6978 8490
1734 0009 3787
3374 3676 8068
1331 5304 6074
8040 8147 7143

2463 4716 6754
9306 5340 9969
0580 7298 2247
7880 2665 3593
4214 8591 0001

0728 0286 0527
8104 5991 4979
7315 9094 2996
3122 5380 9624
2913 3336 9860

9364 9185 0333
5494 5131 8603
3181 0784 9024
8771 9584. 1176
4241 8118 6640

7331 7034 5027
9466 2956 8634
8541 2660 0588
2526 5932 9357
9184 8172 5935



Supongamos tener una población que consta de 350 unidades
de muestreo9 de la que se desea extraer una muestra simple al azar
de 10, Para hacer la selección,, entramos en un punto cualquiera de
la tablap poe, la fila 11 y la columna 12- y tomamos para incluir en
la muestra aquellas unidades de la población que tienen asignados n¿
meros iguales a aquellos menores que 351 que se leen en la tablap a
partir de la fila 11 hacia abajo,, y están formados por las cifras que
pertenecen a las columnas 139 14 y 15e Procediendo asífl encontramos
los números:

49 12 105 10 152 102 275 347 146 53

Las unidades de la población que tienen asignados estos nú
meros constituirán nuestra muestra,,

Siguiendo el anterior "rocedimiento,, se han tenido que leer
23 números de la tabla para obtener los 10 requeridos. Hay pues un
cierto "desaprovechamiento" de la tablap que puede obviarse de varias
maneras. Una de ellas consiste en asignar a cada unidad de la pobla­
ción 2 números en lugar de 1„ de modo que todo número de la tabla en
tre 001 y 700 inclusive nos dirige a una unidad de la población.
Hay varias maneras de hacer esta asignación:

12 El par de números Equivale a
001 - 002 1
003 - 004 2
005 - 006 3

<3 •
O •
O •

699 - 700 350

22 El par de números Equivale a

Las unidades

001 - 351 1
002 - 352 2
003 - 353 3

O •
o •

350 - 700 350

iutn^ranles de la nuestra de 10 seleccionados
por uno y otro de los cominos antc^L^ros son:

12) 25 333 216 232 6 53 5 128 304 196

22) 49 316 82 113 12 105 10 5 257 41

En ambos casos se han tenido que leer solo 12 números de la
tabla para tener los 10 requeridos.

Suele ocurrir a veces que la población total está subdividi
da en grupos cada uno de los cuales contiene 9 N2 pNgp ,..N n uni
da des. de muestreo (por cierto N., = N).Por ejemplo las viviendas



están agrupadas en manzanas en una ciudad, los departamentos o partí
dos agrupados en provincias, los abonados telefónicos se agrupan en
las paginas de la gula telefónica, etc.

Tratándose de obtener una muestra simple al azar puede
utilizarse un procedimiento que no requiere numerar todas las unida
des.

Para ejemplificar supongamos una población que consta do
371 unidades que se distribuye en 14 grupos, cada uno de los cuales
consta del número de unidades anotado en la segunda columna del cua­
dro siguiente:

Grupo NQ Unidades A cumula do

1 25 25
2 17 42
3 5 47
4 59 106
5 64 170
6 22 192
7 38 230
8 16 246
9 21 267

10 12 279
11 14 293
12 38 331
13 17 348
14 23 371

371

bebiendo elegir una muestra al azar de 10 unidades, se
construye la columna 3 acumulando las unidades contenidas en cada gru
po, y se toman de una tabla de números al azar 10 números menores que
372 ; supongamos que se encuentran los siguientes:

58 117 3329 72 128 96 326 199 202

Las unidades 29 y 38 caen en el grupo 2
ti ti 58, 72 y 96 ii n II II 4
I! II 117 y 128 " ii II II 5
II ti 199 y 202 " ti ti n 7
II ti 326 ” n ii ti 12

Resulta asi ave solo será necesario numerar parte de las
unidades de 5 de los 14 grupos, bel 2S grupo, entran en la muéstrala»
unidades ns 4 y nQ 8 (29 25 = 4; 33 - 25 ■ 8); del 4C grupo entran
en la muestra las unidades nQ :

etc. etc.

58 47 * 11
72 47 at 25
96 •• 47 49
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DEFINICIONES Y NOTACION

Toda vez que se realiza un censo completo o una investiga
ción o relevamiento mediante una muestra9 se lo hace para tener in­
formación acerca de las propiedades o características de una pobla­
ción o universo que se ha elegido y delimitado para constituir una
entidad cuyo estudio se estima que puede ofrecer toda o una parte de>
la evidencia requerida para orientar una decisión o un curso de ac­
ción o incrementar el conocimiento. Tanto en el caso de un censo cojo
pleto como en el de la muestra, la información buscada acerca de las
características de la población, se obtiene a partir de la medición,
y el registro, bien para cada unidad de la población censada, bien
para cada una que ha sido incluida en la muestra,de ciertas "caracta
rlsticas" tales como edad, estado civil, número de habitaciones, su­
perficie dedicada a un cierto cultivo, número de explotaciones agrí­
colas, etc, etc. según que la s" unida des” que integran el universo oJa
jeto de estudio sean individuos, viviendas familiares, explotaciones
agrícolas, áreas geográficas, etc.

Sea N el número de unidades que constituyen la población,
el "valor" que una cierta característica, tiene en cada una de ellas
se indicará con

al a2 a3 ........................aN

siendo a^ el "valor” de la característica considerada en la i-6sima
unidad de la población en el orden en que las unidades están listadas
en el "padrón” .

En lo que sigue usaremos la siguiente notación:

Valor Total de la característica N
en la población 

(Total en la población) A Z a^-t- + aN “ Z— ai
1

Valor medio de la característica
por unidad en la población —
(valor medio en la población) A

Se tiene evidentemente que
A “ N n = NA

Variancia en la población:
■ N

~2 - 1 V
s - "n - 1

1

Ü.t.p.I a V



los desvíos
corrientornen

La expresión de
(usando N-lcojio divisor de
con respecto a la media ZV
te: /

2
la variancia en la población mediante S
la suma de los cuadrados de
) en lugar de la que se usa

N

tiene la ventaja de que permite escribir en forma más simple los re­
sulta dos,, los que5, cor cierto,, son equivalentes en una u otra nota­
ción.

A lo largo de estas leccionespusaremos siempre la denomina
ción de "variancia" para referirnos a So en lugar de la de "cuadra­
do medio" que suele dársele^ usando la expresión ,lvariancia sigmacna
drado" cuando nos referimos a q- ¿

En general^ en una encuesta o investigación^ son varias las carao
terlsticas que interesan y que se miden en cada uno de los indivi
dúos seleccionados^ de modo que tendrán que considerarse los valo
res de las "características" o "variables" a«b?c9 Cada una
de estas variables toma9 para el i-6simo individuo de la pobla-
ciónp los valores

respectivamente. Si
taciones agrícolas^
cas:

ai 9 bi5»c.£í) •••
las unidades de la población sonp p.e,9 expío
pueden interesar las siguientes característi-

a) Superficie total
b) " dedicada al cultivo de cereales
c) Número de cabezas de ganado vacuno^ etc.^etc.

Toda vez que tengan que considerarso varias características apbscR
.... en los individuós de una misma población^ indicaremos los reo
pectivos valores totales con

A 9

los valores medios con

A 9

y las variancias con

9
2

S-

0 9

C 9

B 9

>Sc

Extraída una muestra de extensión n9 el valor de la característica
considerada en las unidades incluidas en ella se indicarán con:

yi ^2 .........  



siendo entonces y.. el valor de dicha característica en la unidad ob­
tenida en la i-ésima prueba o extracción. y.9 es una variable que pqa
de tomar los valores a-, a_ .... a que sean distintos de los toma­
dos por yx 9 y2 , yi_1 w

El total en la muestra es:
n

y • yiT y2+............... ryn : Z~ yi

1

La media de la muestra es:

1
y - y/n = n >_ yl

1
•La variancia en la muestra es:

_n_
s2 “ —- (y - y)2
s " n-1 Z_ yl y'

1
Usando la terminología introducida por R.A. Fisher, los números:

S2

se denominan "parámetros"(de la población).
lores 

Los correspondientes va-

2y y s

que se calculan con los datos de una muestra,, se denominan "estadista
cas". A partir de una muestra se calculan "estadísticas" con las que
se pretende estimar "parámetros" de la población de donde aquella ha
sido obtenida.

Sí es t una "estadística" mediante la cual se estima un
cierto "parámetro" T„ pondremos

Est (T) = í - t

con lo que significamos que la "estimación de T" está dada por t»

En lo que sigue mostraremos que:

Est (y.'i) x y
Est (A) - N y - — y• n

Est (S2) - s2

El factor N/n por el cual se multiplica /•>! total y de la muestra para
tener la estimación del total A de la población se denomina9"factor de 
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expansión” ? y su inversa n/N es la "tasa” o "fracción11 de muestreo»

Importa observar que un "parámetro" es una constante? míen
tras que una "estadística" es una variable aleatoria función de las
observaciones. Así,, la media de la muestra

y = yi+ y2 + •_......... .... yn

es una función de las n variables y, ? y .... y~ ‘12 n.

En el caso del muestreo simple al azar» hemos visto quepde ’
una población de N unidades pueden obtenerse (5J muestras diferentes»
Para cada una de ellas puede calcularse la media y^ (i s lp2p,(
n 'y’ salv° el caso de que todos valores a^ en la población sean
iguales entre sí» se tendrán valores distintos para y p cada, uno de

los cuales se dará con una cierta frecuencia. Otro tanto ocurrirá pa
ra cualquier otra 'bstadística" ; lo que permite, decir que las "esta­
dísticas" son variables aleatorias que tienen una cierta distribu­
ción que depende üe los parámetros de la población y del tamaño déla
muestra. El que una determinada "estadística" sea admisible o prefe­
rible para la estimación de un parámetro depende de las propiedades
de su distribución. Así? en general? una "estadística" que se dis­
tribuya de modo tal que su valor medio es igual al valor del paráiqa
tro 6 que con ella se pretende estimar será utilizable para estimar
9 y de varias que tengan la misma propiedad? será preferible aque­
lla que tenga la menor variabilidad.

Para aclarar lo que antecede? como así también para facilj.
tar la comprensión de algunos conceptos que desarrollaremos más ada
lante? consideremos una población en la que una cierta característl
ca de las unidades que la integran tiene los siguientes valores:

al a2 a3 a4 a5 a6
3 6 2 4 4 8

Para esta población se tiene:

2N - 6 A - 27 Ü s 4?5 S - 4?7

A continuación damos la lista de los valores en cada una de
las 20 muestras distintas de extensión 3 que pueden obtenerse de la
población y también los valores de y e ? para cada una de ellas*



la media de las medias de las muestrasp obser-

Muestra
NQ Suma

y
Media.

9
1 362 11 3 >666
2 364 13 4.333
3 364 13 4.333
4 368 17 5.6665 324 9 3.
6 324 9 3.
7 328 13 4.333
8 344 11 3 «666
9 348 15 5.10 348 15 5.11 624 12 4.

624 12 4.13 628 16 5.33314 644 14 4.666
15 648 18 6.16 648 18 6.
17 244 10 3.333
18 248 14 4.666
19 . 248 14 . 4.66620 448 16 5.333

270

Para calcular
vanos que

20

de modo que ella es 270'/. 60 « 4.5fi es decir9 coincide con la media
y? de la población» Esto puede expresarse diciendo que la "esperan»

”za matemática" de las medias de las muestras es igual a la media de
la población.

Veamos ahora cómo compara la esperanza matemática de la variem
cia de las muestras con la variancia de la población.

Recordamos que la variancia de la muestra viene dada por

(y* - y)2

o bien» expresada en una forma más conveniente para el cálculo:

-H.t.p.I a V



En el cuadro siguiente se
culo de la variancia para cada

dan los valores requeridos
una de las 20 muestras»

para el cál

Muestra N2 yl A i
(1)

>-yi
(2) 2

(. yl) Z3

1 9 36 4 49 121/3
2 9 36 16 61 169/3
3 9 36 16 61 169/3
4 9 36 64 109 289/3
5 9 4 16 29 81/3
6 9 4 16 29 81/3
7 9 4 77 169/3
8 9 16 16 41 121/3
9 9 16 64 89 225/3

10 9 16 64 89 225/3
Ix 36 4 16 56 144/3
12 36 4 16 56 144/3
13 36 4 64 104 256/3
14 36 16 16 68 196/3
15 36 16 64 116 324/3
16 36 16 64 116 324/3
17 4 16 16 36 100/3
18 4 16 64 84 196/3
19 4 16 64 84 196/3
20 16 16 64 96 256/3

1450 1262

o sea* l/(n-l) de la diferencia de los promedios de los valores anota
dos en las columnas (1) y (2) del cuadro anterior. Se tiene así:

N
Siendo Cn el número de muestras diferentes* el valor medio de las

variancias de las muestras será:

1 1450 _ 1262 -47
"2*  **20~  ~2$~ ’ *7

<
lo que nos dice que la esperanza matemática de las variancias de las
muestras es igual a la variancia de la población»

Hemos visto que las medias de las muestras tienen una distri»
bución cuya media coincide con la de la población; una pregunta que
ahora cabe es: cuál es la variancia de la distribución de las medias?
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2 7En nuestro ejemplo: N - 6 ? n • 3 s S - A, p de modo que:

v (" \ 6-3 A .Var (y) -----------. -------- --  „ 783 .
6 3

En el ejemplo que antecede hemos hallado que,, el valor medio
sobre todas las muestras,, tanto de la media como de la varlancia de
las mismasp coincide con los respectivos valores ./,/ y S*  de la pobla­
ción, y

Cuando ocurre que una "estadística” es tal que para todo n
se verifica que su valor medio (o esperanza matemática) es igual al
valor del parámetro de la población que con ella se pretende estimar«
se dice que dicha "estadística” dap o es^ una estimación "no viciada"
(unbiased) del parámetro. En otros términos^ si

t z t ( y1 y2 .... yn )

es una función de las n observaciones obtenidas en una muestra,, y
se verifica que

E (t) = 0 para todo n

entonces t es una estimación "no viciada" del parámetro 0

Si
E (t) y 0 $) la diferencia
E (t) - 0 - /

es el "error sistemático de estimación" o el "vicio" nacido de la u-
tilización de una "función estimadora viciada" de 0 .

En la práctica? si bien et preferible utilizar estimacio­
nes "no viciadas”„ no está totalmente excluido el uso de estimacio­
nes que„dando lugar a un "error sistemático de estimación" pequeño
(que puede tender a 0 cuando el tamaño de la muestra crece) aseguran
una mayor precisión en la estimación.

En efecto^ lo que interesa en la práctica es el riesgo de error de
una estimación calculada a partir de una muestra particular^ más
que el error promedio de las estimaciones obtenidas de todas las
muestras posibles.
Supongamos que se tier>.end?s"estimadores1’ A y B9 el primero de los
cuales es "no viciado" y sí el segundo,, cuyas respectivas distri­
buciones son las que se muestran en la figura siguiente:



El valor medio de A coincide con el verdadero valor X de la pobla­
ción,, pero sólo una proporción relativamente pequeña Reí área total
que representa la distribución del "estimador'' está comprendida en­
tre los límites del intervalo (a - b) que se ha adoptado como stan­
dard para definir como "aceptable" el error de estimación. El "esti­
mador" B es "viciado" p puesto que su valor medio Xj difiere de Xo
(X-l - Xq es el "vicio" o " error sistemático de estimación "); pero
con una alta frecuencia ofrece estimaciones que son próximas a XQ 9
de modo que es menor el riesgo de errar cuando se lo use para esti­
mar X ,
Más adelante consideraremos métodos de estimación que« aunque "vicia
dos" 9 son „ eh algunos casos,, de utilización preferible en tanto
que tienen un error standard mucho menor que los "no viciados" •

De una "estadística" t diremos que ofrece una estima­
ción "consistente" del parámetro & „ cuando para n - N se tiene

t( V2 •••••• = e

Es evidente que la media y la variancia de la muestra
son "consistente" en el sentido de la definición.

En el ejemplo numérico de más arriba hemos mostrado
que:

a) La esperanza matemática de la media de las muestras es igual
a la media de la población.

b) La esperanza matemática de la variancia s de las muestras e<
igual a la variancia de la población.

y hemos adelantado que
c) La variancia V(y) da las medias de las muestras de extensión

n está dada por



,0o IRA ü ION DE a)

En el cálculo de las Probabilidades se demuestra que si
es

Z = a, x, r ao xo +• * a xx x ¿ ¿ n n

donde las a^ son constantes y las x^ variables aleatorias cualesquia
ra? se tiene:

EZ s ax B xra2 B x^......4an ® xn -K? at E x±
1

Se sigue de aquí Inmediatamente aue„ siendo

n1y =
n

será n
B(y) E

E y.poniendo

es la
media de

E

siendo /{ la media
n

1

N unidades la mue¿

En el caso
la muestra y.

de la población de
tra ha sido extraída

yl

a2 ”

E y_ -

ai

3jj p de donde

particular del muestreo simple al azar y
1 y2

al *

n y se tienen ’

n

1
N

- E yn - /.f

n

Se ha vistOo en efectoQ que la probabilidad de que un indi
nriduo de la ooblación sea incluido en la muestra en la k-ésima estrac
<ci6n es 1/NO y como ese individuo puede t^ner uno cualquiera de los
•valores a^ „ a2 0 ..... aN 0 resulta que

E(y )
n

En resumen « so tiene que en el muestreo simple al azar

E(y) -

lo aue nos Alce que la media de la muestra es una estimación "no viclfi,
ría” de 1? media de la ooblación*

t ir



DEMOSTRACION DE c)

las muestras es:La variancia ríe las medias de

Tenemos aquí que calcular

1) E y2 2) E y y
•*• J

1) Sabemos que y^ es una variable aleatoria que toma los
valores a_ n a ........... , a„ con probabilidades l/N,, y ñor lo tanto

X l'i

N

N
(a

1
y como N

(a

N

resulta
22

de una variable alea

1
N

2
ai

0 es la
ras dos

E y2
i

(ai

esoeranza matemática
(yA e yj). Esta variable aleatoria toma

(a^ ->«)

.2) -f 2^ (&t

E y®

2) E y
toria producto de

N /
1

2 1
N

(ai - ¡a

El 2q miembro puede escribirse:
N

1
N

M )*•

1.
N

N
1 x
N t

1
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a
1 +

El 2q miembro puerto escribirse:

N(N - 1)

- Z')(a 7 >—,t/(a"N(N

2
A'

puesto ave

0

resulta pues
2

i N(N - 1) /

población

Para hallar el valor rte la covariancia 
N2 2

an(N-i)

pero 
N

',) - O

2de modo que

i J N-l

;y se tiene finalmente
-22

Á-1

hallados en O y

El orimer
que suele

"COVARIANCIA" de la

(ai

(ai

1
W - i)'

Ntf2

término
indicarse con <

(ai

’ (ai

E(y y ) =
>1 *1

del 22 miembro es la
i J

N-l
^Reemplazando en (á los valores de E y ;

E(y y ) - -----1__
0 N(N-l)

observemos aue
li

que se obtienen a naneando de todos los modos
• • • • • ajj $> y

que

los N(N-l) valores a^ a
posibles dos elementos distintos del conjunto a_ 9 a *

X
carta uno rt© ellos con la orobabilidad 1/N(N-1)9 de modo

N
ai
1

iüF-~I)"¿ ¿ (ai -/ )<a

; <ai

O

ítomemos:
M.t,p. I a V
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de ^onde9 desoués de sí moles transformaciones algebraicas^ se llega a:

Recordando nuestra definición de S

E y - 2!-- n 2 p. J— // 2
N - i n /

y ooniendo este resultado en la co

V(“ó) - N ~ n M2 fe)
N - 1 n

S2 - N f r 2
N-l

de (Ó se obtiene el resultado buscado:

N-n S2 í
V (y) =----- -------- ¡

i N n !;__________ _____ i
que más adelante nos detendremos a analizar

DEMOSTRACION DE_b.
E s2 - S2

" 1 V ( -",2siendo s = ------- / I y, - y
n - 1 ™ V 1 /

(7)

M.t<,p. I a V



más arriba hemos hallado que
21

NE (s2) - ,;t2 - s2
" N-l

obteniéndose finalmente:

EL CASO DE PROPORCIONES 0 PORCENTAJES

Antes de seguir adelante derivaremos las fórmulas que corres­
ponden a las dadas arriba en el caso en que la totalidad de los in­
dividuos que integran la población se clasifican en dos grupos se­
gún que posean o no una determinada característica (p.e varones o
mujeres, propietarios o no propietarios, etc.),-

Si atribuimos el valor 1 a todo individuo que posea la ca rae
terística "C" considerada y el 0 al que no la posee (posee la carac­
terística "nr „ C”), nuestras a^-serán <selo ceros o unos y el total,

N
A = / ai

1

de la población será igual al número de unidades-"C";

N - A

Será el número de las que pos-X;': la características "no - C".

La media^/t/ de la población será

//I s A/N = P
/

M. t,pa I a V



Si representamos en P la fracción de unidades "C" en la población

Puesto que A B NP

NQ

C"

inmediatamente ob

)2

1

2 ' 2A

2 2P

P

Puesto que, por definición
N 2s

N-l
resulto

2S

de extensión n:Pasando a considerar una muestra se tendrá que:

y

de unidades "C1' incluida*  en la muestra

n y/n » py
la fracción de unidades "C" en la misma

la sute, consta de A suma ndos en los
los cuales a-j. ■ 0, de modo que

(N-A) P2

y N - Asumendos encuales a, - 1

N
---- PQ .

&
La variencda (p de la población se obtiene

servando que en su expresión
N

no es otra cosa que el número
y :

n_
Ly i
i

de donde resulta finalmente
_2

N - A « N(1 - P) =

Q será la fracción de unidades "no -

M.t.p. I a V



■ üi se pone
se obtendrá

q » 1 - p, por el misno camino seguido más arriba,

2 »
s -------p.q

n - 1

Por cierto que también en este caso se tendrá:

e (y) » e (p) B p

E (S2) = S2 c  PQ
N-l

teniéndose para la variancia de p:
o

N-n S N-n PQ
V (p) c------. =--------------

N n N-l n

Variancia relativa- Coeficiente de variación

La variancia

de la población está definida en términos de los desvíos absoluto*
4/ .Si en lugar de estos, se consideran los desvíos relativos

lo que se denomina la "variancia relativa" de la característica £
en la población, y su raíz cuadrada es el "coeficiente de variación"

Que no es otra cosa que el desvío standard medido en unidades de la
media.

En general, la Variancia de la variable "relativa"

Z - E (z)

E (z)

IM.t.p. I a V
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(cuyo valor medio es cero), se denominará "Variancia relativa" de
Z, y su raíz cuadrada será el "coeficiente de variaolóá’Xde la misma.

La "Variancia relativa" de la media y de muestras simples al
azar de una población de N unidades cuya media y variancia son U
y $,• respectivamente será : /

v ( y) / 1 1 \ s2
|E ( z/| 2 \ n N / Ál2

y el "coeficiente de variación":

C.V

Puesto que para la estimación del total de la población se tiene:

se sigue que:

O
y » B y v(y) • ir v (y)

V (y) N2 V (?) V (y)
(e (y)J2 n2Íe (y>l 2 E (y) |2

es decir, las estimaciones del total y de la media tienen la misma
Variancia relativa y, por ende, el mismo coeficiente de variación.-

Cuando se trata de porcentajes, hemos visto c^ue

rp 2 = P Q

de modo que C.V - \/q/P

y el coeficiente de variación de la estimación p de P,
muestra de extensión xj, será : .

IÑ - n 1 ~
C.V \l . —. ----

« N - 1 n P

basado en una



EL FACTOR DE FINITUD 25

En las fórmulas que dan V(y) y V (p) aparecen los factores

N - n N - n--------- y---------
N N - 1

Ahora, se sabe- que, para muestras de extensión n de una po­
blación infinita, la variancia de la media y, está dada porij'y^de
modo que la única diferencia cuando se trata de poblaciones finitas
de N unidades es la Introducción de los factores arriba mencionados.
Estos factores, gqe reducen la variancia de la estimación, se denomi
nan "factores de finitud”. Con ésta denominación abreviamos la más
ccrrecta, pero larga^ de "factores de corrección que surgen por tra­
tarse de una población finita".-

Si la tasa de muestreo n/N es pequeña, el factor de finitud
es próximo a 1 y el tamaño de la población no tiene mayor efecto
sobre la variancia de la estimación , En la práctica el factor de
’ *.  finitud puede ignorarse toda vez que la tasa de muestreo sea in«r'
ferior al 5%, y en algunos casos aún cuando llegue hasta un 10$, El
efecto de la no consideración del factor de finitud será sobreesti­
mar la varriancia de la estimación.-



El "error standard"- Precisión de las estimaciones»

La variancia de una característica £ en una población de N indivi­
duos, ha sido definida mediante:

N - 1

dondees el valor medio de dicha característica. La raiz cuadrada
de la anterior expresión, es el "desvío standard".-

Hemos visto, por otra parte, que la varianci?. de la media y de una

muestra simple al azar de extensión n de esa población es: 

N

y su raíz cuadrada es el"error standard" de la estimación y de • y/U f

que indicaremos con •“

El "error standard" no es otra cosa que el"desvío standard" de la
distribución de una "estadística".- En lo sucesivo usaremos la deno­
minación de "error standard" para referirnos a la raiz cuadrada de

- X

la varia:.'.ci¿.< de una estimación, reservando lo de "desvío standard" v

;para la correspondiente expresión referida a la población. En efec-

‘to, el "desvío standard" es una constante que expresa la variabilidad
<de los valores de la característica que interesa en la población, al
ligamento en que se la estudia, mientras que el "error' standard" exprese
‘la vari¡ib:.'?Jd?d de una estimación construida a partir de una muestra
«extraída de la población y depende, como veremos más adelante, del
esquema de maestreo, y del..particular método de estimación empleadof
«que determinan la forma de la función que lo relaciona conciertas
propiedades de la población.-



La denominación de "error standard" sugiere la idea de una me­

dida o normapara la evolución de un "error", que en este caso es la

discrepancia entre una estimación y el valor estimado-siempre y cuan­

do la primera tenga al segundo como valor medio o "esperanza matemá­

tica" (»)- de modo tal que en general,está dado por:

{ \ 2E ( z - E (2))

limitándonos por ahora al caso de la estimación de la media^p median­

te la media por elemento en una muestra simple al azar de extensión

2 , puede lo anterior justificarse al considerar que, para valores
fijos de N,S y n,es prácticamente cierto que el error o la discre­

pancia entre la estimación y el valor estimado no superará a 3 veces

el error standard.-

Por prácticamente cierto se entiende eme es pequeño el por­

centaje de casos en que, la repetida aplicación de la misma operación

de maestreo, dafá resultados que no satisfacen la desigualdad indica­
da. - 

(•) El valor medio del cuadrado de los desvíos con respecto al
valor estimado de una estimación z cuya esperanza matemática es

distinta de dicho valor estimado, suele denominarse "error medie
cuadrático".- La diferencia entre el valor estimado y la esperanza
matemática de la estimación, es el "vicio" o "error sistemático de 

estimación",-

La

ra

es menor o igual que l/t2_

anterior afirmación se funda en el teorema de"Tchebycheff" que di­

ce que: ' Si una variable aleatoria X . tiene una distribución cualquie-
2de raedla^ y varian.ciaCT la probabilidad de que se verifique la 

desigualdad J.

M.t .n.



Ahora, puesto que la media y tiene media// y variancia

) ó*

resulta que para cualquier t Q se tendrás

de modo que, tomando p.e. t 3, resultará que la probabilidad de

desvíos mayores que 3 veces el error standard es 1/9.-

Por otra parte, se demuestra en el cálculo de las probabilidades que

la distribución de los medios de muestras de extensión n extraídas

de una población infinita cualquiera, tiende a la normal cuando &

crece indefinidamente.- Ahora, dados los tamaños de las poblaciones

y de las muestras que de ella se extraen,con que se trabajó en la

práctica y cuando no hay en la población individuos en lo que la ca­

racterística considerada toma valores inusitados que desvían nota­

blemente del conjunto de los restantes, es admisible la utilización

de las frecuencias con que se dan los desvíos de una variable que

se distribuye normalmente para aplicarlos a las desviaciones de la

media con respecto al valor que ella estima en muestras simples al

azar de poblaciones finitas.-

Admitido esto, puede afirmarse que en no menos del 95$ de los

casos la estimación estará comprendida en el intervalo

y, en el menos el 99.7$ en el intervalo ± 3

Es así como el "error standard" sirve como patrón de la pre­

cisión, en tanto que permite fijar límites, que serán superados

con probabilidades conocidas, a las desviaciones de una estimación

(en nuestro caso de la media) con respecto al valor estimado.-

La posibilidad de evaluar objetivamente la precisión de una

estimación, es característica esencial del aletitwrici, que lo
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distingue de cualquier otro método de investigación parcial de una pfl
lalación destinada a ofrecer datos cara la construcción de estimacio­
nes.

la precisión de la estimación de la media en el mués-
treo simple al azar, puede también expresarse en términos del coefi­
ciente de variación , el qué, como hemos visto viene dado por:

C -V % -V H f) • c .Va

cuyos múltiplos determinan intervalos con centro en la media dentro
de los cuales estará el "error relativo" con probabilidades iguales a
la s da da s más s rr iba ,

La fórmula que da el error standard de la media y en el
■muestreo simple al azar de una cierta población,, muestra que 61 depen­
de únicamente del tamafio'K de la muestra, por lo que, en este esquema
de muestreo, el aumento de la precisión de la estimación sólo puede 1q
¡grarse incrementando el número de unidades incluidas en la muestra.

Más adelante veremos cómo, manteniendo el mismo esquema
•de muestreo, puede construirse una estimación de la media de la pobla­
ción que tiene, en ciertas condiciones, una precisión mucho mayor, pa­
ira el mismo tamaño de la muestra, que la estimación obtenida mediante
lia media por elemento en la muestra ( V. " estimación por cocionto ").

La posibilidad de esta otra estimación requiere ol co­
nocimiento previo de los valores, para cada uno de los individuos in­
cluidos en la muestra y para la población total, de otra característi­
ca b relacionada de un cierta modo con la a .

Si es

l.a medie de una muestro simp’’e
-o ión cuya media es ,(z y si

1 azar de ex'cnslún
indicamos con

n de una pobla-
el error stan-

■d.t.p.
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dará de la estimación, hemos visto que es posible afirmar que en más

lo que nos dice que-supuesto conocido el error standard -con

probabiiic'.ad superior a .99, el intervalo de amplitud 6 cenirr 1

trado en la media de la muestra, comprenderá el verÓAdere valor

que so pretendo estimar,.

El intervalo - . , 
rj<r?

Es el"intervalo de confianza" de la estimación, para un coeficiente

de confianza del 99%.- El intervalo ni + ¿ (p, es el "intervalo de

confianza" para un "coeficiente de confianza" del 95%.-

Todo lo que antecede vale también para el caso de la estimación 

del total de la población o de un porcentaje, estando entonces los 

respectivos intervalos de confianza dados por:
N ñ t k <r _ > t k cr

¿i h/ I r
donde k será igual a 2 ó a 3, según que se considere un coeficiente

de confianza del 95 o del 99 por ciento.-
Puesto que los errores standard , (F . « , dependen del

ó N r
tamaño n de la muestra, se vé que la precisión de la estimación pue­

de hacerse tan grande, o bién la amplitud del intervalo de confian­

za tan pequeño como se quiera-para un coeficiente de confianza pre-

M.t.p.



vj,

determinado-eligiendo n> suficientemente grande.-

Hemos supuesto hasta ahora que el error standard de la estima­

ción era cnnooidoplo que supone que es conocida la variando de los

valores de la característica que se estudia en la población.- Ahora,

no es este precisamente el caso común en la práctica y mas adelante

mostraremos cómo la muestra misma ofrece los medios para estimar el

error standard de / modo tal que la evaluación de la precisión de

una estimación se obtiene a partir única, y exclusivamente, de los

datos do la muestra.-

M.t.p.



DETERMINACION DEL TAMAÑO DE LA MUESTRA

Una cuestión que de inmediato se plantea cuando se pía,
o a una encuesta mediante una muestra es? Cuál es el tamaño que ha de
e¡ner la muestra? Así planteada, la pregunta es incompleta y para que
uieda intentarse una respuesta es necesario agregar? ,,,"para estimar
1. valor requerido de la población con tal o cual precisión y tal o
uial grado de confianza do que la estimación está comprendida dentro
Gil margen de error admitido.

Los principales pasos en la determinación del tamaño
ei la muestra son:
,1-) El establecimiento de lo que se espera de la muestra y esto en

é’rminos deL límite de error admisible,o bien en términos de alguna
escisión o'acción que ha de tomarse una. vez conocida el resultado de
ai muestra,

22) La determinación de la ecuación que liga el tamaño de la mués
r?a con la precisión deseada0

32) La estimación del valor de aquellos parámetros de la población
me figuren como tales en la anterior ecuación,

42) La apreciación del valor que se obtenga para n desde el punto
a vista de su consistencia con los recursos disponibles para la eje-
uicüón de la operación de maestreo. Esto supone una estimación del
osto, trabajo, tiempo, materiales, personal y otros recursos necesa­
rios para tener una muestra del tamaño requerido.

Suponiendo que se trata de estimar la media de los va­
cares de una cierta característica q. de una población de N unidades,
i es g el margen de error elegido... lo que se requiere es que el tama
o {i de la muestra sea tal que ella ofrezca una estimación y de JgL/
ni que sea pequeña la probabilidad de que se tenga: / 

d

epresent^ el riezgo de que la estimación discrepe del valor estimado
m más de d, y el valor que para ella se elija depende del grado de
confianza que se desea asociar a la predicción de que el error de es­
tación es inferió?? al límite d prefijado#
m general, se eligen parac/ los valores

uiestra simple al azar de extensión n es:

exigen para vi .luw vuawbd o /o w jl /jz

Hemos visto que el error standard de la media de una

riendo S el desvíp standard de la población, Expr^ndo ¿ en términos
sel error atondara siendo t un- -xerta uonsh’nte positiva:

expresión que resuelta con respecto a n dá:
í.t,p, . 1' a V



n -
(tsf
1 d ;

!♦ 1 C“S)2

Poniendo

ts 2
(~) = no

d
queda finalmente

n ~ no
1 +- n0/n

Si el tamaño IT de la población es grande, bastará tomar
nQ como tamaño de la muestra.

Hemos visto más arriba, que salvo en el caso de que haya
en la población elementos en los cuales la característica estudiada to­
me valores inusitados, puede afirmarse que, con probabilidades inferio­
res a .05 y .01, respectivamente, los desvíos de la estimación supera­
rán a 2 y 3 veces el error standard, de modo que, si en la fórmula que
dá no se toma t = 2 ó 3, el valor que se ó.btenga para n asegurará que
la muestra ofrecerá una estimación tal que el rie.^o de un error supe­
rior a d será menor que 5 $ ó 1 respectivamente.

Se signe de aquí que, fijado el riesgo de un error supe
rior a <1 en un 5 $ o en 1 se trata, en última instancia de determi­
nar n de modo tal que el error standard

SV<FV

de la estimación sea igual a 1/2 o a 1/3, respectivamente,de d.

EjemrJos En una empresa que cuenta con 13,000 obreros se -desea estimar
mediante una muestra el salario promedio horario con un error inferior
a b$ne 0-10 y un riesgo de 1 Se sabe que el desvío standard de los
salarios'horarios es n$n. 1,25. Cuál es el tamaño que debe tomarse?

Siendo d “ 0,10 t ~ 3 S - 1,25
se tiene 2

no =( ~ 1<‘406^" ~ 1«407

de modo que

n - 1,407 i lo 270
1 j. lo407

13.000

Si que d/t no os ¿ino e3 error standard (7 y
de la redi'1' puede ponerse

2 „ 2
% = (—) «

d u y
T n V



le que muestra que n no es sino el cuadrado del cociente del desvio
standard de la población y el error standard de estimación requerido.

De la formula anterior se sigue inmediatamente que

n = (c-va)2
O _---- p

(C.V.y/

adonde C.V y 0<>V_ son, respectivamente, los coeficientes de varla-
a y 1

ción de la población y de la estimación, de modo que n puede expresar
; se: ” .

n - 1
ih<c-^2

(C.Va)2

entendiéndose que C.V- es el coeficiente de variación deseado para la
estimación, y ~ '

Fijado el límite de error relativo

d’ = (y

el valor que en la anterior fórmula se tomará para C.V- será igual a
d’/2 6 d’/3, según que sea 5 % ó 1 % el riesgo que se yadopte.

Para N grande, la anterior fórmula se reduce a:

Ejemplo: Se desea estimar con un error relativo del 10 % (y un riesgo
de 5 el ingreso medio mensual en una población de 100.000 familias.
En base a estudios previos se sabe que la variancia relativa de los
ingresa familiares mensuales es (C.Va)¿ B 1.5. Cuál es el tamaño de
la muestra que debe tomarse?

Siendo el riesgo 5 el coeficiente de variación C.V-
deseado es 5 de modo que ( por ser N tan grande) se tendrá: y

n - ilÉL - 600.-
“ .0025 "

Más arriba hemos visto que el error standard de la es­
timación p de la proporción P de individuos que en una población de N
tienen úna cierta característica " C '' es:

cp2\/TT?. '\/ET'v p V N - 1 *V  n.

de aquí se obtiene Inmediatamente que para un error dado d y un cier­
to izo, el tamaño n de la muestra requerido es:

t2PQ
d2

n = 17\SS’ - i)
F d¿
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o bien poniendo

no

Como en el caso anterior, se temará t s 2 6 3 según
que se adopte un riesgo de 5 % 6 de 1

En la fórmula que dá & figura el desvío standard, el
coeficiente de variación o la proporción P de la población, que son
parámetros ciertamente desconocidos al momento en que debe calcular­
se el tamaño de la muestra a extraerse, La posibilidad de la utiliza
ción de la fórmula requiere pues que de algún modo se haga una esti­
mación de uno u otro de dichos parámetros. Como" puede llegarse a te­
ner tal estimación depende de las circunstancias particulares de ca­
da caso; así, puede quizá disponerse de información obtenida en estij
dios previos acerca de la misma característica o de otra semejante o
asociada, o bien, puede ser necesario recurrir a una investigación
piloto para lograr la .información requerida para esa estimación.Cua¿
quiera que sea el procedimiento debe tenerse presente que una estima
ción de dichos parámetros muy alejada de su verdadero valor puede sig,
nificar que se tenga, ya sea un valor de $ demasiado reducido para a¿
canzar la precisión deseada', ya un Valordemasiado grande, lo que sig­
nifica un exce so innecesario cíe costo, Por cierto que una vez tenida la
muestra, puede objetivamente juzgarse el grado de precisión alcanzado
realmente.

En el caso de tratarse de la estimación de un porcentg.
je. puede tomarse 0,50 como valor de P en la fórmula, en cuyo caso se
tiene el valor máximo de n con el que ciertamente se satisfará la*co¡j
dición de precisión impuesta. Este procedimiento es aplicable toda
vez que no sea particularmente costoso comparado con cualquier otro
procedimiento que permita lograr otra estimación de P más próxima a
su valo” real en la población,-

M,t,p. I a V



EL ERROR STANDARD. SU ESTIMARON A PARTIR DE LA MUESTRA

En todas lasante! ores consideraciones acerca del error
standard de una estimación, se ha supuesto conocido el valor del de¿

vio standard en la población, lo que por cierto no ocurre generalmen­
te en la práctica. Resulta así que, para evaluar dicho error standard
es necesario recurrir a una estimación del parámetro de la población
del cual depende, la que, como veremos, puede obtenerse a partir de
los datos mismos ofrecidos por la muestra.

Hemos visto más arriba cue, siendo

n-1 Y

la variancia de los valores en una muestra simple al azar de una cier
ta población el valor medio de la misma para todas las muestras posi­
bles, es decir, la '‘esperanza matemática" de g2, verifica

E (s2) = S2

lo que significa que (además de "con.cistente")es s2 una estimación “no
viciada" de la variancia de la población. Se sigue de aquí que

v (y) = (X - -X) s2
n N

será una estimación **no  viciada" de la variancia V (y) de las medias
de las muestras. Otro tanto ocurre con las estimaciones

v (y). »s v (p) ■

de las varianclaa del total y y de la fracción jo.

Importa observar que el desvío standard sde la muestra
no es una estimación "no viciada" de S. ae modo que el error standard
estimado estará afectado de un "error sistemático". Este error es, en
general, pequeño y tiende a cero cuando el tamaño de la muestra crece,
y en la mayoría de las aplicaciones no tiene importancia alguna.

2 2La variancia relativa S /u se estima mediante
/ 2 ,-2

Esta estimación, si bien es "consistente", es "viciada"
pero cqmo en el caso de s, esta circunstancia no tiene importancia prác

M. t. n
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tica si el tamaño de la muestra es razonablemente grande.

Tanto s2, como s y q,y,, calculados con los valores ob
tenidos en la muestra, son variables de muestra a muestra, y su coef£
cíente de variación en todas las muestras posibles medirá la preci­
sión con que estiman el correspondiente parámetro de la población»

A continuación se dan, para
posibles de la simple población hipotética
de JL y

Muestra NQ Media: y. s2

cada una de las 20 muestras
de la pág, 11, los valores

s_ 

1 3.666 4.333 2,129 .581
2 4,333 2.333 1.528 .353
3 4,333 2.333 1.528 «353
4 5,666 6.333 2.517 .444
5 3» 1. 1. • 333
6 3. 1. ') l.t. • 333
7 4.333 10.333 3,217 .742
8 • 3.666 .333 .577 • 157
9 5.-' 7. • 2,646 .529

10 5. 7.C 2.646 .529
11 4. 4. . 2. . .500
12 4.' 4. 2. .500
13 5,333 9,333 3.055 .573
14 4.666 1,333 1.137 .244
15 6. * 4.C 2. .333
16 6# 4.1 2. .333
17 3,333 1.333 1.137 .341
18 4.666 9.333 3.055 • 655
19 4.666 9.333 3.055 .655
20 5.333 1.333 1,137 .213

Total 93.996 39.364 8.701

Promedio 4,7 1.968 .435

Población 4.7 2.168 .482

En las dos últimas líneas del cuadro se comparan los
valores medios sobre todas las muestras de s2^ g y con los va
lores correspondientes de los parámetros g2^ s y de la pobla­
ción que aquellos estiman, lo que pone de manifiesto el "vicio**  de
que están afectados los promedios de s y c,v.

Para obtener la expresión de la variancia relativa de
s2 en muestras simples al azar de extensión n, se parte de su defini
ción:

c v 2 = B (s2 ~ E32)\es4 - (Es2)

‘ *3 2 (e s2)2 (E s2)2

y todo se reduce a calcular Es4.

M. t.« 
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la población, y se poneSi es Aá la media de

Desarrollando cada uno de los términos que figuran entre corchetes en
el último miembro, resulta:

n n n

requiriendo la obtención del resultado buscado la evaluación de las
siguientes esperanzas matemáticas

EZ14 Zj2 Ezl3Zj Szi Z} ’k am

Estas esperanzas matemáticas deben calcularse teniendo
presente oue, tratándose de un esquema de muestreo ”_sln. reposición1’,
los desvíos z-, Zg, ... z no son independientes. La obtención de

los valores de esas esperanzas no es difícil, pero si larga y tediosa,
de modo que nos limitaremos a dar el resultado final:

M. t.p



3(n-l)(n-2)(n-3)N
n(N-l)(N-2)(N-3)

N2(n-1)2
~ (N-l)2

d conde
4/<T4

N

8 1 se supone que la población sometida al maestreo es infinita op lo
qiue es equivalente^ que el esquema de maestreo es "con reposición”^el
problema se simplifica pues entonces z^ z^ z^ son independien

tes y se tiene; o o 90
Ez^Zj = Ez^Ez^ (i 0 ,1)

3 3Ez^ z^ s Ez-j/ Ez.¡

EBl3zjzk = Bzi2EzjEzk

ai!jW EzlEzjBzkEzm

y son todas nulas^ con excepción ^e la primerap dado que Ez^ - 0

Se tiene entonces en este caso;

Ez^ - . JL. n//A + SnCn-l)^ - —3(n--l) q-
J n n3 U



s.i endo

A : EV CT2: A2 = Ezi2

4
Reemplazando los anteriores valares en la (l)p y restando p luego
fdo simples operaciones algebraicas so obtiene:

Es4 - CT4 - . n-3
' n n-1 n

o bien9 finalmente :

c.v. g E? - " (2)
s 4 n / n-1

si n es relativamente grande,, puede temarse (n-3)/(n-l) como siendo
igual a lp y se tiene la expresión aproximada:

C,v.®2 i 2-0? - 1) (3)

Para determinar la esperanza matemática, y la variancia de ss pongamos:

s2 =Q'2 4- z

donde z es una variable aleatoria que verifica:

Podemos escribir

E(z) “ 0 E(z2) = V(s2)

s = (CT2 .1/2 .
z)

de donde tomando los primeros términos del desarrollo en serle del úl«
timo miembro,, se tiene la siguiente aproximación :

cuya esperanza matemática es: ,

E(s) = CT 1 - ~e
8

M.t.p



Este resultado Done de manifiesto ene el valor medio de 5. subestima al
verdadero valor CT5 y también que esto error sera insignificante si el
tamaño de la muestra es suficientemente grande.

Partiendo do la (4) os fácil hallar la expresión de la variancia da la
estimación js. En efoctop puesto quo pop definición es :

V(s)

se tiene:

v(s) s cr2

de donde resulta como expresión aproximada de V(s) :

v(s) 4 
4(7 2 (5)

De la anterior se obtiene como expresión aproximada del coeficiente
de variación : 

o bien :

(6)

(7)

que da una mejor aproximación aplicable cuando n es pequeño o cuando
es próxima al» ~~ {

Los resultadas precedentes muestran que la precisión de la estimación
s basada en una muestra de extensión n depende del valor del parámetro

de la población^ de modo tal que si se desea tener una estimación de
precisión determinada;, a saberp con un coeficiente de variación dellC^
P.e.p se requiere algún conocimiento previo acerca del valor del momqa
to reducido de 4Q orden de la poblacónp con lo cual podrá entonces da
terminarse el tamaño n do la muestra que debe tomarse para alcanzar •
esa precisión.

Si se conoce p a partir de la (6) puede calcularse n que vendrá da-.
do por : /

fi - 1n - (8)
s

de modo que si de desea un coeficiente de variación del 10 % para que 
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s_ pueda considerarse como siendo uno e-st-tmo-eiAn fidedigna d© {J"p' deberá
2tomarse C.V X ,01n de modo que será :

nX/ísA
.04

Es sabida que para una población normal el momento reducido de 42 or­
den es igual a 39 de modo tal que una muestra de 50 unidades ofrecerá
una estimación cuyo coeficiente de variación es igual a 10 %.

Ahora bien,, desgraciadamente^ en la práctica es muy poco frecuente en­
contrar poblaciones en las que los valores de las características que
interesan se distribuyen normalmente,, en particular en las uoblaciones
que se enfrentan en los estudios demográficos^ económicos o socialespen
las que5 en general^ los valores de/2 superan notablemnnte al que es cfi
racterlstico do la distribución normal.

La distribución de los departamentos de las Provincias y Territorios
Nacionales de la República Argentina según el número de sus habitantes
a la fecha del 42 Censo,, tiene un/3 s-20.01.

Valores más altos tienen las siguientes poblaciones ( ♦ )

Explotaciones Agrícolas en los E.E.U.U, - 1940

(según su extensión en acres)

Extensión
sacres’7

Por ciento de
explotaciones

ha sta 10 8.3
10 9» 29 16.6
30 M 49 12,6
50 «■ 69 8,4
70 99 12.8

100 ■B 139 11.3
140 •• 179 10,2
180 219 4,6
220 •B 259 3,4
260 BB 379 5.3
380 BB 999 4.9

1,000 BB 4.999 1.4
5,000 y más ♦ 2

192
869
4,53
603

(,) Mencionadas por Hansen,
and Theory", Vol, I? pp.

Hurwitz y'Madow en "Sample Survey Methods
142 y 143,

M.t,p.



G i o s  minoris t a s_ inde pe ndie ntes en E«E,U,U. - 1939

(según monto de las ventas).
—T.........-----............. ...............V ■■■■■■■ —

Monto de las ventas
“ ----------

Por ciento
de comercios

P = 5,905

Hasta
50

50
99

93,36
4,11

100 299 2,03 i.
300 499 ,28 = 22,348
500

1,000
999

- 4,999
Jog 0 = 153,067

5.000 y má s ,01 C.V, = 6,85

Poblaciones con valores grandes de ¡3 nc son la excepción*  y es eviden­
te aue el muestren simple al azar será un mótodo particularmente inefi
ciente teniendo en cuenta el tamaño do la muestra que se requiere para
tener estimaciones lo suficientemente precisas para que sean de alguna
utilidad. Otros son los métodos de muestren que en estos casos deben £
pilcarse.

Cuando lo que interesa en una población es la proporción de individuos
aue poseen una cierta característica nC"p es posible dar algunas reglas
para determinar el tamaño de la muestra requerida para estimar la va-
riancia con un grado determinado de fidedignidad.

Un razonamiento análogo al que llevó a determinar la variancia. en una
población en la aue la fracción P ^e individuos poseían una, cierta ca­
racterística "C"9 permite demostrar aue

N
/\4 = N y (yi - P)4 =pCl-p)4+^<°-p)4 c PQ-3P2Q2

y

do donde se sigue^ puesto que,, como hemos visto
o—2cr = pq

que /7 - 1 - 3
P PQ

M. t, p,



I
de modo que reemplazando este valor en (7) tenemos :

como expresión del
una muestra simple
la población»

Imponiendo a C.V.
n = 60 se tieneJ

C.v.3
¡ 1 (1 4n-6 \

I 4nk PQ n-1 /
(9)

coeficiente de variación de s. calculado a partir de
al azar de extensión n*  extraída con reposición de 

la condición de ser igual a.l*  si se toma en (9)

(10)

do donde se sigue fácilmente :

P2 ~ P -+■ ,1571 . O

ecuación de 2e grado que dá para P los siguientes valores s

P1 a .20 P2 = .80

de modo que C.V.g será menor que .1 para cualquier valor de PQ superior
a ,16 (siendo n 60), En efecto*  siendo a una fracción positiva menor
que ,60*  si se tiene s

P - .20 + a

Q s l-(.204-a) - ,80-a

resulta ‘ PQ «.16 + .OO-a - a^

lo quo muestra que PQ > ■ .16. Ahora*  el 2Q miembro de la (10) decrece
cuando PQ crece*  de modo que si la igualdad (10) se verifica-para

PQ-.26,el 22 miembro será menor que .01 para cualquier PQ^.16.

Se concluye de aquí que*  C.V.g será menor que 10 % para una muestra de
extensión n = 60 toda vez quo se tenga

.20 < P ^.80

t’or otra parte*  si P * .20*  la proporción p en una muestra de extensifri
n s 60 estará comprendida en el intervalo

.20 - z\ = .10 * .20 + 2\ — s .30
V 60 \ 60
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y si P ~ e809 p estará en el intervalo

'80 - 2 vil-s -70« ,80 •+• 2 ~ e90

Estos resultados nos permiten afirmar quep si en una muestra de extqa
sión n " 60 la fracción £ está comprendida entre o30 y #70» el valor
P en la población,con alta probabilidad estará comprendido entre .20
y o80p

De aquí se sigue que una muestra de 60 unidades será suficiente para
estimar el desvío standard do una proporción^ que está comprendida egj
tre 30 y 70 con un coeficiente de variación inferior a 10

Una segunda regla9 dada por Hansenp Hurwitz y Madowp y que no demostré
remos aquí-, dice que! ’?a sean o no9 p 6 q9 menores que 30 si np y nq
son ambos mayores que 35 3 el coeficiente 'de variación de s será menor
que 10 %0

Cuando las características cuyo estudio interesa son variables cuantié
tativas tales como! sal'"?iosp monto de ventas^ extensión de explotada
nes agrícolas9 “ingresos familiares^ etccp no es posible dar reglas se­
mejantes a lascfe'inás arriba9 y todo depende de; conocimiento que de aj,
gún modo se pueda lograr acerca ^e la población que se pretende estudiai
Si puede afirmarse,, en general quep si el tamaño de la muestra es supjQ
rior a 500 unidades„ la estimación del error standard será suficiente­
mente precisa9 siempre y cuando la población no sea notablemente asimá
trica o tenga alguna otra peculiaridad que signifique un particularme©
te alto valor para A o-



Cuadro NQ

POBLACION HIPOTETICA DE N e 15 INDIVIDUOS

(Característica: ¿ Ingresos mensuales)

Individuo Ingresos

NQ $
1 aj s 1.000

2 000

3 93 « 1.500

4 84 S 3.000

5 35 « 2.500
6 36 » 5.500

7 87 « 4.000

8 8g ® 000

9 ag s 8.500

10 310 ■ 2,500

11 aii « 7.000

12 8*̂2  ® 8# 000

13 ais s 2.000

14 a14 * 3*500

15 ais « 1.500

Total de la población: A ■ $ 57.000

Ingreso medio por individuo: $ 3.833,33

Desvío standard: q" ■ $ 2.394¿35vj a

Coeficiente de variación: C V„ ° *625



DISTRIBUCION DE LOS VALORES MEDIOS DE TODAS LAS MUESTRAS POSIBLES

DE EXTENSIONES n c 1, 2, 3, 4 Y 5 QUE PUEDEN OBTENERSE DE IA

POBLACION DEL CUADRO NQ
—— '■ 1 ■■ . — — ■ ■ ■■ I— -4

Col. 1 jNúmero de muestras, de cada uno de los siguientes
Ingreso medio ¡tamafios, que dan ingresos medios estimados compren

estimado idldos en los distintos intervalos de la Col. 1
t,mi±es m^n.) n - 1 n « 2 ¡ n = 3 n r 4 n a 5

o 75 - 1.25 -1
e» BB

1.25 - le75 21 5 12 6 5

l0 75 - 2O 25 2 12 37 60 87

2.25 - 2,75 2 13 52 130 240

2O75 3Ü 25 1 11 58 178 439

3.25 - 3.75 1 11 60 243 609

3.75 - 4.25 1 9 72 248 627

4.25 - 4.75 BB 9 58 203 493

4.75 - 5O25 1 11 42 150 311

5O25 - 5.75 1 10 29 86 138

5O75 - 6C25 BB « 19 41 45

6o 25 - 6. 75 BB 3 9 15 8

6075 - 7.25 1 3 5 4 1

7«25 - 7,75 BB 1 2 1 BB

7075 - 8.25 1 1 BB «B

8O25 - 8.75 1 1 bb BB ■B

Total: Cn16 15 105 455 1.365 3.003

Promedio: 3.833 3.833 ! 3.833 3.833 3.833



DEPAR?A®^2S_.DE..LAS_.PR0VINCIAS y TERRITORIOS NACIONALES SEGUN

SU POBLACION A LA FECHA DEL IV CENSO GENERAL DE LA NACION (1)

1
NQ de habitantes i¡_____________ 4

Departamen ■
tos

------- . __.j

NQ de habitantes
i

Departamen
tos

4
5.000 92 110.000 - 120,000 2

5.000 - 10.000 90 120.000 - 130.000 5

10.000 - 20.000 106 130.000 - 140.000 Mi

20.000 - 30.000 54 140.000 - 150.000 4

30.00Q - 40.000 33 150.000 - 200.000 w

40.000 - 50.000 23 200.000 - 250.000 3

50.000 - 60.000 16 250.000 - 300.000 2

60.000 - 70.000 12 300.000 - 350.000 1

70.000 - 80.000 3 350.000 - 400.000 1

80.000 - 90.000 6 400.000 - 450.000 M*

90.000 - 100.000 6 450.000 - 500.000 *M

100.000 - 110.000 1 500.000 - 550.000 1

L .

/
1 461______

Fuente: tv r«n«o General de la Nación (1947) - Resultados Genera"e??" cS de Población - Informe el - Dirección Ge-
neral del Servicio Estadístico Nacionalo

27.267

40. 670

C.V. 1.49

= 20.01



Capítulo II

M.t.p.
II - 1

UNA POBLACION DIVIDIDA 

.EN ESTRATOS

1) Descripción."- El esquema de maestreo de una población dividida en
estratos ("muestreo estratificado") supone que la población de N
unidades ha sido clasificada en un cierto niímero k de grupos cada

uno de los cuales consta de N. N n N unidades y ta­
les que f x ¿ 3 k

K •*

>.___ ■=N-
h- 1

Los grupos o subpoblaciones, que en su conjunto forman la
población total, se denominan "estratos". La máxima ventaja de este
esquema de muestreo se logra cuando las N. son conocidas.-

n
Esquemáticamente, la situación puede representarse del mo­

do siguiente:

Estrato^Nfi 1 2 • • h • • • k

hl
a12

a21

a22

ahl

ah2
• • • • akl

ak2

•

alN .

•

•

X

•>

•••

•

ahN
h__.

•
•
•
•

akN
______ k

Población en
el estrato : N1 "a • • Hh • • • Nk

Total ; A1 A2 • • Ah • • •

Media :

Variancia:

Ai A 2

4

• •

• •

A h • • •

• •

Ak

k
N

M.t.p. II



¿fe! "\V?lor una oferta característica
del h-esimo estrato. Es evidente que :

para el j-ésimo
II -2
indivi-

Si indicamos con A el
sidera en la población,
ción total, tendremos :

valor total de la característica que se con-
y con XV la media por unidad en la poblá­

is

A - ) A -
-/-----h ~

h- 1

El objeto delmuestreo
valores para la población.

2_ » =A/H-
1

es estimar uno u otro de los anteriores

En el "maestreo estratificado simple al azar".- que es el úni­
co del que nos ocuparemos— la muestra, de extensión total n se for­
ma extrayendo una muestra simple al azar de cada uno de los estratos,
teniéndose asi k muestras - independientes - de extensión nx ,ng...

Indicando con y, el valor de la característica estudiada
para la- unidad incluídahen la muestra en la j-ésima extracción del
h-ésimo estrato, el esquema, análogo al de mas arriba, para la mues­
tra será ;

Mst,p„ n,



k

ykl

yk2

a

Maostra.'^el
estrato^

1 2 • •
• • ■ •

h • •

yhl •••yn yai

Extensión de
la muestra

y12 ?22
• »

Yin Y2n _•i- ¿»

*1 “2 • •

yh2
•
•

Yhnh

nh

Total i yl y2 4 • yh

Media ;
«• •»
yi y2 • • *h

Variancla: s 2 s 2
1 2

sh2

Por definición

k
- E

1
es :

nh_
yh« )

te 1

nh
7!lk

h nh 1

nh =”

yhd

■ . yhJ = yh/nh

2 1 '
8 . - -------/

“h
> íyhj -yh >2

La media de la

h ”nh’ 1 J- 1

muestra total de extensión n es

y nh yh

II.3

M.t.p. II



II. 4
En el mu0streo estratificado simple, el número total de mues­

tras distintas que es posible obtener, es igual al producto de tantos
factores como estratos, siendo cada uno de dichos factores igual al
numero de muestras simples al azar que es posible extraer de cada es­
trato, es decir :

i í^\ <ak“i; \as/...... \nk,'
El j-ésimo individuo del i-ésimo estrato figurará en :

/“i') ÍM. /n^A fuM\ /nk\
\nlJ • ^-.1) (M

muestras, y por lo tanto, la probabilidad de que él sea incluido en
una muestra de ext^tW^in - n-i + x »xn, • es el cociente' de (b)
sobre (a), que dá : x ¿ T T k ’

. ni i

lo que nos dice que*  en el maestreo estratificado no todos los indi­
viduos de la población tienen la misma probabilidad de ser incluidos
en la muestra» Esa probabilidad depende del estrato en que el indivi­
duo está ubicado? y se tiene entonces un esquema de maestreo aleato­
rio con probabilidades variables. Lo antedicho no vale en el caso en
que? usándose una tasa de maestreo constante en todos los estratos, ..
se tiene :

nl _ J2 ,
Ñ± “ N2 - • • •• = N = const.

K
de modo que .

?J.n< s- const.v

o sea ;
n - const. X N

Resulta así que la tasa de muestre© constante es n/N y todos
los individuos tienen la misma probabilidad de inclusión en la mues­
tra.

La estratificación de la población previa a la extracción de
la muestra es una técnica de uso corriente, siendo las siguientes al­
guna? de las razones para que así sea ;

le) Si se desea tener información de precisión conocida acerca de
ciertas subdivisiones de la población, es aconsejable tratar ca­
da subdivisión como constituyendo ella misma una "población".

22) Razones de conveniencia de organización o administración pueden
hacer necesario o aconsejable el uso de la estratificación,p.e,
en el caso en qué el organismo que ejecuta la investigación está
estructurado en forma tal que resulta más eficaz y económico dis­
tribuir la ejecución y supervisión de la operación en diversos
centros que cubren cada una un sector parcial de la problación t$
tal.
M.T.p. II.
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3e) Distintas partes de la población total pueden p re sentar problema.s •.
de muestreo notablemente diferentes, de modo que resulta aconseja­
ble considerar cada una de ellas como constituyendo un estrato p.e.
zonas urbanas y rurales.

4Q) Finalmente, la estratificación puede llevar a lograr una mayor pre
cisión en la estimación de los parámetros de la población.
Mas adelante veremos cómo, estratos internamente homogéneos y he­
terogéneos entre sí, a través de una adjudicación apropiada de la
muestra total entre los diferentes estratos, lleva a una aprecia-
ble reducción en la variancia de la estimación comparada con la
que corresponde al muestreo simple al azar.

Ejemplo; '
Supongamos que los N - 15 individuos que constituyen la

población hipotética del cuadro NQ I, se han agrupado en 3 estratos
del modo siguiente :

Total Media
Estrato__NQ JL : alh - 1 1,5 1,5 A-^ 4 - 1 33

Estrato NQ 2 ; a^ -2 3 2,5 2,5 2 3,5 1^5 2 r 2,58

Estrato Na 3 : a3h- 5,5 4 5 8,5 7 8 A3 s. 38 /f,3 - 6,33

A - 57,5 >
“ ’ - 3,83

El número de muestras diferentes de extensión n - 5 que pue­
den extraerse cuando la adjudicación es:

nl - 1 n3 - 3

está dado por
/3\

675

No es difícil construir la lista de las 675 muestras y calcu­
lar el valor medio para cada una de ellas, el que, por tratarse de una
adjudicación que fija una tasa de muestreo constante igual a 1/3 en to
dos los estratos, ofrece, como veremos, una estimación "no - viciada"
de la media de la población.

En el cuadro siguiente se dá la distribución de las 675 medias
obtenidas, como asi también los de las 3003 que son posibles tomando
muestrqs simples al azar de Ia misma extensión.

Ingreso medio
estimado

Frecuencia de JLas_jnedla^..de_mues±rag.„d.e.. exten. -
sión NQ 5

Miles de $ Maestreo simple
al azar

' Muestreo estratificado
Adjud. ni*  I,n2r;2,n3x 2

1.25 -1.75 5 M

1.75 -2.25 87 •N

2.25 -2.75 240 «N

M.t.p. Ho
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2.75 - 3.25 439 74
3.25 - 3.75 609 '205
3.75 - 4.25 627 275
4.25 - 4.75 493 114
4.75 - 5.25 311 7
5.25 - 5.75 138
5.75 - 6.25 45 M
6.25 - 6.75 8 we
6.75 - 7e25 1 ««■

Total 3.003 v 675

Se pone aqi/í.de manifiesto cuan grande es la ganancia en pre­
cisión de la estimación comparada con la ofrecida por el maestreo
simple al azar de la misma población, lograda mediente la particu­
lar estratificación y adjudicación utilizadas.

Mas adelante veremos cuales son los puntos que deben tenerse
presentes para la formación de los estratos y para la adjudicación
de la muestra para que sea posible lograr una real ventaja en pre­
cisión de la estimación con respecto a la que podría obtenerse a
partir de una muestra simple al azar de la misma población.-

Mot.p. II
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Estimaciones y sus propiedades

En el muestreo estratificado, la estimación del valor

medio por unidad en la población, está dada por:

k . k
y = / N yh = / n y. <1)
¿ & N 4_____i h h j____ y Ti h

h = 1 h = 1

indicando N^/N con p^

es decir, por la media aritmética ponderada de las medias de la mues­

tra extraídas de cada estrato.

Recordando que la media de la muestra total viene da­

da por:
k

\—5
? = - Lvh

n
1

se sigue que yQ será diferente fle y salvo en el caso de que

Nh - %

N " n

nh - n -
o bien ---------- “ cons^»

Nh N

Cuando la tasa de muestreo es la misma en todo estrato

e igual a la tasa de muestreo de la población, se dice que se ha he- 
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oho una " adjudicación proporcional " 4c la» p con lo que se ob­

tiene una " muestra autoponderada ",

Pasando ahora a las propiedades de la estimación (l)p es e-

vldente en primer término que ella es "consistente" pues si n « Nf

siendo entonces necesariamente y, - ti resulta y -
h ' Z1 h ' e -

La estimación es también " no viciada "p puesto que? siendo

la muestra que se extrae de cada estrato una muestra simple al azar p

es E( y ) - ¡j y por ende:
h n ■

k

b < ?9) z 4 F\ e ‘V -a
9 N ¿----- 1

1

Puede demostrarse también que la estimación (1) es lo que

se denomina " la mejor estimación lineal no viciada % significando

esto queP de todas las estimaciones de la forma:

k

* = / , ) , ’»4 yhJ

h=l j-1

tales que E (t) = que es la que tiene la variancia mínima,

Variancia de la estimación yQ

Un conocido teorema del C.de las Probabilidades nos enseña

que si

2 :“iVVa ..........+

M.t.p.n
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donde las son constantes -cualquiera y las x

rías independientes,, se tiene:

T(z) : 812 v(li) t y + .... + v <3^)

Aplicando este teorema a la variable aleatoria

k
= E ’h \

1

se tiene:
k

V ’ 2 -
V(y ) - \ p V(y )

e / n h

1

Ahora bien, como de cada estrato se es±rae una muastra símale *1  azar9

es

2 h-ésimo estrato en la población. Dees la variancia en eldonde
lo anterior resulta pues que:

k
V / 1 X ' p 2 c2

7 ■ L » »

h=l

(2)

o bien„ recordando que N

M.t.p.II
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k

* (yQ) z~2 \ > (2«)
N /___. h

h-1

a) Si es pequeño con respecto a para todo h - 2 kf o

sea si la tasa de muestreo en cada estrato es pequeña 9la

(2) puede escribirse :

k
i 2

v (ye) = Pb2 -A (3)

h=l

b) En el caso de adjudicación proporcional de la muestra en los di­

ferentes estratos,, es decir,, cuando

Nh
n - n — Z np
h - N h

se ve -fd.nl T monta que la variancia de y puede expresarse del modoe
siguiente:

k
V(ye) : ( 2. . 1 ) } ph s2 (4)

n N -í------- i
h-1

c) Si la .adjudicación es proporcional y la variancia en todos los

M.t.p.II
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° c 9 o

estratos es la misma ( Sn j s_ - - R » s ¿1 2 - ...... - Dk _ °w '»

se tiene

V (y0) : (A . 1 )S8 (5)
n N w

, 2
representando S la variancia dentro de cada estrato» común a to-w ’
dos ellos,

De todo lo que antecede es Inmediato que

k

Y Z NV Z / N. y
e e /, n h

h-1

es una estimación consistente y " no viciada " del total A de la po­

blación y que su variancia es:

k
\ ' s2

v(y») z LJb
11 = 1

(s)

M.t.p.H
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Ad-j^^CA<^^_6ptimi^^l_a__mug_stra Qn los diferentes estratos,

Dado un cierto ta:

extraerse de la población, hemos

ción de la media es:

k
V( ya) .. \

h3í

siendo ella entonces una función

unidades que del total n se ex
gunta que de inmediato surge es:

v—
laño total n x ) de la muestra a

visto que la varlancia de la estima­

da las n^ , es decir, del número de

;raen al azar de cada estrato. Una pra

Cuál es la adjudicación óptima de la

muestra en los diferentes ¡estratos ? o sea cómo deben tomarse los.va-
\ í---- w

lores de n^ 0 ng ... n^ para que, cumpliéndose / n^ - n, V(yQ) sea

un mínimo ?.

Para resolver este problema construyamos la función

F (n^ $ n^ a ♦ t • o nk) - V ( y ) + an“ e

de las k variables n, 5 n^ • Ht-j» en lo que a_ es una constante

que oor el momento queda indeterminada y n — n^ está predetermina—

da 9 de modo que an es una constante para cualquier sistema de valores

n^ cuya suma sea n

k

a

h-1
n
h

2
Sh

La F es:

1. - -X) p 2
H Phn

positivos de

Mot9p„II



lo que muestra que F ( y por tanto V (y^) será un mínimo cuando las

% sean tales que:

k

decir:es

'h

a,

lo la adjudicación óptima ( o de Tschuprow-Neyman) es

1,2P. Shn n

que nos dice

aquella que a

que
cada estrato asigna una muestra dQ extensión proporcio-

M.t.p.II
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nal a • P3ra determinar el valor de la constante a basta obser-

var quo

¿Vh
h-1■*

1 - n N
Va " Z \ sn
i z— n n

de modo que resulta

(7)

da modo que la adjudicación óptima se logra usando una tasa de mues«i.

tren variable de estrato a estrato,, proporcional al desvío standard 

sh o

Puede ocurrir que la aplicación ^e la fórmula (?) lleve a aj

jvdicar ar-; omás estratos una muestra de extensión superior a los

respectivos N 0 En tal caso se incluye en la muestra el 100% de la

población d9 dichos estratos y se completa la muestra de n adjudicaxj

do la diferencia a los estratos restantes de acuerde con dicha fórmjj

la. Por cierto que en este caso sólo contribuyen a la varíamela de la

estimación aquellos estratos en los que la. tasa de muestreo es infe­

rior a 100 %o
Sustituyendo en V(y ) el valor de

e
por el hallado en (7) se ti.2

no:

M.t-u.II
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como valor de la variancia mínima obtenida por la adjudicación ópti­

ma de la muestra»

Adjudicación óptima en el caso de costos variables.

En el párrafo anterior la determinación de le adjudica­

ción se ha hecho sin tomar en cuenta posibles diferencias en el costo

del muestreo en los distintos estratos. Introduciendo consideraciones

de costos diferencia le s<» puede plantearse el problema de asignar las

lograr una estimación de precisión prefijada a un co_s

o9 vice-versa9 una precisión máxima, para un costo t£

general*  puedo considerarse que el costo total C de 

una muestra de una población dividida en estratos está representado

por una 11 función de costo ” de la forma siguiente2

1

k

donde a repásente la parto " “Ia " '1sl CMt°» independiente del

tamaño total de la muestra y de ’ °h rapr3S3nt8 01 00st0 UnltSrl°

Por observación en el h~6slmo estrato»
En caso de que el costo unitario por observación sea el

mismo en todos los estratos, se tendrá:

C - a 4- nc
CM

do modo de

to total mínimo

tal prefijado»

En

M.t„p.II
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En 1° Que siSu® Aojaremos de

como expresión de la función

lado el elemento fijo del costo,,

de costo:
tomando

k

C

Como lo hicimos más arriba escribimos la función
k

F = V ( y ) +■ b \ n n c

9 / n h
~í~

donde b es una constante por el momento indeterminada.

Siguiendo un camino análogo al del párrafo anterior llegaremos a te­

ner para F :

lo que muestra que V ( y ) será un mínimo para un valor fijo de Ca o

bien C será un mínimo para un valor fijado de V ( y ) cuando las n^

sean tales que:

para h - lp2 •••••• k

0 sea9 cuando
rv - r --Nh h— h = lp2 . ...k (8)

\/bch ’ N /b°h

M.t.p.II
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lo que indica que el tamaño de la muestra a tomarse en un estrato au­

mentará proporcionalmente a:

a) el tamaño del estrato

b) la variabilidad de la población en el mismo

c) el menor costo unitario por observación en dicho

estrato.

Si es Cq el monto del presupuesto destinado para una

encuesta, para determinar los valores de n^ que aseguran una preci­

sión máxima, para un n también prefijado, reemplazando en :

% Ch

hsl

tiene:

k

n^ por su valor hallado en (8), se

1
Co =~

k
co«y

h = 1

de donde resulta:

1 c°

A ’ L A 8»
Llevando a (8) el valor hallaio para 1 / |/t . ae tiene finalmente

Ph Sh CO_____ (9)
n x------ --------"----- ---

h i'cZ > \/Ch Sh
y y H 11 

M.t^p.II
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que da la adjudicación óptima para un costo total prefijado.

Si los ch fueran iguales a o para todo h „ se tendría:

Go = nc

y la (9) se reduciría a :

n
h

Vh

¿ Vh

que es el mismo resultado hallado en el párrafo anterior.

Para determinar la adjudicación que asegure un costo mínimo para te­

ner una variancia prefijadas partimos de :

Ahorap como

resulta:



de modo que,, reemplazando en la (s) queda:

\ . / c p 8
2 V h h h

II -19

(10)

Sis pues„ se conoce el costo unitario por observación en cada estrato,,

y se desea lograr una precisión prefijada para la estimación,, la adjjj

dicación de las n en los diferentes estratos de acuerdo con la (10).
h - ’

asegura un costo total mínimo*-

Si x c para. hB le2 .... k„ la (10) se reduce a:

”h = Vh

<— n S) h h

y a sumando para h de 1 a k:
(X Vh)8

(11)

teniéndose así el tamaño mínimo de la muestra requerida para estimar

la media de la población con una precisión prefijada. La (11) podría

haberse obtenido despejando n en la expresión que da vop(yQ) y 9SCri“

biendo V, en lugar de Vnn < • '
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(12)

k

(13)

k
(14)

jxl

2
h

2
ph Sh

V (y) =/._!
k n

2
P. Suh h

V (y ) = A
op n

y en.el maestreo

aírtn n rinUnnaSín>,io6-»xS ^rae una muestra simple al azar de
e?te^siía pT-Hmaei^n de, N unidades, sabemos que la variaja
cia de la estimación de la media de la población viene da da por:

La comparación de V, V , y VQp es particularmente intfi

resante, pues pone de manifiesto el camino por el cual puedo lograrse
una mayor ventaja de la estratificación.

a) Comparación de en V.

Restando la (12) de la (11), se tiene:

Ahora , g2 es la variancia
’ k

g2 \S - n - r
hel

V (y) - V (Jr ) = I- - — I
pe \n N /

2
’ lo que nos lleva a comparar S con

en ¡La población total y está dada por:
nh

■r— , .. t2

2
Z.PhSh

1.

s2 (n)
Si la población ha sido estratificada, formándose k e¿

tratoo, con unidades por estrato, hemps visto que según que se ha­

ya hecho una adjudicación proporcional .o una adjudicación óptima de
la muestra en los diversos estratos, la variancia de la estimación de
la media viene dada por:

k

v (y p qP e An N./^- 11

/ k \2

M.t.p.H
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nhk
2(a,

1 1 1

k 2

dividiendo ahora por N queda:

2

(N - 1)N y

la

_k.k
22

k 2

2
S

suficientemente grandes,

unidad y podremos escribir (aproximada

1.

nh

1
k

Si N y Nh

(N - 1) S2 DSh2

sh2

- Dsh2

y podemos escribir:

(N - 1)S2 -

k

rjh
, Hh

s2 =

son

“ 1)/^ ser^n próximos a

mente)

De modo que resulta

k

z_'"h"
1

(a^j (^/ ) s 0). per0

Nh

I-
1

N ~ 1

N

k
(ahl - ,« h)2 + y

x2 -

h> ■ ®b

- 1 N,
____  • «wJ

N

1

donde resulta :
k

s2 ■ Z ph

1

2

1 N
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¡¡ ■' r rpeniT?liando este resultado on la h/\¡Y ree 1 Gn la queda finalmente:

/ n k
V(y) - V (y ) J A. ~ A \ ■ Vp y*} -( n N ) £ phyt/hyx)2 (15) 

lo Q’u0 nos dice
ostratosp mayor

seíl íaJínaní^ 4ifi?ran 9ntre sí las medidas de los
¿ Pf 3 fl„xpa1.Lí n»ia Sn la Precisi6n de la estimación basa

da !n la obtpJlfla Sdl«n+¡ 3 C°n adjudicación proporcional con res­
pecto a la obtenida mediante una muestra simple al azar» de la misma
extensión tota i.

b) Comparación de Vp con V 

V - VP op

Recordando las expresiones que danV y V 0 tenemos:
P op'

S 2 :
h

anterior se escribirá:

Ahora el segundo miembro es idénticamente igual a:

1

n
7 ph (sh -¿ n n

modo que se tiene finalmente:

V
P

V
op

(16)

lo
la
©4

Que nos dice quefl
Proporciona1B una
.los diferentes es

la sdirdjcóción óptima dará comparativamente^con
nlolsión tanto mayor cuanto más difieran entre

Jatos en su variabilidad.

°) Comparación de VQp con Vq

Si en la (15) reemplazamos el valor de Vp (yQ) por el

qu<3 tiene en la (16) n resulta :
M.p.u
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v<7) 4 ¿A (Sh - . vop (?<) =/ _x | _/y . .

1 ' 1 / /

0 5031 k
/1 i \ \ 2

V(^ " Vop (^e} “í n N / PhG7h )2 1 2_ Ph<^ - S)2 (17)

1 / / 1

La interpretación ^e este resultado es inmediata.



II 24
de SsCvtntasSanuaíes® di ^estaLl6?! F§ío v?1^nen

registrados en el Censo Industrial
'consideraran como constituyendo otros tantos estratos? ervai0S qUe

Estrato
NQ

Volumen de ventas
Número de

establee^
mientos

Nh

Ventas to
tales

(miles deG)
Ah

Promedio
de ventas

(miles deG)
uh

Desvío
Standard

(miles de
sh (.)

kmnes ae $)

1 100 952 32.980 34.6 32.8
2 100 - 500 712 178.545 250.8 120.-
3 500 - 1.000 296 215.814 729.1 352.2
4 1,000 - 10,000 507 1.395.898 2.753.2 1.566.-
5 10.000 - 100.000 62 1.374.964 22.176.8 18.350.-

TOTALES: 2.529 3.198.201 1.264.6 4.680.-

Con los datos de este cuadro calcularemos los errores stan­
dard de las estimaciones del volumen total de ventas que se tendrían to­
mando: bien una muestra simple al azar de establecimientos, bien muestras
estratificadas de la misma extensión, y esto, de acuerdo con diversos na
dos de adjudicación.

Supondremos que el tamaño de la muéstrala tomarse es igual
aproximadamente del 20 % de la población, es decir, n - 506.

El error standard de la estimación del total basado en una
muestra simple al azar de la extensión fijada, sería:

= NS 2529 x 4680 x»0397 = 469*878 $

que significa un coeficiente de variación de 14,3

Una muestra estratificada con adjudicación proporcional rfi
queriría tomar muestras de las siguientes extensiones;

i n-j. = 190 n2 = 142 n3 =59 ,n4 = Id n5 =12 (n - 504)

teniéndose entonces para el error standard de la estimación del total

■ . 297.157 * <c-v- • 9-3
s yJ 

«•t.P.

( \ -nnplos sino son valores -que quizá pueden(•).- Los Sh anotados no u ’ tomado únicamente para los
aproximarse a los reaxos
fines del ojemplo.



cular ese error standard.
ra calcular adinfl-i^SÍ• xam<ién los clue se necesitan pa-

adjudieación óptima.-

Lo que significa una reducción
ximadamente, un 35%.- Qe± coeficiente de variación -de, apro-

En el cuadro siguiQ^^g gp -
p.qp. p.Trnr «■hanriav./q ____ los valores requeridos para cal

óptima.: ’ ~
los nh de la’

Estrato
ní... xíi

C
O 

i tr Ü
2

tr 
w

1 12.35 405,-
2 33.78 4,053.60
3 41.24 14.525.65

4 313.98 491.697,38

5 449.58 8.249.701,25

total 850.93 8.760.382.88

visto más arriba que para la adjudicación óptima debe tomar-.

p S
„ . n..h„h
” I’h Sh

Hemos
se:

En el caso actual se tiene:

7014.51506 x
2003970506 xn2 e

2504847506 x

*■18736898X

426752834X

nl =

n - 506
4 ”

n5 z 506

y nos encontramos con el caso en que1 en que la fórmula de la adjudicación
óptima requiere tomar, de un determinado estrato, una muestra de ex­
tensión superior al número de unidades que hay en él.- Ya hemos in­
dicado como se resuelve esta situación.- Deben incluirse en la mues­
tra las 62 unidades del 52 estrato, distribuyéndose las 444 restan­
tes de acuerdo a lo que resulte de la adjudicación óptima en los otros
4 estratos,- Rocalculando los valoras do P^ y P^S^/ h^e
tiene ahora: e 444 x ,03077 - 14

n2 k 444 x .08416 i 37

n3 = 444 x .10275 ¿ 46

n4 - 444 x ,78232 i 347

n,
62
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Con esta adjudicación, el error standard de la estimación del

total resulta ser:

Ci pp (Ny) R 30,837 $

do modo tal que se ha logrado una estimación que tione un coeficien­
te de variación inferior a 1% (.8%), y que por cierto, compara ven­
tajosamente con las correspondientes al muestreo simple al azar o
al estratificado con adjudicación proporcional.

A continuación se resumen los anteriores resultados, agregan­
do otro que discutiremos más adelante.-

=trato Muestreo
simple al

-Adjliá. proporcional
”h

Adiud. óptima
nh nlA

Ad j ud, prop, al tamaño
“h VNhazar

■'1

2

3

4

5

190 19.96%

142 19,94%

59 19.93%

101 19.92%

12 19.35%

14 1,47%

37 5,19%

46 15.54%

347 68.44%

62 100,-%

8 .84%

43 6.04%

53 17.90%

340 67.06%

62 100,-%

n

w.„

506

14.3%

504 19.94%

9.3%

506

.8%

506

1%

MUESTREO ESTRATIFICADO PARA LA ESTIMACION DE PROPORCIONES

Supongamos que se trata de estimar la proporción de unidades
que on una población de N posee una cierta característica "C". están
do la población en cuestión dividida en k estratos de N (h- l,2..kj
unidades cada uno,- n

Sea
Pu - Au/N
h - tí h

la proporción de unidades "C" en el h-ésimo estrato (A. es el número
do unidades "C" en dicho estrato). Si se extrae una muestra simple
al azar de extensión nh del h-ésimo estrato, indicaremos con

ph = %/nh
La proporción de unidades "C" en esa muestra. La extensión total
do la muestra es de n n. , y =- a /n, la proporción de unida­
des "C" es la misma,- 1 y h
M. t. p
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La estimación de la proporción de unidades "C" en la .población
total está dada por:

1 k
Pp = — Z Nh p (1)

e N i n n

es decir por la media aritmética ponderada do...las proporciones de
anidados "C" en las muestras obtenidas de los k 'estratos,r.

Esta fórmula, así como todas las siguientes, pueden derivarse
directamente de las obtenidas en JLos párrafos procedentes si se 'asig­
na el valor 1 a toda unidad que posee la característica "C" y el va­
lor 0, a toda unidad "no-C", con lo que resulta que no es sino
el valor medio por unidad on el estrato h y p^ el vaior medio por
unidad sn la muestra extraída de él,-

Teniéndo esto en cuenta, y recordando que, tratándose de_ pro­
porciones (pag, 22),. es

N
S2 B-----  P.Q

N-L
(Q = l-p)

se sigue de inmediato (de (2) ó (21), pag, II.9 y II, 10

k 1
v(pe) hZ.(_—

1 nh

1 'Nh Nu
— ). (—) -----— Ph%
Nh N Nh - 1

' o bien

V(pe.).B
Sh <”h - nh) , ?h %

Nh - 1 * nh C3>

Si Nh os grande, con lo que N^/ (%-.!) puede tomarse como
igual a la unidad, se tiene poniendo (como lo haremos en lo que si­
gue) N^/ B wh (.):

w = (4)

En el caso de adjudicación proporcional (w^ e n/N):
VCpp . (-1 ~) ¿VlA <5)

XI x» 1

Para un tamaño fijo ja do la muestra total, la adjudicación óp­
tima será aquella que asigne, al estrato ¿ una muestra de extensión 

(.) Anteriormente usábamos ph para expresar el cociente--N^/N;. usa--
mos ahora para evitar confusión con la p. que representa la pro­
porción de unidades "C" en la muestra del estrato h.
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whVph %
2>h /Ph %

supuesto quo N^/CN^ - 1) g 1

(6)

do una

k
2?h pn

31 valor do la variancia do la estimación en el caso
adjudicación óptima es:

V (P ) --
Op 0 n

Por otra parto, do la (5), so sigue que la variancia de la es­
timación en el caso do una adjudicación proporcional, es:

jk i k
Ewhphqh

1 1

\2
h)

¿ / k? va- yL-— n n h | /

de modo que resulta:

W - Vop(pe! =

de donde se sigue fácilmente una conclusión análoga a la obtenida de
la (16) (pag. 11.22).-

Las estimaciones v(pe) de V (pQ) para adjudicación proporcional
u óptima se obtienen reompla zando p. y Qh por los correspondientes

y qu obtenidos en la muestra, lo que, si bien no dá estimaciones
"no viciadas", es apropiado para la determinación de los límites de
confianza.-

M. t. p



ESTRATIFICACION

población una muestra simple

de la media de la población

y e ■"

1

1

k 1

1

de 3# media y de una muestra sIb
pie al azar de

(1)

la

dividida en estratos

k k
N

N-l 1
M

L
1

S2
h

2
<V1)sh

y que la varlancia de la misma es
k
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EVALUACION^ EN BASE A LA MUESTRA. DE LA GANANCIA OBTENIDA POR LA

- L -- ~C - - i ■ ■■ , —■■■■■■ —jR, ........................... .. B — i» , »■ ■« ■■ ■ ■ IH - .RSI 1.1— l ■ » i ■ , — ■ HM ■ ! »■ •

variancia de la población. Para hacer la comparación se
estimación vty) de V(y), la que no es posible obte-
por en (1) calculada a partir de los datos del

Una vez obtenida la muestra de una población dividida en
estratos*,  resulta de interés*,  para orientar investigaciones futirás,
valuar la ganancia en la precisión alcanzada,, comparada con la que se
hubiera obtenido extrayendo de la misma población una muestra simple
al azar de idéntica extensión.

Sabemos que la estimación
está dada por

V'r) - (1 - 1)S2
n N

h Nh h

Una estimación
reemplazando S2 pOr s2? es decir, sustituyendo la variancia desconocí
da de la población de cada estrato, por la variancia de las unidades
de la muestra extraída del mismo, para tener,

s2
h

Ahora bien la variancia
i extensión n está dada por:

odonde S es
necesita tener i„,-
ner reemplazando S2
maestreo estratificado. El problema consiste, pues, en hallar una esti
mación "no viciada" de S2 (y por ende de V( y ) basada en los resulta,
dos dados por la muestra extraída de la población

Sabemos que:

k
1 V w -
F / Vh

s2-A
" N-l

"no viciada" de esta variancia se obtiene
5>

’ssmo, para
- A.)p2

Nh h

(2)
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donde y /Z sons respectlvamentej la media de la población en el
h-eslmo estrato y la media?de la población total. Como s“ es una es­
timación "no viciada" de , la obtención de una estimación de Sr que
tenga la misma propiedad, requiere que, en base a los datos ofrecidos
por la muestra estratificada, se construya una función de las observa­
ciones, que indicaremos en *(ybps  tal que:

k k

E F Wl - phí-h-7')S = y VS -A <3)
, / l_ / L_ ¡

1 1

Una vez hallada esa función se tendrá, en efecto:

Para construir esa función F(y. ,) observamos que la media de una muej
tra extraída del h-ésimo estratu^puede expresarse del modo siguiente:

?h =A (a)

siendo z^ ( que no es sino la desviación de la media de la muestra ccn
respecto a la media del estrato) una variable que verifica:

ECzt,) r 0 E(z?) ” Sh
h “h «h h

Multiplicando ambos miembros de la (a) por p. y sumando con respec­
to a h de 1 a k, se tiene: n

k  k k
E Ph yh 8 £ /''»+•£' Ph

1 1 1

M.t.p
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puesto que

Elevando al cuadrado la (a) y la (b) queda:

-2 2 2
yh =/h + zh + s/h zh

(b)

(o)

'XtE E’h pj zh zj +2/)\s Cd)
7 h j

teniéndose para sus respectivas esneranzas matemáticas:

1

k

E(zh) o

Nh

E(zJ) - (1
n * ru

dado que9 como se indicó más arriba:

62n n

Nh h

(e)

(f)

y
M. t. p.

E(zhzj) = E(zh),E(zj)
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puesto que los variables aleatorios z^ son independientes^ en tanto
que lo son las muestras extraídas de los distintos estratos.

Multiplicando ambos miembros de la (e) por
a h de 1 a k, resulta:

y sumando con respecto

1 A q2 . .
Nh / Ph Sh Cg)

Ahora los 2dos. términos de los 2dos. miembros de (f) y (g) no son
sino las esperanzas matemáticas de las expresiones que se obtienen
reemplazando S2 pOr g29 modo que podemos escribir:

h h

1 p2 s2
Sh h h

Restando la Ira. de la 2da. de estas igualdades,, se obtiene, después
de simples transformaciones:

lo que muestra que la expresión entre corchetes es precisamente la fun
ción Fíy^j) que se buscaba. Reemplazando en el primer miembro de la
(4) F(yu<jJpor su valor hallado en (h)„ tendremos una estimación ”no -
viciada de S2 por:

k ( k
BBHS2) 3 £«h - .

k .
ZZ (ñT ' Ñ7 ) Ph^ ” tyi^h

_ n n .
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o bien;
k

p V 2 NBst(S2) = ¿_Ph % +

1

' k k
\ pjy.-y ) - V / n.

k 1 1

Si en (1) reemplazamos por su estimación dada, en (4), se tendrá una
estimación "no viciada" de V(y), basada en los resultados de la muestra
estratificada, dada por:

y la estimación de la diferencia entre V(jF) y p será:

(6)

■

■ Ea .- n F Phsh - J3phsh/nh i (N-l?n
lz 1

- £ph(1 - ph)sh/nh

1 '

k
V(y) - v(ye)

Si la población de la cual se ha extraídp la muestra es grande,,
do tal que N/(N-1) 1, de la (6) se obtiene:
V(?) - v(ye) phs2 .£ *3lj  £

1 1' ti

k p“
- F ph(I - ph;sh/nh■

¿1_ /

1 /
(7)

de mo

Relacionando la (6) 6 la (7) con la

2 2p sFh h

se tiene una estimación que puede expresarse como porcentaje de la g£
nancia obtenida por la estratificación
En el caso de una adjudicación proporcional de la muestra en los dif.fi
rentes estratos, los dos primeros términos del segundo miembro de la
(7) resultan iguales, de manera que queda entonces:
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VW - V?a;= N-, (1

V 1 1

La (5) puede escribirse,, suponiendo N/(N-1) 1

-T I K , 2 2 «->v(5> = [ E ()Sh + E

(8)

(9)

Ahora„ si las 8?
* h son Iguales en. todos los estratos^ es decir 

s2 - s2 (h = 1,2 k)

de los estratos, una es-donde s^ índica la variancia común "dentro"w
timaci6nnno viciada" viene dada por

s

reemplazando este valor en (9)$ resulta:

W - (n - k+1)s^+ nh(?h -
n V i

si se tiene en cuenta que n^ ~ np^

Si finaIcente se pone

É nh(?h ~ ?e)2 = - 1> ñ 4

donde ñ n/k9 se tiene

v(y) n —n --^rr í (n - k-f-1) 3^ +(k - 1) fl s^ (10)

M, t-n
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Las cantidades s y ñ s^ se denominan» respectivamente;, cuadrados me-
w D

dios "dentro" y "entre" estratos, y se calculan fácilmente construyen
do el siguiente cuadro de análisis de la variancia :

Fuente de variación Grados de
libertad

Suma de
cuadrados

Cuadrados
medios

Entre estratos, , , . k - 1 &,W

C\j rO

ití

■

Lentro de los estratos n - k (0
CO

Total , , , n - 1
2

s

por otra parte, reemplazando sp por en la expresión que dá la va-h w
riancia estimada en el caso de adjudicación proporciona 1$> quedan •

vp<ya> - N “ n
‘ N (11)

Le las (10) y (11) se obtiene fácilmente la expresión que dá la ga-
nancia relativa en precisión lograda por la estratlficación*-
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M.t.p.

DIFICULTADES PRACTICAS PARA LA DETERMINACION DE LA ADJUDICACION OPTIMA

Se ha visto que, para un mismo tamaño global rj de la
muestra a extraerse de una población dividida en estratos, la adjudi­
cación óptima es la que lleva a la más alta precisión de la estimación
de la. característica estudiada y que, la diferencia en la precisión
lograda mediante esa adjudicación comparada con la que ofrece una ad­
judicación proporcional es tanto más grande cuanto más difieren entre
sí los estratos en su variabilidad interna. Siendo esto así y dejando
de lado el hecho de que la adjudicación óptima, al requerir el uso de
tasas de muestreo diferentes de estrato a estrato, supone una mayor
complicación en los cálculos de las estimaciones y sus variancias,pa­
ra tomar en cuenta sólo la eficiencia, será preferible en general la
adjudicación óptima a lo. proporcional.

Ahora bien, en la práctica, dos son las dificultades que
se hacen presentes cuando se trata de usar la adjudicación de Neyman-
Tchuprow:

12,— El desconocimiento del valor de 8^ en cada estrato, al cual es
proporcional el tamaño n^ de la muestra que de ál ha de extraerse;

22,- El hecho de que, en general, interesan en una investigación no
sólo una, sino varias características de la población, de cada una de
las cuales la muestra ha de ofrecer una estimación.

Cuando se estudia una sola característica, o varias que en
cada estrato tienen la misma variabilidad o variabilidades que difie­
ren entre sí por un factor constante, la primera dificultad sé resuel
ve utilizando para la determinación de los n^ , estimaciones de 8¿de las
desconocidas, Al proceder así, no se tendrá una adjudicación óptima,
pero sí quizá una que se le aproxime y que resulte también ventajosa
con respecto a la proporcional. Como regla práctica, la adjudicación
óptima, o una que se le aproxime, se considerará preferible a la pr.2
porcional, si la ganancia esnerada de precisión -calculada con anti­
cipación a la extracción de la muestra- supera el 20

Si se dispone de información previa, proveniente de otra
u otras muestras o de censos anteriores, puede tomarse parala adjudica­
ción de la muestra actual el valor de S¿ en aquella oportunidad, siejg
pre y cuando se pueda razonablemente admitir que hay una cierta esta­
bilidad en la variabilidad de los valores de la característica obje­
to del estudio dentro de cada estrato. Importa destacar que no es ne­
cesario que los valores de S^ sean actualmente los mismos que se te­
nían en la ocasión previa para que sean utilizables para los fines de
la adjudicación en la ocasión actual; hasta que se mantenga su magni­
tud relativa de estrato a estrato. Supongamos, en efecto, que en una
investigación previa se tiene que los S¿ en los diferentes estratos
están entre sí como los números:

ci-1: o2! c3; ck

y que es admisible pensar que los desvíos standard 8^ desconocidos ac­
tuales guardan entre sí las mismas relaciones. Si se atribuye a S]_ un
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walor caulquiera positivo H, se tendrá;

S^-H Sg — cgH • <« sk-Gkíí
<de modo que

-fe £ Nhsh“H £(1+C2 + ... +ek) V-j£ H^=H0
indicando con C la suma l + Cgf,,«-f c^, La adjudicación óptima (o una
aproximación) se tendrá entonces tomando

Hhsh Vh11 Nheh
nh --------- 2 n------------n---------

£Nhsh HC c

El resultado anterior no es sino una consecuencia del hecho
de .que, por su forma, para la aplicación de la fórmula de la adjudica­
ción basta c-un^cer números cSj, cSn? ,,, cSk 'que difieran de los res­
pectivos en una constante "multiplicativa cualquiera c

Puede afirmarse que, si de algún modo se han obtenido esti,
naciones re lat iva mente razonables de los 8^, o de las relaciones que
entre sí guardan, podrá lograrse una adjudicación que dará^una varian-
cia de la estimación que difiere poco de lasque se obtendría po una
adjudicación óptima, dado que dicha_var±anc^a es poco ^nsible a s
desviaciones de los valores nn con respecto a aqu.<^_
un mínimoc Un medio práctico para lograr uíia 0
próxima a la óptima cuando las unidades de la población más 0
menos notablemente en "tamaño" y tienen a- mismo ti p 1 i *
estabilidad de modo que el "tamaño-1 en una ca.exta feche, ofrece unaestiméSn razonable do su "tamaño" relativo en subsidíente, es
aquel que» cuando se trata de estimar característicos est.echa“®JJte co
rrelacionadas con aquella que se ha adoptado para definir el tan 9pe.rtlena? del suroeste do roe las Sh de cada estrato son aprozimadamea
te nrop^rc4onales a1 "tamaño" medio de los elementos en Coda uno deell?s“Pñajudlca la centra de nodo tal que les tasas de nuestreos son

■ i'.'purclónales a dicho "tamaño1 medio.

Por "tamaño" de una unidad se entiende el valor que una
cierta ca„ ..ote.. í .lea toma para la unidad en cuestión. Así, p.e,, si
se tr ta de establecimientos industriales, su "tamaño" puede estar da
do por la producción anual en unidades físicas o en pesos, por el nú­
mero de obreros ocupados, el monto de los salarios pagados, el capital
empleado, etc,$ tratándose de explotaciones'agrícolas» establecimien­
tos comerciales, ‘ o familias, el "tamaño" puede ser daáo por los ingre­
sos anuales, etc.

Ahora bien, en los casos mencionados más arriba y en otros
muchos que podrían citarse, ocurre que hay una marcada estabilidad del^amaño^ en e? tiempo, por’lo que el "tamaño" de las unidades en una fe
cha ofrece una'medida bastante aproximada de su -tamaño relativo en
otra posterior.

M,t,p,
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~Sea ^hj val?r 9ue la característica con la que se defi-

nie el tamaño toma, en la j-ésima unidad del h-ésimo estrato: el tamaño
mnedio por unidad en dicho estrato será:

i •»
Nh

.1

Admitiendo que S- es proporcional a Th, es decir

^h/^h *' c (constante) para hxl, 2, ..., k

reemplazando por en la fórmula

’NbShnb-n ,—fcJL.
XNhsh

que dtf la adjudicación cptimaP se tiene:

I

donde T representa la suma ^h^h*  anterior se sigue que

nh/h-íh (n/T)

es decir, la tasa de maestreo es, para cada estrato, proporcional al
"tamaño" medio por unidad en el mismo, (k)

í El supuesto básico del resultado procedente es que el coe­
ficiente de variación de la característica que se estudia es aproxima­
damente el mismo en todos los estratos, de modo tal que es:

• •
h-constante para h = l, 2, k

Ahora, si los valores de la característica que interesa
son aproximadamente proporcionales al "tamaño" de modo tal que en media
es

h ú c^h (c x constante)

sh4

(h),- Obsérvese que el anterior razonamiento es el mismo aue se hizo
más arriba cuando se señaló cus para la adjudicación óptima
basta conocer un conjunto de números proporcionales a los

M.t.p,
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^h/^h constante

de donde se sigue la regla de adjudicación mencionada.

En el ejemplo de los establecimientos textiles registrados
en el Censo Industrial de 1948, se ha calculado la adjudicación que ®
obtendría a partir del "tamaño" dado por el monto promedio de las ven­
tas en pesos, y se ve en el cuadro comparativo final cuan poco difie­
re ella de la adjudicación óptima y cuan pequeña es la diferencia en
el coeficiente de variación de la estimación del total al que se lie
ga mediante uno y otro procedimiento de adjudicación. Vale la pena o¿
servar que esta notable aproximación se ha obtenido aún cuando los
coeficientes de variación de los diversos estratos no son iguales ejj
tre sí. En efecto, se tiene:

• »

Estrato N2 C,V,

1 94,8 %

2 47,8 %

3 48,3 %

4 56,8 %

5 82,7 %

Este resultado es general en la práctica. Si las unidades
difieren notablemente en "tamaño” de estrato a estrato (tal como ocu­
rre en el ejemplo), para los fines de la adjudicación, los coeficien­
tes de variabilidad pueden considerarse, como suficientemente próxi­
mos entre sí cuando la máxima variación relativa entre ellos alcanza
el valor 2 o aún 3,

Es evidente que en un caso práctico, el "tamaño” medio de
las unidades de cada estrato que servirá de base para la determinación
de la adjudicación, es desconocido al momento de diseñarse la muestra.

La adjudicación se hará en base al "tamaño" medio de algjj
na fecha anterior si, como se ha indicado, puede admitirse que el mis­
mo ofrece una estimación razonable del "tamaño" relativo actual.

En el caso del ejemplo precedente, el "tamaño" dado por
los resultados del relevamiento censal de 1918, podría haberse utiliza
do para determinar la adjudicación de una muestra en una fecha poste­
rior destinada a estimar, no solamente el monto total de ventas de pe­
sos, sino también, el número de obreros ocupados, el monto de salarios
pagados, valor de las materias primas o energía eléctrica cohsumida,o
cualquier otra característica mas o menos estrechamente relacionada con
el monto de las ventas.

Si el supuesto de la aproximada constancia del coeficiente
de variación en los varios estratos no es acertada, puede ocurrir que
la aplicación de la regla lleve a una adjudicación por la cual algún
estrato resulte muy pobremente representado (en dicho estrato el coefjL
ciente de variación es notablemente mayor que en los restantes, lo que
M.t.p.



generalmente suele ocurrir en aquellos cuyo ''tamaño" medio es ■peque­
ño), En este caso la extensión de la muestra que este método de adju­
dicación le asigna será la tercera o la cuarta parte de la que le a-
tribuiría la adjudicación óptima, Cuando'esto ocurre, debe incremen­
tarse el tamaño de la muestra a tomarse de dicho estrato, lo que pue
de lograrse asociando a él un "tamaño" doble o triple del que corre¿
ponde, antes de hacer la determinación de la adjudicación.

En lo que a la segunda dificultad señalada más arriba
se refiere, a saber, la determinación de la adjudicación de la mues­
tra en el caso en que se requiere la estimación de varias caracteríg,
ticas de la población estratificada, no es, en algunos casos, real -
mente seria, como puede mostrarse si se tienen en cuenta algunas de
las consideraciones precedentes. En efecto, se ha señalado que,en mu
chos casos, interesan en un estudio diversas características de los g,
lementos de la población que tienden a variar en forma paralela dé u
nidad a unidad, tal como ocurre p.e, con el volumen de las ventas»
personal ocupado, salarios y sueldos pagados, etc,, etc,, en estable
cimientos industriales o comerciales o bien, los ingresos mensuales,
alquiler pagado, etc,, en las familias, de modo qtre,‘en los diversos
estratos, los desvíos standard de cada una de estascaracterísticas
tienden a ser aproximadamente proporcionales, lo que hace que la ad­
judicación de la muestra que es o se aproxima al óptimo para la est¡l
nación de cada una de ellas sea también razonablemente buena para la
estimación de las- otras.

No ocurre así, en general, cuando se trata de estimar
proporciones en la población total. En este caso, la adjudicación óp
tima para la estimación del porcentaje de individuos de la población
que poseen un cierto atributo, frecuentemente no lo es para la esti­
mación de la proporción de los que poseen otro, de modo que, cuando
se trata de obtener estimaciones de diversos atributos la adjudica­
ción proporcional es con frecuencia la preferible.

Resulta de aquí que, cuando en un estudio se requieren
estimaciones de características "contínuas"y de atributos, es forzo­
so'un análisis previo que, a partir de los requerimientos de precisión
impuestos, establezca en primer término la adjudicación que es ópti­
ma, o que se le aproxima, para las características "continuas" (mon­
to de ventas, ingresos, salarios, consumo de energía eléctrica,etc, )
y ajuste luego el tamaño de la muestra a extraerse de alguno o algu­
nos de los estratos de manera que puedan obtenerse estimaciones de
porcentajes que satisfagan esos requerimientos de precisión.

Si, cuando se ha estratificado una población de acue^,
do al "tamaño" de las unidades, de lo que se trata es de tener esti­
maciones de porcentajes separadamente en los diversos estratos conéL
objeto de hacer comparaciones, la adjudicación que es óptima para las
características "continuas", resulta ser también la apropiada para
dicho objeto. En efecto, la’adjudicación óptima tiende a incrementar
el tamaño de la muestra a tomarse de aquellos estratos en los que se
agrupan los relativamente pocos individuos de la población en los que
la característica "tamaño" toma los valores más altos, al mismo tieja
po que reduce el tamaño de la muestra a tomarse de aquellos otros e¿
tratos que agrupan a los más numerosos individuos "pequeños", Y pre­
cisamente el "numero" de individuos en la muestra tiene más importar^ 
M.t.p.
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cía que la "proporción*}  de los mismos en la nuestra de una cierta po
blación finita en la precisión de la estimación de un porcentaje.

Se tiene pues que, cuando se trata de estimar caractg.
rísticas "continuas" para la población y porcentajes en los diversos
estratos de una población estratificada de acuerdo'al "tanaño"de los
individuos? la adjudicación óptima, es la apropiada.

Una vez mis debe señalarse que no es posible dar re­
glas practicas de aplicación general? sino tan solo apuntar hacia coq
sideraciones que es necesario tener presentes al momento deldiseño
de una muestra. El objetivo esf en tódos los casos? alcanzar la náxi.
na eficiencia dado un cierto conjunto de medios y recursos. y,funda-
nentalnente, de conocimientos -ofrecidos por censos o muestras pre­
vias- acerca de las características de la población a estudiarse. El
ingenio y la habilidad del muestrista? ayudados por la teoría y la
experiencia, son los ingredientes principales, para, en cada caso pqc
ticular? aprovechar eficientemente la información y los recursos día
ponibles, mediante un diseño apropiado de la nuestra ; método de
mestreo y de estimación,

CASO DE Nh DESCONOCIDO

Puede ocurrir que para una cierta estratificación,coa
veniente o deseable, se desconozca el total de la población-en ca,
da estrato y que deba recurrirse a valores estimados

Así p,e., tratándose de una investigación en la que las
unidades son explotaciones agrícolas estratificadas por región geogr^
fica, puede ocurrir que se desconozca el minero'actual de explotad^
nes en cada estrato, teniéndose sí, el minero que había en una fecha
anterior en la que se realizó un censo. Si se usa este número, o bien
uno derivado de una muestra dirigida precisamente a estimar las N^,
ocurrirá que, en las estimaciones, en lugar de las ponderaciones exa$
tas ph se utilizarán las p¿ estimadas, de nodo que se tendrá

en lugar de

k_.
y? -- pj v^e — z h 'h

r*

ph *ii
1

(1).

(2)

cono estimación de la media de la población.

Es evidente que la (1) es un^ estimación "viciada",
siendo el "error medio" (E.M,)

M.t.p.
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1c

-z.„ <Ph ** pa y'L h o)

Si indicamos con/^ si valor medio de la población,y es

se vó que la pérdida de precisión en la estimación depende de la na£
nitud/ />.' - x-: j2*o  sea dey y' /

( k , \ o<1 (p¿ "v-'hí
l 1 J

que es independiente del tamaño jj de la muestra, de manera que la prg,
cisión no se aumenta acrecentando jj, pudiendo ciertamente ocurrir que
para una cierta extensión de la muestra*  el- muestre© simple al azar
permite una estimación más precisa que el mostreo estratificado.

Lo que antecede no ofrece medio alguno para decidir,en.
un determinado caso, si se ha de estratificar o no cuando para la eg
timación se han de usar ponderaciones que se saben erróneas, pues no-
se puede predecir la magnitud deVerror”,

Una salida la ofrece el método de ^maestreo doble” de
Neyman por el cual las ponderaciones se estiman a partir de .una mue¿

• tra simple al azar preliminar, y la característica que se estudia,se
estima en base..a una. muestra extraída de la muestra preliminar.

Se demuestra que si los pesos p¿ se estiman tomando
una muestra simple al azar grande de extensión nr y la caracterís­
tica que se estudia en’base a una muestra estratificad# de extensión
total n nf entonces la varlancia de la estimación a incrementa
aproximadamente en

si se supone que las tasas de maestreo son pequeñas.

üt.p.
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CAPITULO III

ESTIMACION POR COCIENTE

1»- En los capítulos anteriores, las estimaciones de la
media o del total de la población se construyeron a partir de "la
media por elemento" de la muestra, ya fuera éste una muestra sim­
ple al azar, ya una muestra análoga extraída de cada uno de los -
estratos en que la población se había descompuesto.

Nos ocuparemos ahora de un procedimiento de estimación
mediante el cual, por la utilización de alguna información compl^
mentaría apropiada acerca de las características de los elemen—
tos de la población, es posible -en ciertas condiciones- obtener
estimaciones más precisas que las derivadas de la media de la mue¿
tra.

Este método es el de la "estimación por cociente11 y su
más ventajosa aplicación supone que para cada unidad Incluida en
la muestra, aparta del valor y¿ que en ella toma la característj.
ca que se estudia, se conoce el valor x^ de otra, y también ol -
total de esta última para toda la población.

Es evidente, intuitivamente, que para que la información
complementaria ofrecida por la Xj y su total en la población sea

útil’como ayuda pera hacer una estimación más precisa que la que -
sin ella se obtendría, los valores de la variable complementaria
en la población deben estar más o menos estrechamente correlaciona­
dos (positivamente) con los de la variable que interesa en la in­
vestigación.

2.- NOTACION Y DEFINICIONES

Soan

ai a2 .......... aN

los valores que la característica que se estudia (y que llamaremos
"la variable a") toma para cada una de las N unidades de la pobla­
ción; y sean

bl b2 ..........  bN

los valores de otra característica ("la viariablo b") para las mis
mas unidades.

Por definición es

M.t.p.III
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N
As £2 &i = NA = N/Aa

1

N
B = £2 bl = NB c

1

Ya.
nc conocido.

hemos adelantado más arriba que el valor de B se supp

La
res ai y bi}

relación entre los totales (o las medias) de los vals
es;

R e A / B -/<a/Ab

Si
extensión n

se toma de- la población una muestra simple al azar de
obteniéndose:

yi ^2 ............ yn
y para cada una do las unidades incluidas en la muestra se evalúa
el correspondiente valor de la variable complementaria, se tendrán
los 21 valores.

X1 x2................ xn

Los correspondientes totales de la muestra serán

_n
22 yi ■ y ■ ny
1
n
22 s x «= n7
1

31 cociente

R - j yi = y - y
xi x x

so usara como estimación dol R de la población.

BAR

Siendo al total B conocido,

y B (1)

Mi.p.III
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os la "estimación por cociente" del total A do la población.

La estimación de la media de la población sera:

A = h
a d.

Ejemplo 1.- Sea la "variable a" la extensión total dedi­
cada al cultivo de un cierto cercal? y la "variable b" el área to­
tal de N explotaciones aerícolas. Si so extrae una muestra de ¡j ejj
plotacionos, y^ y x^ serán los valores respectivos en las unidades
en olla incluíaos. Supuesta conocida el área total B de las N ex­
plotaciones, la (1) dara el área total estimada dedicada al cultivo
do dicho cereal en la población.

Ejemplo 2.- En el ejemplo anterior, la "variable b" po­
dría ser el área' dedicada al cultivo del mismo cereal en alguna -
focha anterior (p.e, on ol último conso) y r daría entonces ol nú­
mero de hectáreas cultivadas hoy por cada una cultivada al tiempo
del último censo. .

Muchos otros ejemplos de aplicación do la "estimación -
por cociente" pueden encontrarse en el libro do E. Denning: "Somo
theory of sampling". pag, 170.

tonto",

3.- PROPIEDADES DE LA ESTIMACION
A z A ' *

Es evidente quo la estimación A^ (o Rj ó/a' GS consij

Ella os, en general, "viciada", pero ol error sisteifiati
co do estimación os pequeño comparado con ol error standard de es­
timación apenas la extensión do la muestra soa relativamente gran­
de (p.e.>30). Esta "desventaja" con respecto a la estimación basa
da on la media por elemento, queda más quo compensada por su mayor
precisión.

Como on el cocicnto que expresa R, tanto el numerador -
como ol denominador son variables aleatorias, no ha sido posiblo -
dar una fórmula oxacta do la variancia do la estimación valedora
on general para cualquier población. Puedo, si, darse una expresión
aproximada, cuyo error tiendo a cero con n crociento.

La diferencia
A
AR - A - y B - A

x

puodo escribirse:

(y - R x)

Ahora, si la muestra os grande. jJ sorá próximas y ol
M.t.p.III. . D’
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cocionte B cercano a 1.

Aceptada esta aproximación, so tiene:

A„ - A ¿ N(y - Rx)
Jrt

de donde so sigue

A
E(AR - A) fc N E (y - RX) - 0

A
es decir, tornamos a A™ como siendo una estima.ción "no viciada" del
total A do la población, y podemos escribir:

V(Ar)
2

- n v(y - KO
Ahora bion:

7 - 18 ■ (yi - R*1) Ui = H
1 1

(habiendo puesto b y^ - Rx^) de manera que:

A 2 z_,V(Ar) b N V (u)

Pero

v(U) . -l-n .. ...I. X . „x2Nn N-1 b íu* ‘ U) (3)
1

donde ü es la media do la población de valores

Ui c ai " Rbl >
es docir:

x N 2 N
U = X ui " N*  ¿L (ai - Rbj.) - Aa - HR.BO

1 1

M.t.p.III,.
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pues R -a A/B^ por definición. La (3) es puoss

V(u) c ArS.
n •A ,.N_

1
Ui2

N-n 1 N
" Nn • N-l E

1
<ai ■* Rbi)2

por lo tanto queda, como expresión aproximada de la variancia de
ar:

V(Aa) s X . Jg. ¿ (ai - Rb^ g

1

Se sigue de aquí, sin dificultad, que

v(/ÍXa) " n
N(
/' (a, - Rb, )2

1

V(R) - JL. IX A. y (&Í - RbA)2
n N-l B2 i

(5)

(6)

Si p usando un sistema de ejes rectángularesp se representa
cada elemento de la población por un punto que tiene coordenadas
(]?lai) Ia recta que pasa por el origen de coordenadas y por el punto
(B«A)P tiene una pendiente igual a R (ver fig»).

Las variancias (4¿9 (5) y (6)^ escritas más arriba depen­
den de:

M.t.p.III
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x
Ñ-T L (ai - Ebi>2

1
(a)

que no es sino el cuadrado medio de los desvíos verticales de los di¿
tintos puntos con respecto a la recta de pendiente R. Merece observaj;
se que la (a) desempeña un papel semejante al de S2 0n el caso del
muestreo simple al azar con estimación basada en la media por elemen*  •
to

Observando que la (a) puede escribirse

Jí
1 \ ’ o o

i
se ve que las variancias (4)R (5) y (6)9 pueden expresarse también en
términos de los cuadrados de las desviaciones con respecto a R da los
cocientes individuales r^ s a^/bp

Otra forma de expresión de las anteriores variancias queden
tanto que pone de manifiesto más claramente los parámetros de las po­
blaciones constituidas por los valofes a^ y b^p de los que dependen^ —
resulta más sugestiva9 se obtiene por el siguiente camino.

Podemos escribirs

Dividiendo por N-l^ y recordando que :
N

donde P indica el coeficiente de correlación entre la "variable a" y
la "variable b" $> resulta :

(7)b - 2/~R Sa sbV(A„): »<»-») |sa+ r2 s
R n -

de dondep sacandocomo factor común del paréntesis^ se obtiene:(t)

M.t.p.III
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(a)

que no es sino el cuadrado raedlo de los desvíos verticales de los di¿
tintos puntos con respecto a la recta de pendiente R, Merece observan
se que la (a) desempeña un papel semejante al de S2 Qn Qi caso del
muestreo simple al azar con estimación basada en la media por elemen*  •
to

Observando que la (a) puede escribirse

4
ÑPT )_ h (rj - B)

1
se ve que las varíamelas (4), (5) y (6), pueden expresarse también en
términos de los cuadrados de las desviaciones con respecto a R de los
cocientes individuales r^ s a^/bp

Otra forma de expresión de las anteriores varianclas quejen
tanto que pone de manifiesto más claramente los parámetros de las po­
blaciones constituidas por los valofes a*  y b^ de los que dependen, -
resulta más sugestiva, se obtiene por el siguiente camino.

Podemos escribir •

- Zj®! - V2 + r2 E <”1 - V " 2R L(ai - * 5t?
1 11.

Dividiendo por N-l, y recordando que :
N

E <ai •Sa>(bi ■5b>

donde indica el coeficiente de correlación entre la "variable a" y
la "variable b", resulta :

V(An)= N(N-n)
n

de donde, sacandocomo factor común del paréntesis, se obtiene:(,)

M,t.p*III
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V(Ar) = N(N-n) A 2 c2tc2 _2¿)C
n / a a b / a Cb

o biónp puesto que NA.2 = A2/N. y poniendo C C - C :
/ a ¡ a b ab

z A
W tn A2^ + c2-2Catj (8)

con lo que se obtiene la varlancla de la estimación del total en fun
ción do los cuadrados de los coeficientes de variación de las 'varia
bles a y b" y del coeficiente de covariaclón de las mismas.

V(R) son :

C2 - 2 Cb ab
V(/¿ ) = -1 .

/^a n N a

. A
Las expresiones para V(/H a ) y

N-n Á2 fe2 4
■ a (9)

(10)

(•).- Para mayor simplicidad y claridad en las fórmulas» usaremos la
letra C para indicar el "coeficiente de variación", en lugar del sí®
bolo C.V. que hemos usado en los capítulos anteriores.-

M.t.p.III
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Evaluación aproximaba del nviclon de la estimación A^

Para obtener la expresión aproximada de la variancia de
Ar I se partió de la identidad

1 -A:“(?-RÍ)
K «,

X

para tomar luego B/ x como siendo igual a 19 teniendo entonces

N ( y - R x)
A

como primera aproximación de la diferencia p cuya esperanza matfi
mática resultaba así ser igual a cero. Para poder tener una expresión
aproximada del "vicio" de la estimación,, es necesario llevar aquella
aproximación un paso más adelanten lo que puede hacerse observando que
es:

B

x

Para, un tamaño suficientemente grande de la muestrap será ciertamente
( x - B)/ B < 1 p y el desarrollo del último término será convergente.
Tomando solamente la parte lineal de dicho desarrollo:

i- x-L
B

sq tiene como 2a. aproximación de A^-A:

N (v - R x) (1- ) z
B

. N lv - B í - ?(* .-. B) +R - S) )
\ B B /

M t.p.
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'de modo que:
A

E (A -A)
n

puesto que:
E (y - R x) = 0.

Ahora

E y(x - B) Z E (y - A)( x - B) -

de modo que resulta

E (Ap-A) -
A

lo que muestra que
o negativo) es tal

finalmente:

E(Ar) - A

el" vicio"
que:

(11)

de la estimación ( que puede ser positivo

1-) Tiende a cero cuando el tamaño £ de la muestra crece.

22) Es nulo cuando

o seapcuando

lo que significa que j_a línea de regresión de los pares ( a b ) en la
población es una recta que pasa por el origen. 1

La (11) puede también escribirse:

M.t.p,



E(Ar) - A = N Íí ( -1-1) ÍrS.-^jI
K § n N b / a J

puesto que:

¿V

Por otra parte9 al error standard de A^ es:

(12)

de (12) con (L3)de modo que. comparando el valor absoluto

se tiene:

El segundo factor del 2Q término es menor o igual que 1» de manera que
puede afirmarse que:

I E (Ar) - A |

ÓT
AR

de modo aue la relación entre el victo de la estimación y su error
standa-yd puede hacerse tan pequeña como se quiera tomando una muestra
de taimaño tal que el coeficiente de variación de x sea suficientemen­
te neciueño. Asls si el tamaño de la muestra es tal que el coeficiente
de variación de x es 0—1^ la relación del "vicio" de . error standard
de la, estimación será 0-1,, valor éste aue puede considerarse como
^significante para el "vicio" de una estimación en la práctica.



C OM PARACION CON LA VARIANCIA DE LA ESTIMACION BASADA EN

LA MEDIA POR ELEMENTO.

Sabemos que„ si se toma una muestra simple al azar de ex-2
tensión n de una población de N unidades y variancia Sg „ la varían

— A

cía de 1? estimación A es:

v(a):J«^52
a

n

A , .
Restando do ésta la ^(Ar) dada en (7)p Queda:

VU) -V(AR) = íSf BS, sb-K2sf

n " '

donde se sigue que le diferencia seré positiva toda ves que veri

f iaue:
2 2

2 P R % % > R %

o sea:

o bien,, puesto aue R z a fe:
/

.. 1 Cb (14)
P 2 ’ °a

SI precedente resultado muestra que la diferencia V(A)-V<An) seré tea
to más grande cuando más alta seo le correlación entro la "variable a
y la "variable b" complementarla, siempre y cuando se verifique slmuj.

táneamente9 que % ¿ 2 Ca

TAMAÑO DE LA MUESTRA
Si en la fórmula (10) que dá la variancia V(R) pone-

M.ijp. III
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2 2

Ca +C b - 2 °eb ' P> ""o1’3'

V(R) 1 1
: (---------) F

R2 n N
(15)

de donde resulta fácil obtener una estimación del tamaño n de la
muestra requerida para alcanzar una precisión predeterminada» En efe£
top de la (12) so obtiene:

o bienp teniendo en cuenta
a 2 2

que V(R)/R -

n

n0
n

no
2

y? poniendo F/ Ca
R

- 1 n
1-í -- no

2
F/ CaR

1 ~2
1 4. — F/ CA

N H

Para aplicar asta fórmula os necesario tener un? estimación pra
Via Se F, es floclr, «e los coeficientes de variación de ambas variables
y del coeficiente de correlación P •

M.t.p.III
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■ESTIMACION bE LA VARIAN9IA A PARTIR bE LA MUESTRA

Hornos visto que

N ?
W = -- . — É (ai - Ubi)

n N-l L
1

A A
Para tener la estimación v(A^) de V(Ar)p se sustituyo la suma

toria del segundo miembro por

n
P (yx - R xt)2

1

construida con los datos obtenidos on la muestra, Desarrollando el
cuadrado del binomio se obtiene la siguiente expresión para vvA^)
que resulta particularmente apropiada para el cálculo;

v(4r) = _N
n

N-n
N-l

/ n

E
< 1

A 9'■ R2
n

E
1

X2
1

A
- 2R

n xÉ>iyi

1 >
(16)

A
A La raíz cuadrada de v(A„) dá el error standard de estimación

s(Ap) que se utilizará para calcular el intervalo de confianza de la
estimación»

M,t,p,III
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ESTIMACION POR COCIENTE EN E¿ CASO LE PROPORCIONES

Consideremos una población que consta de N unidades de
muestreop cada una do las cuales encierra ó esté constituida por
un cierto número dQ elementos (poeo familias que constan de indi
viduos„ manzanas dQ una ciudad en las que hay viviendas familia-
resp etc.) Supongamos que los elementos que comprende cada unidad
de muestreo so clasifican en dos categorías: ”0" y "no 0".

Sean

b-, bg •«.. bv

los elementos comprendidos en cada una de las N unidades,» y

aval a2

aquellos que entre los anteriores poseen la característica "C"

Si
tensión n9

se toma una muestra simóle al azar de unidades de ex-

n

1

serán*  respectivamente?) el número total de elementos "C" y el núme­
ro total de elementos "C" y "no C" en la muestra. El cociente

Co la orooorción. de elementos ”C" en la muestra,» y es una estimación.
de la prooorción correspondiente

en la población

Se tiene aquí un caso de "estimación ocr cociente"„ desem­
peñando P el mismo papel aue R y p el mismo que "r

La variancia dQ le estimación pp viene dada por:



ni.is

N
V(p) - N N-n 1 > 9

n ’ N-l * fi2 (ai "Pbp

donde B -
o*

La estimación v(p) de V(p) es:

v(p) = N # N-n 1 A 2
n N-l ’ B2~ 2-, (yi " pxP

a 1

o bionp si se desconoce B - Nyé^ .

i»i
n !v(p) - N-n X— (y )2 '

Nn(n-l)^2 zL 1 " pxi
»L

El esauema do muestro que hemos supuesto para el anterior
'desarrollo,, en el aue constando la población 'de unidades constitui­
das por elementos,, la muestra selecciona unidades cuyos elementos -
se enumeran totalmente, es un ájemelo de lo que so denomina "maestreo
por granos" (6 "por racimos ", 6 "por conglomerados") del que nos ocjí .
paremos más adelante.

El cunto importante a notar aquí, os la diferencia entro
la fórmula de la variancia que corresponde a esto esquema y la que
corresnonderla utilizar en ol caso de que se hubiera tomado una -
muestra simóle al azar de elementos de la población de extensión i-
gual al número do elementos obtenidos en el maestreo por granos.

En cualquiera do los dOs casos,, la estimación de P estarla
dada ñor la misma expresión; la variancia safa en cambio muy diferente,
salvo el caso en que los diversos grupos sean ellos mismos muestras
al azar de una superpoblación de elementos,

ESTIMACION POR COCIENTE EN EL MUESTREü ESTRATIFICADO

Recordamos que, en ol muestren estratificado, la estimación
del total en la población de la característica objeto de estudio, se
obtenía haciendo la suma, cara todos los estratos, de las correspon­
dientes estimaciones, (para cada uno de ellos) basadas en la media -
por elemento en la muestra, es decir:

M,t,p.
III.14
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* I "h vh
h-1

Análogamente*  un ->roccaimiento para tener la estimación por
cociente del total A. He la población*  consiste en hacer la estimación
oor cociente HgI total en cada estrato y sumar los resultados*  de mo­
do tal que

JE. k
ArS = 2k Bh . ÍTÍ! _|l Bh

donde es el total de la característica b en el estrato h*  que se
supone conocido.

El segundo subíndice en Ars expresa que la estimación por
cociente se ha basado en una estimación del mismo tipo por cada estra
to separadamente.

No ofrece ninguna dificultad obtener la variancia V(AR) en
este caso. Ella viene dada por:

k z 2 2 2 /) \
V c'^g) = Y ■ sah + *h  Bbb - 2 \r hSahSbh

Sí >
indicando en todos los casos el subíndice h que el símbolo al que a
compaña*  se refiere el valor cue el mismo expresa para el h-ésímo
estrato.

Dijimos más arriba que la estimación por cociente era "vi
ciada" y que la fórmula para la variancia de la estimación era aura
ximada. Estos dos hechos merecen ser tenidos muy especialmente en -
cuenta en este caso. En primer término*  la fórmula de la variancia
dada más arriba requiere para su validez que el tamaño de la muestra
extraída de cada estrato sea suficientemente grande como para que
sea Calida la aplicación de la

Otra fórmula de estimación por cociente es la que denomi­
náramos de "estimación oor cociente total"*  en la que el factor que
multiplica n,l total B de la variable complementaria b en toda la pjq
blación*  es el cociente del total dg la "variable a" y el de la "va
riable b" en la muestra*  6*  en otros términos*  el cociente de las -
estimaciones de los totales A y B obtenidos a partir de la muestra
estratificada.

Así*  con Los datos de la muestra se calculan

¿a “h yh
Mc'joP»
111*14

B
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y con estos:

(usamos el segundo subíndice T para expresar que se trata de una es­
timación oor cociente total )c

Usando esta fórmula para la estimación,, no se requiere el
conocimiento del total ríe la ''variable b" en cada estrato.

La derivación de la fórmula aproximada de la variancia de
la estimación no ofrece,, tampoco en este caso„ ninguna,dificultado
En efecto,, siguiendo un camino análogo al que ncs llevó a obtener
al comienzo de este capítulo la fórmula de V(£ )„ se llega a tener

A

(K< n«>n bV(ART) g

h-1 nh

La validez de esta fórmula requiere que el tamaño total
n de la muestra sea suficientemente grande. Si se comeara V^rs^
con V(AR.-n) se concluye que, en general, cuando V(A^g) es aplicable
por ser suficientemente grandes las n^ , Ap« es más precisa que
Ar^o Por otra parte, si el tamaño de la muestra en cada estrato es
relativamente pequeño, será preferible la estimación Estas no
constituyen £>eglas" definitivas, y,en este caso, comtuan nichos
la decisión dependerá de la fisonomía del problema práctico que se
debe encarar.
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muestreo simple grupos (i)
I >■ i > l"l

CAPITULO IV

En los esquemas de muestreo que hemos considerado has­
ta ahora*  cada uno de los elementos o unidades de la población era
también la unidad de maestreo. Por la operación del maestreo se se­
leccionaban elementos de la población en los' cue se evaluaba o medía
la o las características objeto de la investigación. Las unidades
que constituían la población podían ser simples o complejas (p.e.per
sonas individuales o familias) y su definición como tales dependía
enteramente dél propósito de la investigación (p.e. los elementos de
la población serán las personas individuales, si el propósito es in­
vestigar el ingreso medio por persona; serán las familias (grupos de
personas) si el objeto es investigar la distribución de los ingresos
o gastos familiares), y de ingún modo estaba determinada por el es­
quema de muestreo.

En elmuestreo "por grupos" (o "conglomerados", o "ra- .
cimos") también son las“características de las unidades o elementos
de una población las que interesan, "pero, para los fines de la ope­
ración de maestreo, ellas se agrupan.para constituir "unidades prim^
rias de muestreo" cuyas características no hacen al objeto del estu­
dio. pero sí al plan de muestreo*  Por ejemplo, para una investigación
en la que interesan ciertos características de las'explotaciones agr£
colas de, una región, para los fines del muestreo, se divide dicha re­
gión en áreas geográficas cada una de las cuales encierra vatias ex»'
plotaciones, y esto de modo tal que cada explotación dé la región"se
asocia una y solo una de las áreas en que se la ha subdividido. Esas
áreas, que encierran un grupo de" explotaciones, son las "unidades
primarias de muestreo". En los esquemas que vamos a considerar, se
llega a los elementos de la población, por intermedio de las unida­
des primarias que los agrupan.

En lalgunos casos, tomada una' muestra simple al azar de
unidades primarias, o las características que son el objetó dele¿
tudio,' Se evalúan para todos los elementos que forman parte de las
unidades primarias que aparecen incluidas eñ la muestra. Este es el
esquema de "muestreo simple por grupos, en una etapa". En otros ca­
sos; cada unidad primaria incluida en la muestra, es ella misma ob­
jeto de muestreo, tomándose’de ella una muestra simple al azar de
los elementos que comprende. Este' es el esquema de "muestreo simple
por grupos, en dos etapas" o de "submuestreo". Es claró que no haynj-
da que limite, al menos teóricamente, el número de las ¿tapas suce-

® ®^“müestreo que llevan de las unidades primarias en las que
se a£ruPah’Los elementós de la población, a los elementos

vestígaciÓn^°rGS de las caracteríasticas que con el objeto de la in-
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Varias soñ las dificulatades de orden práctico y'econó-
mlco que limitarían el campo desaplicación de la técnica de las mues­
tras' que se resuelven con los esquemas mencionados, los ciue ofrecen m£
todos científicos de muestreo aplicables en casos en’que’los esquemas"
simples desarrollados en los capítulos’anteriores resultarían, si no
impracticables, prohibitivamente onerosos.

Así, p.e., es poco menos que imposible extraer una mue^
tra simple al azar de personas de la población de un país, o aún de
un ciudad, no se dispone de una lista completa y actualizada de todos
los individuos que la componen. En cambio, generalmente puede dispone^
se, o es'posible’ construir sin gran dificultad, unETIista de "radios*̂
"manzanas" u otras áreas que pueden constituir unidades primarias de.rnue.s
treo apropiadas.

Por otra parte, aún cuando se disponga de un padrón que
registra a todos los elementos de la población, la captación de la in
formación requerida de elementos dispersos sobre una extensa área,
(p.e. explotaciones agrícolas o viviendas elegidas al azar en el area
de una provincia o de una ciudad) resultaría antieconómica considera­
da la incidencia del factor "costo de desplazamiento" en el costo to­
tal de la investigación. Si bien una muestra al azar de elementos de
la población resultaría más eficiente desde el punto de vista del ta- "
maño, debe tenerse en cuenta que no siempre es esta la componente prepon
derante en el costo y que, una muestra de tamaño algo mayor de elemen
tos agrupados en conglomerados (p.e. explotaciones agrícolas'contiguas,
viviendas éñ lina manzana, etc,) distribuidas^ en área total,puede ofredey '
•estimaciones de la precisión requerida, a un costo total notablemente menor.

Cuando los grupos o conglomerados de elementos que cons
tituirán las unidades primarias de muestreo, se forman asociando uní­
vocamente cada unidad de la población o una y una sola de las áreas pa
parciales en que se subdivide el área que encierra la totalidad de d¿
chos' elementos, el esquema que aquí estudiamos es el de "muestreo por
áreas", reservándose la denominación genérica de "muestreo por grupos"
a aquellos casos en qué el medio por el cual se determina la unidad
primaria no es un .área.

En lo que sigue nos ocuparemos del caso más simple del
muestreo en una sola etapa de una población costituída por N unidades ■
primarias o grupos cada una de las cuales contiene: 12) un mismo núme'

ro de elementos, 22) diferente número de elementos de la población.

12) MUESTREO SIMPLE POR GRUPOS DE UNA ETAPA - UNIDADES PRIMARIA DE
’ MUESTREO ONTENIENDO TODOS EL MISMO NUMERO M DE ELEMENTOS

NOTACION; sea:

% (í = 1 •,« N, j Z 1 •.. M) el valor que la.carao
J terística que se estudia toma en el j-ésimo ele-”

manto del i -é-simo grupo.

M.t.p. rv
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M

el valor medio por elemento en el i-e'simo grupo

N .
” ' 1 y -a ~ — Z_ a.

N ! 1
la media aritmética de los valoree medios de
los N grupos.

Puesto que todos
elementos, la media 3 sera
blación. Én efecto:

los grupos constan del mismo número de
también la media por elemento en la po

a

N M N M

En la figura de la página siguiente se da una represerj
tación gráfica que puede ayudar a interpretar estos conceptos y los
desarrollos que siguen.

Supongamos que se toma una muestra simple al azar de n
grupos. Puesto que el muestreo se realiza en una sola etapa, la ca
racterística que se estudia se evalúa en todos los M elementos que
constituyen cada grupo incluido en la muestra, de modo que a cada
grupo en la muestra le corresponde un valor bien definido de la me
dia" o el total de la característica en cuestión*  o del porcentaje
de elementos que poseen un cierto atributo. Si indicamos con
(h s 1 ... n) la media por elemento en el h-ésimo grupo incluido en
la muestra, se tendrá que la misma ofrece n valores

y1 y2 ... yn

que constituye una muestra simple al azar de extensión g eatraída
de una población de N unidades cuyos elementos tienen valores.

M.t.p. IV
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POBLACION DE N.M, ELEMENTOS FORMADA POR

N UNIDADES PRIMARIAS DE M ELEMENTOS

Elems

NQ

--------------------------------------------------------------—------- z
Valor de la característica estudiada ; a^

i - 1 .... N 3-1 . . . M 3
Grupo

ne
(U.P)

Media por eletn
el grupo l.-áy

Io
c I

I e_______________
Media por elem.de
la población.
Media de los me-

—< dios de los gru­
pos: =

elem.de


tajes.

IV 5

Lo mismo puede decirse para el caso de totales o porcen

ESTIMACIONES-,Y SU VARIANCIA

Es evidente qué la media aritmética de los valores me­
dios de los grupos que integran la muestra:

n
- 1
y " ---- /  -

v. n ~ \ (1)
1

constituye una estimación- "consistente" de la media a.- Ella es tam
bie'n "no viciada" pues:

n
= 1 q— z

E (y)= — / E(y'h) “ a

Cuando, pues, todos lós grupos están integrados por el
mismo número de elementos, y el' muestreo se realiza en una sola etapa
la obtención de las estimaciones resulta particularmente simple, pues
to que, como ya hemos indicado ma's arriba, el problema puede interpre
tarse como siendo el del muestreo simple al azar de una población de
N unidades en las que una cierta característica toma los valores.

o bien
ó
ó

según que se trate de estimar el valor medio, o el total o el porcen­
taje en la población.

Teniendo en cuenta esta interpretación resulta inmedia­
to que la variancia de la estimación y vendrá dada por:

= (2>
indicando i n vai-ianoia de las a^ en la población, es decir:

M.t.p. IV
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Ejemplo; Sea una población de 30 elementos que se han
clasificado'en 6'grtnos de 5 elementos cada’uno, y para los que una •
cierta característica toma los valores dados en el cuadro siguiente»

Grupo NQ

1 3 7

a
1J
6 12 4

Total
w

"¿i
6.4

-2
•—? i
40.9632

2 8 6 5 6 11 36 7.2 51.84

3 13 15 6 3 4 41 8,2 67.24

4 9 12 6 12 5 44 8,8 77.44

5 14 20 5 8 14 61 12.2 148.84

6 2 7 11 . 3 10 33 6.6 43.56

11
247 a 8 > 23 429.88

El número total de muestras posibles dé extensión n Z 3
de esta población de 6 grupos es 20, A continuación se dan los tota­
les de cada uña de las muestras posibles y la correspondiente estima­
ción que ofrecen del total de la población:

Total 4.940

•
Total Tota; egM 1

Total de Total ,esti
Muestra Ns la muestra mago ge la Muestra Ns ja muestra nddó de la

* población • población

1 109 218 11 121 242
2 112 224 12 138 276 '
3 129 258 13 110 220
4 101 202 14 141 282
5 117 234 15 113 226
6 134 268 16 130 260
7 106 212 17 146 292
8 137 274 18 118 236
9 109 218 19 135 27010 126 252 20 138 .. 276
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El

las estimaciones
el total 247 que

La

valor medio sobre todas las muestras posibles de
del total de la población, coincide ciertamente con
se estima

váriancia S es:

: 1 f !í -2 s
S2 = — < X al
b N-l { 1

de modo que la variancia de la estimación de la media es:

V (y) z (y - |) 4.696 í .7.827

429.88-406.40 i z 4.696

y la del total’?

V (NMy) z 7Q4.43

Supongamos ahora que, en lugar de una muestra de gru­
pos, se hubiera tomado una muestra simple al azar de elementos de téj,
maño igual al número de elementos incluidos en el muestra de grupos.
La variancia de la estimación del total de la población sería entonces

- 9 1 ; 1 X q2
V (W) z (NM)

siendo ahora S la variancia de los elementos en la población. Se ten­
dría entonces:

V(NMy) .(so)2 _1_
15

\

_1
" 30 18.97 = 569.10

Se ve aquí que, en este caso, la variancia de la estima
ción del total basada en una" muestra simple al azar de elementos, es
menor que la de la estimación basada en una muestra de grupos que re¡j
nen el mismo número total de elementos.

EFICIENCIA RELATIVA DEL MUESTREO POR GRUPOS

.. La eficiencia relativa de las estimaciones obtenidas a
úe dos métodos de estimación o de muestreo diferentes cuales-

® st;a duda por el cociente de las inversas de sus respectivas
as, de modo que, siendo en el caso que se está considerando!

M.t.p. IV
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es

V (y) - (— - —) S 2 V (v) - —) S2
- Si N b y " nM Nm'

so tendrá: .. .
/p - XA (y) - v (y) > ¿

’ * ’ 1/V (y) " v (y) ’ MS*

En el ejemplo de más arriba se tiene:

E.,R,- - 17.22

5x4.696
= 73. 3 %

Partiendo de la identidad algebraica

N M M N _ „
22 zL (aii -á)2 = )_ -3i)2 + M y -á)
1. 1 'i i J 1

puede construirse el siguiente cuadro de "análisis de la varíamela"
de la población dividida en grupos:

Puente de variación Sumas de cuadrados Cuadra do amegioE

u NM - o 2
V Ca± -a) = M&.

N-l.1 x
n N M 2-2

N(M-l) 5- •X X

Entre grupos

Dentro de los grupos

03^icT
*

03 ̂
1

ll<3“ 
rT

1

* 
3

_______
—

1

Total
N M
r ’a>2

N M z
—1— V \ (a^j *a) «S

! NM-l Y 1 3

... a-i « Los "cua<irsdos medios" dados en la última columna se ob
ividiendo las correspondientes "sumas de cuadrados" por sus

respectivos "grados de libertad".

M.t.p. ly
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En el cuadro se ve que |a eficiencia relativa del maes­
treo por grupos con respecto al muestreo simple al azar de elementos
está dada por la relación del "cuadrado medio entre grupos" al "cua­
drado medio total" (oue no es sino el número que hemos llamado "varían
cía S2").

Supongamos tenei*  NM elementos que se agruparán en N
grupos de M elementos cada uno. Podemos imaginar que la operación cora
siste en tomar uno a uno los elementos para repartirlos en N réclpierj
tes de manera que en cada uno de estos haya el mismo número M de uni­
dades, Es fácil ver que el número de ordenamientos diferentes que pue
den obtenerse por el procedimiento indicado es:

(NM)í

En efecto, sea K el número de ordenamientos diferentes;
si se permutan entre sí los N grupos que constituyen cada uno de ellos
y dentro de cada grupo se permutan entre si los M elementos que en ál
hay, se obtendrán

NK x N ¡ x (M|)

órdSíiamientos de los NM elementos, los que no son otra cosa que las
(NM)J permutaciones de esos elementos.

Si para formar los N grupos se van eligiendo los elemen
tos uno"a mino al azar, el resultado es equivalente a la elección al azar
de uno entre los

(NM)l
NI (Ml)N

agrupamientos posibles.

Siendo
sb ¿ (&£-»)

N M
-2 i i N

y n(m-i) i íj - N i

M.t.p, IV
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M-l

Caij -V'2

TV 10

se desea saber cuales;;', son:

E (S2) y E (S^)

Puesto que uno de los K agrupamientos contiene todos_
los elementos de la población, todos ellos tienen la misma media §,
y entonces:

y

Ahora

E ‘Eb> = T£í '(>- E (*i )2 ' 1®SJ

rZ 1L A '2
E (§w> - E(aij2 )~M E(a p

-2 ' - = 2 =2
E (ap z Eta.^ -a) 4- a

- 2 =2
E (a 2) - E (ajj-S) + a

y como a^ y' a^4 son, respectivamente, las medias de muestras de tama­
ño M y ¿extraídas al azar de una población de NM elementos, resulta:

M.t.p. IV-
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1 I r-2 p "2 1 p
--------  < Mía 4 (NM-1) S2 -N^S - Mía [ - S
N(M-l) | N \

Los anteriores resultados muestran que, si los grunos
son muestras al azar de una población de NM elementos, se verifica
que ,

o -2 2
E (MSf) - E(S ) " Sb ~ w

de modo que entonces el muestreo por grupos tiene, en media, la mis
ma eficiencia que el muestreo de elementos.

M.t.p. iv
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EVALÜACIuN le la eficiencia relativa a partir de los resultados de
LA "EíUESTRA ‘

Las consideraciones precedentes sirvieron oara ooner ae -
manifiesto de qué características de la ooblacién ^ivi^i^a en gruñes
dependía la eficiencia relativa.- En la nra'ctica no se conocen los
valores g2 y g2 y g2 disponiéndose solamente dQ los correspondicn-

b v w
tes valores calculados en la nuestra.- Si9 núes? interesa evaluar la.
eficiencia relativa $ seré necesario ver como ouede ello estimarse u-
tilizendo los resultados ofrecidos oor la muestra.-

Puesto que 2 es la variancia de la nuestrasb

Esta evaluación ouede hacerse construyendo un cuadro dQ
nélisis de la variancia" para la muestra? semejante al construido más
arriba para la población total.- Se tiene asi:

Fuente de
variación

Suma de
cuadra^os

Cuadrados medios

Entre grupos

Dentro de los
grupos

K

1 1 H- 1

’<í
 <¡H

e-
u 00 1

K)
__

__
__

__
__

__
_

M (yi-y)2 * *= Ms2
HTf ¿_ 1 b

1

~—- Y 5 (yií”yi?2s C
n(M-i) Z_ Z_ íj i v

-1 T

Total

e-
j. 8 M

3I
'~

co coII
w

•H
>1

f-’l/xL

r-4ISIS

?1 *2 Y

obtenida cor el muestren simple el azar de la ooblación de N unidades

®1 S2 5n
será :

2 2
E(s ) - S

b. ~ b
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A su vez

puesto que

-2 -2
E(s ) - S

w “ w

-2 12
s ----  s
v N i

y
2 2 2

s s ... s
1 2 N

Por su oarteQ es una estimación "no viciada"
a partir dQ los

de S2
cuales so calcula 2
elementos de la pos­
estimación "no vicia-

no
puesto que los elementos y,, uxx ■«
no constituyen zuna muéstra simóle al azar ^e
blación<- Es fa'cl".-. sin embargo,, obtener una

¿ s cara lo cual basta observar que:

2s

(NM-l)S2 ~ (N-l)MS2 4- N(M-1)§2 (a)
b w

de modo eue^ siendo la expresión

2 ’2
(N-l)Ms^ N (M-l) s

b w

una estimación "no viciada" del segundo miembro de la (a) (por
serlo 2 y “2 de R2 y g2 respectivamente), se tendré oue

b w b Wp

2 -2
(N-1)MS N(M-l)s

b w

NM-1
fiará una estimación "no viciada" de la variancia S2 d.e los elemen­
tos de la ooblación.

Resulta de aquí cue la eficiencia relativa estimada a pax
tir de los datos obtenidos en la muestra,, vendrá dada por:

A 2 2
E.Re- 1 (N-l)Ms. N(M-l)s

___ _ . b w

NM-1 Ifü2
b

Si el número N de grupos es suficientemente grande como
para que puedan tomarse (N-1J/N - 1„ se tendrá como valor aproxima
do de la eficiencia relativa estimada:
Mot.p



y sip M es grandepde modo que (M~l)/M -1:

E.R„
-2
S

W

2
Ms

b
Método práctico para la ejecución, de los cálculos requeridos para
elr 'análisis déla variancia.-

Para el "análisis ^e la variancia” de la muestra deben
‘balcularse las siguientes sumas de cuadrados:



~TL TV M -r>, M -p.
ZZ(yiryi)2 = Z 1 frij-r1/ • ZZyu2-i Z1? (1)
11 11 11 1

'n. M. -n M -n M
Z ZCyiry)2= Z Z <yirl2) - Z E yi? - 4-t2
1-1 11 1 1 nM

Resulta así que solo se requiere calcular

para tener las (1) que9 divididas por sus respectivos grados de li­
bertad (n-l9 n(M-l) y nM-1)9 dan los cuadrados medios requeridos.-

Ejemplo:- Una población ha sido subdividida en 120 grupos9 cada uno
de los cuales consta de 10 elementos. Se ha tomado una
muestra simóle al azar de 20 grupos^ obteniéndose los re­
sultados que se registran en el cuadro siguiente,- Cual
es la estimación de la media dQ la característica estudia
da en la población y cual la eficiencia relativa de la mi_s
ma comparada con la que se hubiera obtenido extrayendo de
la población una muestra simóle al azar de 200 elementos?.

M.t.n.
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24,5 ! 14.7 17.6 28,832.0419.8 15.5 169.814.5 20.-12.513.2 ¡ 17.91

107.1 11.470,4111.17.9 12.6 12.-6.514.613.912.5!6.72 9.5

37.326.24193.221.9 20.-23.215.5 15 21,-17.614.63 20.923.5

6.625.966,56.8 89.2 11.34 10,9 7«-6,57.28.-

50.041.69223,723.519.-45 19.8 21.419,6 21.324.9 3021 23.2

12.343.21111.19,67.9 14,3 16.510.6 10,97.9 12,410.3

199.6 39.840.1617.318.2 2121,6 25,519.57 16 19.-

46.699.21216.119,5 19.2" 21.5 23.514.3 2319.626.5 28.28 21.-

14.2 9.6046.5 9813.99,8 10.112,57.18.39.69 6

7.259.0485.211.-9,6 10.46,5 4.310,49.58.310

35.796.64189.218.519.8 20,21.120,218.5 19.119.316.216.5'11

277,1 76.784.4127.329.7 3223.619.727.829.7 25.632.512

14.6 ¿ 14.5 173.7 30.171.6919.3 18.7 16.221.519.1 20.313.216.313

79.9 6.384.019.5 7.3 12.1 10.28.7 6.57.3 8.25.914 6.4

7.6 110,2 12.144.0414.5 9.27.89.6 14.312.313.110.5 11.315

94.433.29307.327.8 26.950.33627.6 31.230,237.6 32.9 26.816

187.7 35.231.2917.223.6 21.5 19.31516.3 14.919.6 21.317 19

90,8.6 8.100,6.7 8.6 10.2 9.218 6.8 9,1 10,39.3

170.6 29.104.3619 16.7 15.- 15,3. 23.5 12.4 19.6 21.2 13.914 19

20 28.3 82.483.8425.5 28.4 23.2
1

3.358.1 |660.675.53

población
el análisis dQ la varían

M.t.p

Grupo
N2

8O—

129.2
4-------

Ti

? “ 16.79

Valores observados:

29.7 31.5 26.2; 33.9 287.2
—----- I------——------ 1-------------------

como valor estimado dg la media de la
cía son: L°S vs',-or<3S ave se reavieren rara

se tiene en este caso: N - 120,, M B 10- n s 20
Siendo 20

_  Ti 3358,1, se tendrá

22.0 19.5
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T = 3.358.1
T2; 11,276.835.61

v“ y v 2Z~ L yij - 67.638.59

con los cuales se calculan las sumas de cuadrados

a) a 9.683.38

b) - 1.571.04

c) = 11.254,42

(En la práctica se calcularán solo 2 de estas,, para tener la 3ra.)

Se tienen así todos los elementos para la construcción del
cuadro de análisis de la variancia:

E.R
Mg

teniéndose:

s"2
w

E.R.S 11.5 %

Siendo N s 120 grande ( ■.fonjj^.uggrapara calcular la e

ficiencia relativa,la formula:

Fuente de
variación

Suma
cuadrados

Grados de
libertad Cuadrados medios

—-------■■■■ ———* 2
Entre gruoos 9.683.38 19 514.91 8 Ms

b

Dentro de los _2
grupos 1,571.04 180 8»73 s s

W

Total 11.254.42 199

lo que muestra que$> dejando de lado consideraciones de costo u otras
que ouedan hacer aconsejable la utilización de grupos del tamaño ela
gido como unidades de muestreop para atender solamente a la precisión.
de la estimación,, es ciertamente preferible el muestreo por elementos
6ste, comparativamente pobre resultado,pone de manifiesto que en el -
„n£CnA°c Qmani elación de la población para la formación de los gru—
?ntAT.nan,® logrado hacer que ellos sean suficientemente heterogénea
una varlahiiiA1/18”10 tiempo que semejantes entre si- de modo que a

11 ad grande dentro de los grupos se asocia una variabili-
M.t.p.
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<lad pequeña entre gruoos9 que es lo que hace que la eficiencia rela­
tiva ^el mucstreo ñor grucos crezca.-

M.t.p
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M.t.p

EVALUACION DE LA EFICACIA RELATIVA EN TERMINOS DEL COEFICIENTE DE

CORRELACION "INTRA - CLASE"

Una más clara apreciación de los factores de los que de;
pende la eficiencia relativa del muéstreo por grupos en una etapa.se
logra expresándola en términos del coeficiente de correlación "Intra-
olase" de los elementos que integran los diversos grupos.

se" es:
Por definición, el coeficiente de correlación "Intra-cla^

E (ai3 -a) (aik -3)

E(aiJ

ii'1^2.,.N

j k = 1,2 ... M

En el numerador, para cada valor del subíndice i-qué to
ma’los valores de 1 a N los subíndices j y k teman todos los val&
res de’I a'M, pero en cada producto es siempre j ¿ k, de modo que,te
niéndoSe No grupos de M elementos cada uno, hay en eí numerador NM
(M-l) sumandos, siendo entonces

• N M
E(a±1 ~S) Caik -3) - -.-L. >_ (aij-S) <aik“S)

13 NM(Mwl) 1-1 j X k = 1 J

El numerador de la (1) puede escribirse:

- “ 2
E(aij ~al + ai ~a) (alk "ai+ai = E(aij ~ai} <aik -3i>+E(ái-a) (2)

si se tiene en cuenta que:
ECalJ "ai? (ai = E(aik (31-5) X 0

er ~ Para calcular la“esperanza matemática' que figura en el
1 término del 2 miembro dé la (2), consideremos en primer Pagar
que i es fijo, do uiodo que debe calcularse;

' ’ - “ 1 M • ' ■ ' -
E(a13 -a±) (alk -3) ~ >2 <aij -$i) (aik -ajL) X

M<M“1) j ¿ ksl

: ■Si) S- X(a13 -ai)2 ) : - -k-

M.t.p. TV

etapa.se
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Tomando ahora la esperanza matemática para i variando
de 1 á queda:

N_ s2
1 9-11X2*  W

E(aij -a.) (aik -a^ - E(S,; - o Jf Si = “ ~

N-l

N

NM-l
E(a

de modo que queda finalmente:

-\2 ,a) r q2
sbE(^

Ahora, él
minador de la (1),

22 táímino del 22 miembro de la (2) y el deno
son respectivamente:

S2
NM

, ' . 2M(N~1)S.d ~ NS2
w

(NM-l)S2
(3)

De esto obtenemos:

(NM-1)S2/j 2 " “22 (M(N-l)S. -NSb w (4)

Ya hemos visto más arriba que:

do al resultado

NM-1
1 + (M-D/J

M(N~1 M

Multinliaando ambos miembros de la (4)
la' (5)

O p -2
(NM-l)S » M(N~1)S£ 4-N(M-l)Sw

se sigue que:
- S2f

(5)

por M-l y suman­

te)

que:
A su vez, se obtiene también fácilmente de la (4) y (5)

*1 S2 (l-z,) (7)

M.t.p. IV
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p,  Puesto que los primólos miembros de las __(6) y (7)
son esencialmente positivos, se vé inmediatamente que~el coeficien
te de correlación "intra-clase" verifica la desigualdad:

M-l z

que es una propiedad que lo distingue del'coeficiente de correlación
"entre-clase" cuyo valor está en el intervalo ~1, + 1

De la (6) se sigue Inmediatamente que:

S?  M(N-l) ' 1 (8)
MS^ NM-1 [1 + (M-l)/o)

de modo que se tiene así expresada la eficiencia relativa en función
dey?. -

La (8) muestra que la E.R. decrece cuando P crece, es
decir, cuanto más alto es el grado de Inter-relación de los elementos
que constituyen los diversos grupos, o, en otros términos cuando ma­
yor es la "redundancia" de la información ofrecida por los valores de
la característica estudiada en los individuos de cada grupoo

Como ya indicáramos anteriormente, cuando los grupos que
constituirán las unidades de'muestreo están formados por elementos con
tiguós de La población, tales como las explotaciones agrícolas ence­
rradas en una cierta área rural, las viviendas ubicadas'en una manza­
na o en un gruño de manzanas vecinas en una'ciudad, etc», se encontra
rá que él coeficlente'de correlación intra-clase para una' gran varie­
dad de características que pueden ser objeto deestudio és positivo,
de modo que la eficiencia relativa será inferior a'100 %o Por otra par
te, si el coeficiente de correlación intra-clase es negativo^ la pre­
cisión del muéstreo por grupos sérá mayor que la del maestreo simple
al azar de elementos,’y tanto más cuanto mas próximo sea aqü^l a su
valor mínimo -1/(M-1)O

En la práctica, el mayor o menor gradó de libertad de que
se dispone para la formación de los grupos al hacer él diseño de' la
nuestra*  depende del particular problema que~se tiene entre manos.Debe
tenerse presente que, formando grupos grandes Se aumenta la variabili­
dad interna, pero también se pierde eficiencia^ Por otra parte, un núp.
mero mayor de grupos más pequeños, puede quizás resultar más eficiente,
pero se pierde, en parte, algo dé la ventaja de menor costo que acon­
seja la utilización de los grupos como unidades de maestreo en lugar'

^oS . 5’L?lnentos Ia población» La norma básica a~ seguir es: grupos
de la máxima heterogeneidad Interna y de la máximS semejanza entre sí,

Ormino','~él máximo -número de gíupos'dsl menor tamaño po
pu®aa lograrse teniendo en cuenta'los medios de que se dispo

ne .para la ejecución de la operación de muestreo.
MotoPo IV
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CAPITULO V

MUESTREO SIMPLE POR GRUPOS - (II)

SUB, MUESTREO EN 2 ETAPAS

Pasaremos ahora a considerar el maestreo por grupos en 2 eta­
pas en el que, supuesto que se tienen N grupos o unidades primarias de
maestreo, se llega a los elementos de la población que han de ofrecer la
información para la confección de las estimaciones, mediante una doble 2
peración de maestreo : 12 una maestra de unidades primarias, 22 una muejs
ttra de . elmentos extraída de cada unidad obtenida en la primera muestrar-
ESupondremos que en ambos pasos de obtíme la muestra mediante una opera-
cción de maestreo simple al azar y, que las N unidades primarias en las
(¡que se agrupan los elementos de la población constan todas del mismo nú­
mero M"dé Elementos. La operación de maestreo selecciona n unidades prima
rrias.y deicadauna de ellas m unidades secundarias, de modo que el tamaño
'total de la muestra es n»m.-_

' Seá“ái-í el valar'qüe la característica estudiada tomaen el
s?m individuo de la i-ésima unidad primaria. Si es á la media por elemen­
to en la población de NM elementos y a^ la media por elemento en la i-ásX
na unidad primaria, puede escribirse:

a^ a a + (á^ - á) * (ajj -a¿)

o bien
aiJ = 5 * ‘‘U + '

si se pone

ti ~ ai " a “ aij “ai

Supongamos ahora que se toma una muestra simple al azar de £ uní,
dades primarias, y de cada una de ellas una muestra análoga de extensión
E. Si se indica con y.j el valor de la característica estudiada en el i-ásj.
mo elemento incluido efi la muestra extraída del i-ésimo grupo obtenido en
la primera etapa de maestreo, tendremos:

ylj = ®
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¿oxidé y indican variables aleatorias que pueden
lores

tomar los va

uil u12 U1M i Z 1,N

respectivamente, con probabilidades 1/M y 1/M.

Es evidente que
E (ti) X 0 E (tp2 = S2

siendo
N

S2 - _L V (a. -Í)2
b M-l L_. 1

1

y que E.(u'm)rO E.Cu'.)2 : 82

donde E^ indica que la E.M. se calcula dentro de un grupo, es decir
con respecto a ¿ para un subíndice i fijo.

„2S.^ es:

La inedia por elemento en la muestra es:

: n m

11
y^constltuy;. una estimación consistente y ,!no viciada” de a. En efec
to

z
1 1

: - n
- nmX + my~ t’^

M.t.p. V



V - 3
¿e donde se sigue inmediatamente que

n m -
E ( XT TI Yi-j) - nma

1 1

puesto que
n n m.:

e ( r tp = o e < x r u» ) = o
1 . i i íj

Para determinar la variancia de la estimación partimos de:

o bien, poniendo:

1 1

n n

(1)

Aquí, t*  es la media aritmética de los & desvíos de las
medias de los n grupos otenidos en la primera etapa de muestre© con
respecto a la media de la población, y u! es la media aritmética de
los m desvíos de los valores y^j obtenidos en la'muestra extraída del
i~ésimo grupos con respecto a la media del mismo.

De la (1) se sigue que:

: n
E(jr- a)2 a E (E’-f—— up2 -B

1

: E(!E«)2+-2- E( y u})2+- E(p. up = E(t« )2 +y E(Vü )2
n13 i n Z_ i n i (2)

M.t.p V



puesto que E($» . ) ) c o

Ahora
E(t’)2 -

V - 4

los valores obtenidos en una

Por su parte
2 _ U»

E

de manera que:

muestra sim-

Ahora
(

2
n

N
1

M Nn m
donde

N
1

i -N N (M-l)
1M«t,p.V

es nula puesto que las mue.s
la primera etapa de maestreo

2n 2n

2
w -

1 1 3?

puesto
pie al _
cuyos valores tienen media 0

1
n 2

que para cada ¿ es Ul
azar de extensión ¡n 1

de la doble sumatoria
en

a_B1
2 1

1) S2
m' i

La EOM.
tras extraídas de dos grupos obtenidos
son independientes8 Para calcular.

si!

111-2 (--------) s
n m M

(alJ -V
1

1
2

n

e ? y u»2

puesto que í’ es la media aritmética de
muestra simple al azar de extensión & extraída do una población de N
valores t que tienen media 0 y varifincia S£.

1
n2

debe tenerse en cuenta que para cada i fijo u^ es una variable alea-
toria? de manera que la E debe calcularse'primeramente para un conjuij
to de q grupos de dados y luego para todas las muestras posibles de n
unidades primarias

y bi 5i2 =-2 ei y <-' L. 1 1 n ¿ \L, m

la media aritmética de una
extraída de la población de M elementos
y variancia

N M
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Llevando los valores hallados a la (2),. queda-ílnalmen

"t© í

donde se usa el símbolo Vg (y) para indicar que se trata de una esti
mación basada en-muestreoen dos etapas,

" Si en lugar de tomar una muestra de extensión m de ca­
da una de las n unidades primarias obtenidas en la primera etapa de
muestreo, se analizan todos los elementos que las integran, es decir,
solo hay una etapa de muestreo, siendo m * M, la (3) se reduce a 

que es la variancia de la estimación de la media por elemento que se
obtuvo en el capítulo anterior para el caso del muestreo por grupos
de una etapa.

A su vez, si la muestra de unidades primarias es tal que
agota las N en que se agrupan los elementos de la población, y de c^
da uno de ellas se toma una muestra simple al azar de extensión m. se
vé que se está frente al cauo de muestreo de una población estratifi
cada con adjudicación proporcional, Al sor n « N, el primer sumando de
(3} se anula y queda:

n m n
que es la forma a la que se reduce la variancia de la estimación de
la media en el muestreo estratificado con adjudicación proporcional
cuando el número de estratos es N, el tamaño de la población NM, el
tamaño de cada estrato M y la muestra extraída de cada uno tiene ta­
maño m.

Si el número de Unidades primarias de muestreo y el de
elen ntos dentro de cada una es suficientemente grande como para que
pueda considerarse que

N - n M - n
--------- y —

• N M

son iguales a la unidad, la (3) se reduce a:

V2 (y)
n nm

V
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Comparación de VP (y) con V (y) y Vj (y)

Supuesto que se tiene una población de N.M, elementos
distribuidos en N conglomerados de M elementos cada uno, resulta de
interes comparar la variancia de la estimación de la media resultan
te' de la extracción de xma muestra de tamaño global n.m, en 2 eta -
pas, con la que se obtend?.:ía si:

12) Sé extrae’de la población una muestra simple al azar de la misma
extensión
22) Una muestra en 1 etapa de la población clasificada en el mismo nú
mero de grupos, la que, debiendo constar de n.m elementos, requiere
la selección de n.m/M grupos, en cada uno de los cuales la caracterf-s
tica estudiada se evaluará en todos los M elementos que lo integran.

De estas comparaciones surgirá en qué casos, es decir,
para qué valores de alguna característica dé la población, el mues­
tren en 2 etapas ofrecerá una estimación más precisa,

12) Comparación con V (y)

La ‘ ariancía de la estimación de la media basada en u-
na muestra simple,al azar es:

1'1 o
V(y) - (— - — ) S2

nm .. NM
donde S2 es la variancia de los el omentos en " a población.

de

Ahora, si en la expresión que dá Vg (y)| sustituimos
y S2 por sus valores dados en términos de S2 y del coeficiente

correlación intraclase(v. pág ), se tendrá:

Si la tasa de muestreo n/M es pequeña y tomamos(NM-l)
/NM’l, puede escribirse aproximadamente:

N-n

Met.p.V

v2 (y)s —
nm

vo (y)« —
nm

y puesto "1,^ ]se supone prácticamente 0, de modo que
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resulta que la eficiencia relativa del muestreo en 2 etapas con res­
pecto.1 al muestreo simple al azar viene dado por:

V (y)

que es la expresión 4ue se tendida para la eficiencia relativa del
muestreo por grupos en ‘1 etapa*  Si cada grupo constara de m(N-n)/
(N-l) elementos. Si el coeficiente de correlación intra-clase es ne­
gativo, el muestreo por grupos en 2 etapas es más eficiente que el
muestreo simple al azar, de elementos, ocurriendo lo contrario cuan­
do él es positivo.

22) Comparación con (y)

Cuando en el muestreo por grupos en 1 etapa se selec­
cionan nm/M unidades primarias, la variancia de la estimación de la
media es:

; M I
V-i (y)s(-— -—)

nm N
s2
%

Si restamos de ésta la V2 (y) queda:

Ahora hemos visto más arriba (pág.
grande, es:

s? -- ys2
M w >

) que, para N

de modo que podemos escribir:

✓ a . - 1 M pV1 (y) - V2 (y) 4- (— 1) .s2
\ ’ n m /

MottP.V
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, 4. °l la «diferencia entre VT (y) y V2 (y) será po-si

tiva, y tanuO mas grande cuanto más pequeño sea m con respecto a M,
es decir) cuanto más pequeña sea la tasa de muestreo m/M dentro de
cada grupo, En otros términos, si el coeficiente de correlación es po
sitivo, para un determinado tamaño nom de la muestra global, es prefe,
rible el muestreo por grupos en 2 etapas que selecciona un número q ~
de grupos y m elementos de cada uno do ellos, al muestreo en 1 etapa
que selecciona nm/M grupos y evalúa la característica en los M elemen
tos que cada uno encierra. Si en cambio, el coeficiente de correlación
f. ntr a-clase S es negativo, el muestreo en 1 etapa da una estimación
más precisa.

Estimación de la variancia a partir de los datos déla muestra:

’ Como en general no se conocen los valores de los pará­
metros S~ y de la población dividida en grupos, para evaluar la
precisión de la estimación de la media y es necesario calcular una
estimación de Vg (.y) . Para tener esta estimación, que se indicará
con v2 (y), partimos de las expresiones

sb ~ ~__ 1 ?

s2
i

1

m-1 4
construidas con los datos ofrecidos por la muestra^ y calculamos sus
respectivas esperanzas matemáticas con las que obtendremos expre sic$
nes’que permitirán formar estimaciones ,!no viciadas" de y S“

Por de pronto observemos que, puesto que dentro de cada
grupo seleccionado en la primera etapa del muestreo, se toma una rnuej?
tra simple al azar de elementos, se verificará que

y por lo

E (s?)

de manéis

2
b»Para calcular la esperanza matemática de s

.t.p.V

escribimos



( s v’9(n-1) B ( s2 ) E ) n. _2 _ (=)2j

Ahora K¿ij) sbJ^. Bj (yf) = E1 BjCfi-áp2 S2

y como para cada j, fijo y 4 es la media aritmética ^e una muestra simple
al azar de extensión nj extraída de uha población de M elementos cuya
media y variancia son9 respectivamente;) áj_ y S2 g se tiene que el últi­
mo miembro de la igualdad anterior es: 1

Ei 7, (-£■-ir) 4 + íj = (1"t7vsi) + nBi(S2)=r
, T n -2 _ N= Mi~ z á <2)

1
Puesto que _

co N N

(n - 1) s:? - (á i)2 = £ _n=2
1 1 1

E0 tiene
N 1 o =P

a n(i + naN ¿-*1  N b

de modo que la (2) puede escribirse:

n(~m “ M") §w + n<1 “T5 Sb+ na

Por otra parte
v2 (>)'■= B (j2) 42 = Qt---D ¿*1(1.  1) s2

u d n w

ríe modo que
nE (J)2 = n(-^«i- ) S3 > (i- - i) S3 +• na2 (4)

"Reemplazando los 2 términos el 2Q miembro de la (1) por sus
valores hallados en (3) y (4)$ So tiene:

(n-l)E(s2)= n< -i-j*)  s2 + „(1 . 1.) S2 > h?- -n<K- M -C1 -IjS2-^

I 2 *1 i **2  IZ (n-1) I 4- 44)

M,toí> V
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de modo que resulta finalmente:

E (=§> = Sb +<£-g> C

de donde se sigue que la estimación de S^ vendrá dado por:

''2 -2 Los valores re queridos apara calcular las estimaciones
S, y S se obtienen a partir del cuadro de análisis de variancia deb w
la muestra.

Si en 1.a expresión que dá V2 (y) reemplasamos S2 y S^ por
sus estimaciones basadas en la muestra, tendremos la estimación bus­
cada de la variancia.

v, (j) - 1 - i) ¿4-1 (i - 1) ‘i3
2 y " n N b N m m w

M.t.p V
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------- CAPITULO V -------

MUESTREO SIMPLE POR GRUPOS - Jll)

SUB, MUESTREO EN 2 ETAPAS

Pasaremos ahora a considerar el maestreo por grupos en 2 eta­
pas en el que, supuesto que se tienen N grupos o unidades primarias de
maestreo, se llega a los elementos de la población que han de ofrecer la
:inf ormación para la confección de las estimaciones, mediante una doble £
operación de muestreo : 1Q una maestra de unidades primarias, 22 una mués
•tra de . elmentos extraída de cada unidad obtenida en la primera muestra*-
íSupondremos que en ambos pasos de obtiene la muestra mediante una opera­
ción de muestreo simple al azar y, que las N unidades primarias en las
que se agrupan los elementos de la población constan todas del mismo nú­
mero M"de Elementos. La operación de muestreo selecciona n unidades prim¿
rias.y deicaclauna de ellas m unidades secundarias, de modo que el tamaño
total de la muestra es n,m.-_

Sea“áíj el valcorqúe la característica estudiada tomaenel
sino iadivldiiode la i-ésima unidad primaria. Si es á la media por elemen­
to en la población de NM elementos y la media por elemento en la i-ésX
ma anidad primaria, puede escribirse:

o bien

si se pone

aiá
B

a a 4 (áj. - a) * (atj -ai)

Supongamos ahora que se toma una muestra simple al azar de & un;
dades primarias, y de cada una de ellas una muestra análoga de extensión
m. Si se indica con y^, el valor de la característica estudiada en el $-és:
mo elemento incluido en la maestra extraída del i-ésimo grupo obtenido en
la primera etapa de muestreo, tendremos:
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donde t^ y u^j indican variables aleatorias que pueden tomar los v¿
lores d

*1 t2 ... tN

üil u12 ••• uiM 1 " 1,N

respectivamente, con probabilidades 1/N y 1/M.

Es evidente que
• 9-2

3 (tj “ 0 E (t|r : Sb

siendo
N

c2 “ \~ /- "x2S z — ) -a)
D N-l ¿_.

1

y que - ■ • « p ■ ~2
e.(u»m) «o E.cu'r : 8.

J *A* J v 1J X

donde Ej indica que la E,Me se calcula dentro de un grupo, es decir
con respecto a ¿ para un subíndice i fijo.

S? es:

1

M

La media por elemento en la muestra es:

v-constituya

o

N

n mI 1 y«
11

M ’

un? estimación consistente y "no viciada" de a. En efec

ut,p. V
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de donde se sigue inmediatamente que

m m
E ( Z Z yij) - nma

puesto que
n n m.:

E ( r ti) = 0 E ( X Z U- ) = 0
1 1 1 1

Para determinar la variancia de la estimación partimos de:

o bien, poniendo:
n n

tI uba3*

1 1

n
= '■ 1 V -7 - a ~ t’ + —— / u’

n 1
(1)

Aquí, t’ es la media aritmética de los & desvíos de las
medias de los n grupos otenidos en la primera etapa de maestreo con
respecto a la media de la población, y u! es la media aritmética de
los m desvíos de los valores y<4 obtenidos en la’muestra extraída del
i~ésimo grupo, con respecto a la media del mismo.

De la (1) se sigue que:

n
E(yr - a)2 a E (£«4-— V" u’)2 =

n L 1
1

“ E(lt. V uH =E(t’)2+^- E(VZ)2
n Z_ i n 1 (2)

E(í’-) En

M.teP V



puesto que E(£f e ) c o

Ahora
2

E(t') -

V - 4

puesto que es la media aritmética de los valores obtenidos en una
muestra simple al azar de extensión £ extraída ¿o una población de N
valores t que tienen media 0 y variancia S£.

Por su parte

2n

2 _

La EOM. de la doble sumatoria
tras extraídas de dos grupos obtenidos en
son independientes, Para calcular.

es nula puesto que las mue_s
la primera etapa de muestre©

debe tenerse en cuenta que para cada i fijo u’ es una variable alea­
toria, de manera que la E debe calcular se'primeramente para un conjujj
to de n grupos de dados y luego para todas las muestras posibles de n
unidades primarias, de manera que;

puesto que para cada i es ü! la media aritmética de una muestra sim­
ple al azar de extensión ¡n 1 extraída de la población de M elementos
cuyos valores tienen media 0 y variancia
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Llevando los valores hallados a la (2),. gueda—flnalrnej^,

te;

,rs Z1 ' \ 2 11 1 -PV (y) «-) S*  4--(------- ) S2f (3)
d ' n n D n m M w

donde se usa el símbolo V2 (y) para Indicar que se trata de una esti
mación basada enmuestreoen dos etapas,

" Si en lugar de tomar una muestra de extensión m de ca­
da una de las n unidades primarias obtenidas en la primera etapa de
muestreo, se analizan todos los elementos que las integran, es decir,
solo hay una etapa de muestreo, siendo m “ M, la (3) se reduce a 

que es la variancia de la estimación de la media por elemento que se
obtuvo en el capítulo anterior para el caso del muestreo por grupos
de una etapa.

A su vez, si la muestra de unidades primarias es tal que
agota las N en que se agrupan los elementos de la población, y de céj,
da uno de ellas se toma una"muestra simple al azar de extensión m. se
vé que se está frente al carne de muestreo de una población estratifi
cada con adjudicación proporcional, Al sor n c N, el primer sumando ae
(3^¡ se anula y queda:

•t •* T4. 4. X •n— (—„ _)
n m n

que es la forma a la que se reduce la variancia de la estimación de
la media en el muestreo estratificado con adjudicación proporcional
cuando el número de estratos es N, el tamaño de la población NM, el
tamaño de cada estrato H y la muestra extraída de cada uno tiene ta­
maño m.

Si el número de Unidades primarias de muestreo y el de
elen ntos dentro de cada una es suficientemente grande como para que
pueda considerarse que

N - n M - n
y

N M
son iguales a la unidad, la (3) se reduce a:

n nm

M.t.p. V
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Comparación de V2 (y) con V (y) y y, (y)

f Supuesto que se tiene una población de N.M, elementos
distribuidos en N conglomerados de M elementos cada uno. resulta de
interós comparar la variancia de la estimación de la media resultado
te de la extracción de una muestra de tamaño global n.m, en 2 eta -
pas, con la que se obtendría si:

12) Sé extrae'de la población una muestra simple al azar de la misma
extendía r.f!'.,
22) Una muestra en 1 etapa de la población clasificada en el mismo nd
mero de grupos, la que, debiendo constar de n.m elementos, requiere
la selección de nom/M grupos, en cada uno de los cuales la caracteiis,
tica estudiada se evaluará en todos los M elementos que lo integran.

De estas comparaciones surgirá en quó casos, es decir,
para qué valores de alguna característica dé la población, el mues-
treo en 2 etapas ofrecerá una estimación más precisa,

12) Comparación con V (y)

La •■■ariancia de la. estimación de la media basada en u-
na muestra simple al azar es:

4- 4- <"j
V(y)*(  — « —) s2

nm . NM
donde es la variancia de los elementos en *■  a población^

m

N-nm

o

NM-1s - -----
NM

NM

S2

nm

| /jj

• M-m 'I
(M-l) ---------

M )

N-n

N-l

N-n

N-l

' m

M

s2 y sb *
de correlación

- NM - 1

Añora, si en la expresión que dá Vg (y)g sustituimos
S2 por sus valores dados en términos de y del coeficiente
relación lntraclase(v0 pág ), se tendrá:

' S2
c —

Si la tasa de muettreo n/M es pequeña y tomamos(NM-l)
/NM-1, puede escribirse aproximadamente:

■ " N-n 1V2 1
nm / N-l j

y puesv'- -■'ií J/NM se supone prácticamente 0, de modo que

’ ’ , S2
M.top.V V2 (?)#
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resulta que la eficiencia relativa del muestreo en 2 etapas con res­
pecto.' al muestreo simple al azar viene dado por:

E.R, 9
V (y)

V2(y)

que es la expresión que se tendida para la eficiencia relativa del
muestreo por grupos en 1 etapa»' Si cada grupo constara de m(N-n)/
(N-l) elementos. Si el coeficiente de correlación intra-clase es ne­
gativo, el muestreo por grupos en 2 eiapas es más eficiente que el
muestreo simple al azar, de elementos, ocurriendo lo contrario cuan­
do él es positivo.

•»
22) Comparación con (y)

Cuando en el muestreo por grupos en 1 etapa se selec­
cionan nm/M unidades primarias, la variancia de la estimación de la
media es:

* M ' 1
Vi (y)s(— -—) sg

nm . N d
Si restamos de ésta la V2

Vi (y) - v2

(y) queda:

2 -21 M •

n m

grande,
hemos visto más arriba (págAhora

es

s2 «z>s2W y
.2 1

) que, para N

de modo que podemos escribir:

M.t.p.V

vx (?) . V (?)ii
n

M ’ 2(-----1) 7)S2



expresiones

V - 8
S-L/9 0» 3.a diferencia entre Vn (y) y Vo (y) será pos!

tiva, y tanto mas grande cuanto más pequeño sea m con respecto a M,
es decir, cuanto más pequeña sea la tasa de muestreo m/M dentro de
cada grupo. En otros términos, si el coeficiente de correlación es po
sitivo, para un determinado tamaño nom de la muestra global, es prefe
rible el muestreo por grupos en 2 etapas que selecciona un número &
de grupos y gi elementos de cada uno de ellos, al muestreo en 1 etapa
que selecciona nm/M grupos y evalúa la característica en los M eleme^i
tos que cada uno encierra. Si en cambio, el coeficiente de correlación
intra-clases es negativo, el muestreo en 1 etapa da una estimación
más precisa.

Estimación de la va r iancla a partir de los datos de la muestra:

Como en general no se conocen los valores de los pará­
metros 82 y S2 de la población dividida en grupos, para evaluar la

D W
precisión de la estimación de la media y es necesario calcular una
estimación de V2 (y) ■> Para tener esta estimación, que se indicará
con Vg (y), partimos de la

r (ñ - j)2
4

1 (y13 - vj.)2
1

construidas con los datos ofrecidos por la muestra, y calculamos sus
respectivas esperanzas matemáticas con las que obtendremos expre sM
nes gue permitirán formar estimaciones "no viciadas" de y

Por do pronto observemos que, puesto que dentro de cada
grupo seleccionado en la primera etapa del muestreo, se toma una mue¿
tra simple al azar de elementos, se verificará que

E (s?) . f2

y por lo tanto / • T \
e £*1

I n 1 J
Para calcular la esperanza matemática de s^j escribimos

- n.i í c - «y i
de manera sne será; l 1 J
.t.p.V
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(1)

2Ahora 1 E1

(n-1) E ( s? ) E
b

-2
ai

y como para cada 1 fijo y^ es la media aritmética de una muestra simple
al azar de extensión 13 extraída de uha población de M elementos cuya
media y variancia sonp respectivamente^ a^ y S2 SQ tiene que el últi­
mo miembro de la igualdad anterior es: 1

Ei { Z, si +

- a fe -§- y~ í (2)
1

Puesto que
n N _ A

(N-1) S.; - (ai - á) = Z_ a? -Na2
1 1 1- i

ne tieno
N , _o-f-Ta2 ■ n(l - —) S2 + na.

N ¿y- i N b

de modo que la (2) puede escribirse:

"m " §w * n\1 "

Por otra parte
V2 (y) = E (y2) -a2 = &2 4» (1 _ 1\ s2

n 0 n vm T7 w
de modo que

nE (j)2 = n(l - 1.) s® + <1 -jp S® + í£2 (4)

?Reempla zando los 2 términos el 22 miembro de la (1) por sus
valores hallados en (3) y (4)$ Se tiene:

(n-l)E(s2);r n(-~—X.) s2
b m M' w

+■ n(l S2 +• na^- n(l_w^s2 =

= <n-l) S2 4. Swj '

M,t^ V
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do modo que resulta finalmente:

E (s^) : S? 4- (i - i) s2
b b w (5)

sigue que la estimación vendrá dado por:de donde dese

1
m

1
M

2
Sb

-2sw
"2 2
sb = Sb

'*2  12 Los valores requeridosspara calcular las estimaciones
y Sw se . obtienen a partir del cuadro de análisisde variancia de

la muestra.
*" p **2Si en?..a expresión que dá V2 (y) reemplasamos S^ y Sw por

sus estimaciones basadas en la muestra, tendremos la estimación bus­
cada de la variancia,

v ,=s 1 lx 2.1 A Lx '¿2v9 (y) - - - -) Su'»*-  (--•*)  s2 w ~ n n & N m m w

Mat.p V
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22) Unidades primarlas de tamaños diferentes (n = 1)

Supondremos ahora que la población que ha de someterse al
muestreo consta de ün cierto número N de~grupos o unidades primarias
y que es (i = 1 ... N) el número de-elementos en cada uno de ellos.

Consideremos, en primer término, el caso en que la prime­
ra etapa de muestreo consitc en la selección de uña única unidad pri­
maria (n = 1) de la cual se elegirá una muestra simple al azar de m^
elementos, qué constituirán la muestra en base a la cual se estimarán
los parámetros que interesan de la población que consta de Mo - J Mj_
elementos. ~

En los desarrollos subsiguientes consideraremos que se tm
ta de estimar el valor medio por elemento- de una cierta característica

Para ejemplificar tomaremos la siguiente población hipotética:
Grupo Valores a^j ÍJi Ui 9-i *i s2

1 3 15 3 9 3 4

2 4 2 3 6 5 4 6 24 4 2

3 26339854 8 40 5 6.29

H■ l.lO 73 O
I í

W fl

i
LMi _ , .29
p’l

En el caso en que cada grupo consta de un número diáferente de
elemontos, varias son las estimaciones que pueden construirse, A cori
tinuación analizaremos algunas de ellas.

12) Estimación basada en la media de la muestra.

Supuesto que se ha elegido un grupo de entre la N y que
se ha extraído del mismo una muestra de nu elementos, una estimación
simple de la media por elemento de la población, es la media de los
elementos obtenidos en la muestra. Se tendrá asi

Sj. ■

M.t.p. V
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donde

" - 1 r
yi “ yil + yi2 i ^im-j/

fácilmente una variable aleatoria que toma

C,
“1

de ellos con una cierta probabilidad

Ahora:,2,
P(W

MN
CL

mN

y. es, como se vei 7

N;

ss cada uno

r -u V
. J e2 j o o e 9

P(-Í.D “ p(i) p(3/i)

donde p(i) es la probabilidad de.elegir, en la primera operación de-
muestreo, el i-ésimo grupo y es la probabilidad condicioné ds
obtener el j-ésimo valor de y3 en'el grupo en cuestión.

Puesto que en el caso que estamos considerando, la elec­
ción del único grupo se hace asignando a todos ellos la misma prob^
bilidad, será ■ . .

pr^ ta 1/ N ,'.Í U 1, ana, N

sim-y como la muestra a extraerse del grupo obtenido es una muestra
pie al azar, será:

- M<
”(3/1) =

evaluar
E

Para calcular la E. M,
: N?
=X Dwi ñ =

de la estimación, se tendrá que
N

Pi P(3/i)

- Pero H P(i/-n y< no e9: otra cosa que la E.M. de las me
fea s .ue muestras de extensión m*  extraídas por uña' operación de mués,
treo simple ai azar ¿e población de M. elementos cuya media es s?Resulta así que 1 1

(yi} ~ £.*1  = i
. • - • 1 jy C— 1 1

M<t.Pe V



don^e ai indica la media aritmética do las medias de los N grupos, El
anterior resultado nuestra que la estimación que hemos construido es
"viciada", cuesto que

E (a) " a * *
I i

Para tener el error medio
hemos calcular

cuadrático de esta estimación de-

- - 2 _ _ _ - - = o
E(y.- a) - E(y -a a -á +• á - a) -

1 1 i i i 1

" E ~Si)2+ EÍ^-aJ2* (á^Z)2

(1)

puesto que puede mostrarse fácilmente que las E.M. de los productos

(y -a ) (a -a )
i i ti
Ahora: N NÍ4

, etc□ son nulas.

pero la suma entre corchetes no es otra cosa que la E.M. de los cuadra­
das de los desvies de la media de una muestra simple al azar con respes
te a la media de la población de d^nde se la ha extraído, y por .lo tan­
to ella vale!

nii M^ i

de modo que queda:

- - '2
B(yi “ai') -) s2

M. 1 (2)

(3)

M.t.p, V
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cuesto que cada grupo se elige con probabilidad 1/N.-

¿levando les resultados (2) y (3) a la (1)*  se tiene:

N M

El error medio cuadrático de la estimación*  -que hemos indica
c >n. V - CCimr, si se tratara de una variancia-*  está constituido por

(a^.)
tres componentes: 1Q) variancia dentro de los grupos*  dada por el pri­
mer sumando del 2Q miembro; 2Q) variancia entre grupos*  dada por el S£
gundo sumando,, y 3Q) el cuadrado del "vicio" o "error sistemático"?
Se ve que el tamaño de la muestra solo afecta a la primera componente.

En el caso de la población hipotética de más arriba* y supups
to que el tamaño m de la muestra es siempre igual a 2*  cualquiera.sea
el grúpo obtenido en la primera etapa del muestreo*  se tiene:

^e modo que:

I

XiV'n- ba sarta en el total M

tenido en
ciada del
ciada del
M.t.p. V

®Qa y± la media de la muestro extraído de"1 ^-ósimo grupc ob­
la Primera etapa de muestreo; y^ QS una estimación*  nc vi,
total rie dicho grupo*  y NM^y^ una estimación*  también "no vi
otal de la población. Se sigue de aquí que:
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A
s

aII " _ M

N

será una estimación "n^ viciaba" de
probarse del siguiente modo:

a.- La afirmación ''ntorior puede

M

Miai=ir ZMt at= a
° i

Para hallar la variancia. de la estimación debe calcularse:

(la E.M. del doble producto es nula).-
E1 primer sumando de (5) es:

el 2Q sumando de (5) es:

M.toPo V



V - 16
y novando estos valores (6) y (7) a la (5)» queda:

V(fIT)
H ■' ___

sí+í? ñ2_ma)2
° i

(8)

Merece observarse que la componente "entre grupos" de
la^variancia depende de los cuadrados de los desvíos dé~Ios totales”
Mjác de los distintos grupos con’ respecto a la media ó^nátlcncb esos tétala^
lo que hace que9 en general,, la v«X.’¿aacla do la estimación g sea
grande yp en particular^ mayor que la de la- estimación "viciaba" g-r.

En el caso de la población de més arriba las componen*»
tos "dentro" y "entre" grupos son9 respectivamente:

.32 4.99

do modo que
V(al3-) Z 5o31,

39) Selección del gruoo con probabilidad proporcional a su tamaño.

En los dos casos anteriores la selección de la unidad
primaria de donde se extraía la muestra de elementos se hacía de modo t
•tal eue todos tenían la misma probabilidad 1/N .do ser escogidos en la
primara etapa del muestreo. Supondremos ahora que esa selección se ha­
ce de modo tal que cada unidad primaria tenga úna probabilidad do ser
escogida proporcional a su tamaño M^.

Para mostrar cómo so hace esa selección, con los datos
do la población hinotótica de la nág. construimos el siguiente cuadro:

Grupo N9 M1 . Aoum. Intervalo

1 3 3 1 - 3
2 6 9 4 - 9
3 8 17 10 - 17

In miAqt-ra Elegido un número al azar 1 y 17*  se toma para extraer
intervalo ñ~Q 91Qmentos aquella unidad primaria que tiene asociado el
t^ado el núme?n Qn 1UQ So GnGUQntra aquel. Asi. si se ha encojj
del maestreo Qs la NQ Primaria escogida para la songunáa etapa

Mo uO Po V



17
/ Como aiaioSp una voz tenido el grupo$> so extrae do él una
nuestra simple al azar do mi elomontos0

marones la:
Para estimar la medía por elemento en la población to-

aZIl
S

as decir? la medía de la muestra do elementos extraída del grupo que
oe ha obtenido en la primera etapa do maestreo an la que so hizo la sj
lección asignando a cada uno una probabilidad

esto, estimación os:La escoronza matemática -do

lo que muestra que lo estimación os ”no viola *3%
La var3.an.wia de la estimación será:

(puesto que 3(y¿ =a.j) ” o) y se tendrá:

&n el caso del ejemplo so tiene:

Met.Pc V
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42) Seleccíóñ,'ae la unidad primaria con probabilidad proporcional al
"uaaaíio estimado

En’la práctica es el caso más común el que no se tenga
una información exacta y actualizada del número de elementos que in­
tegran cada unidad primaria que -permita"determinar la correcta proba­
bilidad proporcional al tamaño qué’se asociará’a cada'una para su se­
lección en la primera"etapa de müéstreo."Tal es el cabo, p.e., en que
las unidades primarias están constituidas por manzanas o’ grunos' de man
zanaé'de una ciudad, siendo los"elementos las viviendas en'ellas ubi­
cadas. En un caso como éste es seguro que al momento de diseñar una
muestra no se cuenta 'con un registro exacto del número de viviendas de
cada"unidad, pero sí cm alguna información que ofrezca una estimación
de esc número que podrá Utilizarse para determinar una probabilidad de
selección que indiqaromos con P¿ ( 7 Pj_

' Una primera"estimación de 5 qüe' es posible construir
cuando la"selección de las unidades primarias se hace con probabilid^
dos P^ es:

Cnr —------- Ü

Esta estimación es ”no viciada” puesto que;

El valor de m^ se determina generalmente tomando

m^ S k

siendo & una Constante que se describe como siendo la "tasa global de
muestre o” y esto debido a que, siendo

x

se tiene que

M.t.p. V



V 19

es decir, expresa la relación entre el valor esperado del tamaño de
Xa muestra a tomarse del grupo elegido en la'primera etapa de muestreo^
al número total de elementos en la población;

La variancia de la estimación se obtiene a partir de

Si en la anterior ponemos:

c indi caraos el valor total de
de modo que

la característica en cada grupo por

2)^4 s A

Una segunda estimación sería: .
A

Que es Viciada"*  y cuyo error nodio cuadrática se obtiene calculando:

** Efv n 4- * ** a w4- a^ -a) *
MotoPe V X
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: E(y -5,)2+E(a1 -í)2 + (á, -5)2

Fácilmente? siguiendo la misma línea de
utilizado repetidamente más arriba^ se encuentra que:

N

E<ñ -Si)2 = pi (i - -iu s2

razonamiento

N
** o . — i_ _ p

E(al -51’ s ¿_P1 <ai " a*’
1

de modo-que S N
:/Pi (— - -) S P (a, ~aj +(á1 ~a)2

v /_ i m M i 1 1 i i
1 1 1

anteriore30
En el cuadro siguiente se resumen todos los resultados

MUESTREO POR GRUPOS EN 2 ETAPAS

UNIDADES PRIMARIAS DE DIFEH‘77

lao etapa: n ” 1 2a-etapa: nu

Estimaciones de la medía por e?^emento en la población

•

Prob;
unido

selección 1
primaria 1 Estimación Vari ano la

I 1/N viciada
T N i n K1-t— i -2 1 \ w •• p •• *•  p—A $— )Sj4~z(a-j-a.) 4-(a^~a)
$ Z_ m. M. A N 1

1 1 1 1

II 1/N no vicie
da

•
N , N

N\mA 1s 2 V: :7.
14a ¿_x “1 hi 1 no d¿ - i a *'*  ■!

! " 1 1
Motop¿ v
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N

no viciadalili

2
MjLyi/P1MQ no vic

2
V P

P1

i' o

y.j viciada

Varianciai.» « ■ w,*b —

L)s^
Mi x

N ' ■ ■■■ ..
■ =.2

Pyob¿selección „c,..
Unido primar i a —

N N

2.y“i-®! E2, ig y
• m24~t~ ^i-i2 4
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3£) Unidades primarias da tamaños ¿iferenteso- n> 1,-

Supongamos ahora que, en la primera etapa del maestreo se se­

leccionen no ya una, sino n_ unidades primarias, de cada una de -

las cuales se extrae en una segunda operación, una muestra simple

al azar de m^ elementos®- La muestra ce unidades primarias es tam-

bien una muestra simple al azar, de modo que la probabilidad de -

que una cualquiera de ollas sea incluida en la muestra.es n/K0-

Pueden también, en este caso, construirse varias estimaciones

de la media por elemento en la poblacióno

a) Media aritmética de las medias de las muestras de los grupo

Esta viene dada por:

donde y^ es la media de la muestra de m- elementos,extraída del -

i "ésimo grupo obtenido en la primera etapa del muestreo9-

La ErMo de esta estimación es:

de modo que

muestra.es
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lo que muestra que la estimación es “viciada".-

Para determinar el error medio cuadrático, partimos de la iden

tidad algebraica!

lo que, teniendo en cuenta que

y poniendo
n

jlY ; z =
n y-' i ai (n)

puede también escribirse:

v- v- - -
- 5 / <y± -Sp + (a1(n) -\) + (ái -5)

«L u*

y la E.M. que se debe calcular es:

+ E(“i (n) V

; ( K -a)2 (2)
1

puesto que las F.-Mo de los dobles productos son todas nulas»-

E1 primer sumando del 22 miembro de la (2) es
r n \ JL

13 Z_z (yi “®i)2 + ¿L Z_/ (y¿ -5.)(y. ”a.) =~ñ E¿L(y.-á,)
|^i x i j » 1 J y n¿ i i “

y a. _^''Opo " V
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de gru

pos diferentes la suma doble es nula«-

n
1

(y
n

N

2

y como

N
1 1 1E (3)
nM

la (2) de lapuesto que se trataPor su

esperanza

1
(4)N1n

donde

los valores hallados en (3) y (4) se tieneReemplazando en (2)

una muestra simple

la población es:

-a )2

M_.

jO/d», -5,)2=
i 1

n2
x 2
r si

p(i)=—N
)s2

ÍU 1

-5J2

resulta finalmente
i n

1 -v

parte, el 2Q sumando de

mateúatica de los cuadrados de los desvíos de la media de

al azar de extensión n con respecto a la media de

PÍJ/DC^ -á^2

puesto que, siendo independientes las muestras que se extraen

la E.M. de

z- ~[2
(yi -áp :

J- p- “)S¿
N? b

2
S
b

Ahora:
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(5)

donde

traída obtenido en la

los elementos de la pobla­da entre las N enmarias agrupanque se

ción

n

Wl>

Ahora N

N

de modo que

a

n

oo

«. v

muestra de m^ elementos ex­

muestra de g unidades pri-

es:
N

Miai

nMo

1 2
m7)s 5)2

b) Estimación basada en

Esta segunda estimación

La E.M. de la estimación es:

— M ao
N

N

n
) M,a.

p(ij)M.y.= X p(í)M
1 1 *1 1

M1 .
E p(J/i)y.
X X

i ’ i)32
n N' b

n

E Vi

B(á )= J»_
11 "Mo

á!
II

como antes, y i es la media de la

del i-ésimo grupo

II
lo que muestra que tenemos ahora una estimación ”no viciada”

Para calcular la variancia partimos de»
n

n
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Aquí >

(6)

es la media por unidad primaria en la pobla­

ción, y M. a
i i la media análoga en la muestra.- Si indicamos

estos dos valores con A.
JL

y (nprespectivamente, la (6) puede es­

cribirse
A n / 1

a« -a* ----- ) m (y -a ) + -£- l -X
II nM i i i i M i(n) ij

y la E.M. que tenemos que calcular es:

Siguiendo un camino análogo al usado repetidamente más arriba, se

vwientra inmediatamente que:

V



donde

2

z'

de modo que se tiene finalmente i

•*
(donde M - Mo/U9 tamaño medio de los grupos)o- 

(8)

c) Si las unidades primarias se seleccionan con probabilidades pro­

porcionales a su tamaño, y la extensión m de la muestra que se ex­

trae de cada uno de los grupos obtenidos en esa primera etapa de - 

maestreo es constante s la media de la muestra es una estimación ”no

viciada” de la meada de la poblacióno-

En efecto,, si las unidades primarias se eliden ”con reposición”

y es r el número de veces que la i~ésima unidad se presenta en una 

muestra específica, y puesto que

E(r ) s nP
i i

NN

E M

primarias se hace con probabiCuando la selección de unidadeslas

donde P. es la probabilidad de selección de la i-ésima unidad prima
4

ria, se ti ene?
*iai í
_ __ ___ Z 3

lidades proporciona3.es al tamaño estimado, una estimación '‘no vicia 

da”, cualesquiera sean los valores que se asignen a los m est

proporciona3.es
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n

Se verifica, en efecto, fácilmente, que:

Si se toma KM¿

la anterior estimación es '‘auto-ponderada1?, puesto que se reduce a:

siendo y -

Z 1
09 y ■-------

IV nkMo

miñ

n

Vimos más arriba cuando se consideró el caso n- = 1, que k era la

"tasa global de maestreo". Si n^ 1, esta tasa es nk,puesto que se

tienes _£L.
m.P /i i *ñ —
k=-------- s_¿-----------
Mi Mq

Pero el número medio de elementos en la muestra es

n _N_
E( ZZ m1) o e( r^)

N

de modo que resulta

nk= >- x (Número medio de elementos en la muestra)
M
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La “tasa global de mv.estreo", que es la relación del número de ele­

mentos en la muestra al número de elementos en la población, debe di¿

tinguirse tanto de la tasa de muestreo n/N de unidades primarias, como

de la tasa m./M de sub-muestreo de elementos en cada grupo»

Cuando n > 1, varias son las extensiones posibles de la estimación
O

que más arriba hemos indicado con (siendo la probabilidad de s£

lección de la i-ésima unidad primaria); una de ellas es la media pon­

derada de la muestra:

El

M.á,n

y el denominador una

Mn

Si en

de la muestra :ydia simple no ponderada

m.M kM./P como

estimación también "no viciada" de
N

, esta estimación se convierte en la me-

numerador es una estimación "no viciada" de
.N

Síit.p. - v



Para obtener la variancia de algunas de las estimaciones precedentes} partire­

mos de la expresión de una estimación por cociente dada por:

A My 2L Mí
R = ( / i i )/(5~ i i )

< “F~ F~
i i

/una
la cual, si Xy se toma como variable auxiliar que es igual a 1 para todo elemento

de la población -do modo que x^*z  1 - se reduce a la que, a su vez, para parti

calares valores de P¿^ se reduce a otras de las estimaciones consideradas más arri

ba*

La R puede ser de utilidad en sí misma en el caso en que Xj_- es el valor do -
J X

la característica que se estudia en un censo previo, en cuyo caso R se utilizaría 

para hacer la estimación de valores medios o totales de dicha característica usan­

do de esa información previa.
X

No entraremos en el proceso de derivación de la variancia de R, limitándonos

a dar el resultado.

Si se extrae una muestra con reposición do n unidades primarias, siendo P-j. la 

probabilidad de selección asignada a la i-6sima unidad, y de cada una de las uni­

dades elegidas se toma una sub-muostra simple al azar de extensión ny^ y se cons­

truye la estimación:
tv TV

X M M
R (2_ )/(!-—i.£|.)

1 ~ i 4 p
i i

la muestra os grande, resulta:si ol

X
v(r)=_i_V i_

nB2¿ ?!

M;

Si on la anterior fórmula so toma m^x. de modo que R so rcduco a

M ±(M, -un )

“(ma -17

tamaño do

N ó

1
dondo
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1 1V(R) s?

o

a P.!ina a y

mismo método do selección descripto anteriormente, laPara el variancia de la

i estimación
TV

4
5 viene dada por

v(?IV) = b)

De esta expresión pueden obtenerse las fórmulas de la variancia aplicables a

:ias estimaciones do subíndices V y III respectivamente, según el valor que so asig-

i- (Ai -Pi A) 2 +

E

«o

yiv =

2 . M. -m. o
■+■ Sa

mi xíj resulta:

Mj y.
~p.

1
nMo

M. (M. -m.)
-----------------------

S?
1

mi

(donde A es ol valor total de la característica estudiada en la población»-

Si se toma m^ n de modo que ; t
TI

y m y. /nkM
IV 1 1 0

4

resulta: '

T(ylV >» \ ^-(A1 -Pi A) -I- » Si
nM*  ¿_ i

A
La estimación do la variancia a) calculada a partir de los datos do p.a mues­

tra viene dada por:

n(n-l)
P. m. (y. -Rx. )
111 i

2

R es la estimación do R basada en los datos ofrecidos por la muestra, y

M x .-v
°a Una estimación un.o viciada” dol total do b^j on la población»-



A su voz, la estimación do V(y^y) vicno dada pon

v(?iv > = 4 >2

dondo

> m± y± ¿ i Vx
Y=~p— y

1
Probabilidades óptimas de seleccióno-

Un problema que de modo natural so plantea on ol caso del maestreo on dos ota

pas con probabilidades variables do selección os: ¿dados los tamaños de las unida­

des primarias -o buenas estimaciones do las mismas-quó probabilidades de selección

deben adjudicarse a osas unidades para hacer mínima la variancia para un costo to­

tal dado?w-

Este problema fuó estudiado y resuelto por Hanson y Hurwitzt- A posar do su

interós, no nos detendremos on ól<- Nos interesa sólo mencionarlo destacando quo

la respuesta dependo de quo se tonga suficiente información previa de ciertas ca­

racterísticas do la población a estudiar y estimaciones más o monos correctas acor

ca do los diferentes elementos quo intervienen on la formación dol costo total de

la operación do’ muestreoo

El mué st roo c*

°8trato consta do

blación haya sido previamente clasificada on un cierto número do estratos•— Esto —

caso no tiene ninguna dificultad conceptual; si lo ticno do notación»-

Sub-ínuostroo o stratifloado -

otapas puodo aplicarse evidentemente al caso on quo la po­

Ahoras una unidad primaria on un cierto estrato, p.o, la i-ósima dol h^sinio 

IV

14 unidades secundarias o clamantes*
hi

Supondremos quo la población so ha dividido on k estratos, cada uno do los

cuales consta do (h«l,2,«. •, k) unidades primarias de maestreo, siendo
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El valor de la característica estudiada oh el j-6simo elemento do la

unidad primaria del h-ósimo estrato es:

h x 1 k
c i - 1 ... N,
hiJ Jxi...^

El número total do elementos en el h-ósimo estrato es

1
En lo que respecta a la muestra, indicáronlos con:

n^ el número de unidades primarias dol h-úsirao ostrato incluidas en la » :

muestra ( ) n^ ~ n)

nk. el número do elementos do la i-úsima unidad primaria dol h-úsimo cs-
‘Ti

trato obtenidas en el 2a< otapa dol raucstroo

<1 mhi- mh)

mh os el número de elementos de la muestra provenientes del h-úsimo os­

trato .

El valor total do la característica on la población es:

£. "i,;
£ £ r °hij
4 1 4

Medias*-  El valor medio do los valores do los olomontos on la i-i sima unidad pri­

maria dol h-6simo ostrato (que son on número do M. ) os:

Qhl “ Mhi

En ol h—ó simo estrato, ol total de la característica estudiada os:

1_ l_Qhij
Y~ 'i

y como hay on 61 / M, . — M. unidades primarias, so tiono:

’h=? “X L “kM " ’V ¿Ai

os la medias por olomonto on ol h—ásimo ostrato#



EL número total de elementos en la población og

ddc modo que la nodin . por elemento en la población og:

21o que puedo indicarse con

£3i se pono
pv - M /Ymh h c h

Para la muestra usaremos la siguiente notación:

valor del j-ósimo elemento obtenido do la h-ósiiaa unidad pri­

maria en el k-ósimo estrato»

media por elemento on la muestra dol i-ósimo grupo del h-ósino

estrato.

total estimado de la característica en el i-ósimo grupo dol

h-ósimo estrato.

total estimado en los grupos en la muestra do unidades -

primarias dol h-ósimo estrato.

Ai

wh

estimado de la característica en el h-ósino estrato,

yhij

promedio por elemento en el h—ó sino estrato.

^to valor desempeña en el caso que estamos considerando el mismo papel que y^ en

011 Rastreo estratificado Recordemos que on aquol caso la estimación do la media

40 la población venía dada por
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donde Nh y N eran, respectivamente, el número de elementos en el h^simo estrato

y su le. población ‘toialo

En el caso actual, será pués

"Vh
la estimación de la media por elemento en la población.

Recordemos ahora, que, si es

z - \ a. x
!— i i

os decir, la variable aleatoria z es una. combinación lineal de las vaiiables alea

torias x. que tienen variancia V (x¿), se tiene:

. . V“ 2
V (z)_ c± V (xi)

Este fuó el teorema que aplicamos para hallar la variancia de la estimación

en el muostreo simple estratificado.

En el caso actual será

° í— h. h

donde V (y¿) es la variancia de la media por elemento obtenida en una muestra

do elementos extraídos de n^ unidades primarias obtenidas on la nuestra pro­

veniente del h-Ós:mo estrato, es decir, la variancia de la estimación de la medida

por elemento en el muestreo por grupos on 2 etapas.

Recordamos que mas arriba. estudiamos la estimación

N

Ah ore. to nonos

»J~. "m.

■' h J" "bl
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de nodo que resulta

donde




